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STRUCTURES CEOMETRIQUES

Les variétés (différentiables et complexes) et les structures géométriques qu'elles supportent seront
présentes constamment dans ce texte. Elles sont, en quelque sorte, le terrain sur lequel tout se
joue. J'ai jugé utile d'en rappeler les définitions. Les feuilletages et actions de groupes ont été
(et sont toujours) en majorité au centre de mes intéréts mathématiques. Je leur réserve donc la
premiere place dans ces préliminaires.

L’espace R™ muni de son produit scalaire usuel (z,y) = Zle x;y; est un objet important

en mathématiques. Le fait qu’il possede un systeme de coordonnées globales permet d’y
formuler plus aisément les problemes d’analyse et de géométrie. Les espaces topologiques
M qui lui ressemblent localement sont appelés variétés topologiques de dimension n. Ils
sont tels que, pour tout point x € M, il existe un voisinage ouvert U et un homéomorphisme
¢ :R"™ — U ; on dira que (U, ) est une carte locale ou un systéme local de coordonnées
(1, -+, 2n) = ¢ *(x) sont les coordonnées du point z dans la carte (U, ). Si (V,) est
une autre carte locale dans laquelle z a pour coordonnées (z/, - - -, z}), alors I'application
v oo HUNV) — =1 (U NV) est un homéomorphisme et il vérifie la relation :
v lop(xy, -, x,) = (2, -+, 7). On dira que 1oy est le changement de coordonnées
de la carte (U, ) a la carte (V,4). Il existe alors un recouvrement ouvert U = {U;} de
I'espace M et une famille d’homéomorphismes ¢; : R" — U;. Le systeme {U;, p;} est
appelé atlas définissant la variété M.

Soit M une variété topologique de dimension n définie par un atlas (U, ;) ; on dira
que M est une variété différentiable si, pour toute paire (i,7) telle que U; N U; # 0, le

changement de coordonnées cpj_l o ; est de classe C'*°.

Supposons n pair égal & 2m et identifions R?™ & C™ & l'aide de l'isomorphisme
(d’espaces vectoriels réels) (1,91, Tm, Ym) € R*™ — (1 +iy1, -+, Ty + iYm) € C™.
On dira que M est une variété complexe de dimension m si tous les changements de coor-
données cpj_l 0wt (UNV)cCCt — goj_l(U NV) C C™ sont des biholomorphismes
(i.e. goj_l o ; et son inverse ¢; ' o p; sont holomorphes). Localement, un point sera repéré
par ses coordonnées complexes (21, -+, Zpy).

On dira que la variété M est connere, compacte... si I’espace topologique sous-jacent
M est connexe, compact... La notion de variété différentiable et celle de variété complexe
sont centrales en géométrie différentielle et géométrie complexe.

Précisons quelques notations qui nous serviront dans toute la suite. On se donne une
variété M connexe de dimension n.

e Un systeme de coordonnées locales au voisinage d’un point z € M sera la donnée
d’un ouvert U contenant = et d’'un difféfomorphisme ¢ : R® — U tel que le point x ait
pour coordonnées (z1,---,x,) = @ 1 (z).

e C°(M) est ’algebre des fonctions complexes de classe C*° sur M.

o T'M est le fibré tangent a M ; pour chaque x € M, sa fibre T, M est un espace
vectoriel réel de dimension n ; T'M est une variété différentiable connexe de dimension 2n
et on a une projection canonique 7 : TM — M telle que 7= (z) = T, M.

Beaucoup de structures géométriques peuvent éventuellement étre définies sur une variété
différentiable. On vient d’en donner une : la structure complexe (n’importe quelle variété
n’en supporte pas bien str). Nous en introduirons au fur et & mesure de nos besoins. Nous
commencerons par la notion de structure feuilletée.
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1. FEUILLETAGES

1.1. Premieres définitions

Prenons un livre épais (comme un annuaire téléphonique par exemple). Si on oublie son
contour, on peut le voir comme un ouvert de I’espace euclidien R? ; c’est donc une variété
connexe de dimension 3. Mais on peut aussi le voir comme la réunion disjointe de toutes
les feuilles qui le composent. Si on convient qu’une feuille n’a aucune épaisseur, ce livre
pourra étre vu comme une variété de dimension 2 non connexe, ses composantes connexes
sont précisément ses feuilles. On dira alors que notre livre est une variété de dimension
3 munie d’un feuilletage de dimension 2 (dimension des feuilles) ou de codimension 1 (la
dimension complémentaire des feuilles). Un feuilletage F (de dimension 2) sur une variété
M de dimension 3 est localement de ce type : autour de chaque point on peut découper
un petit morceau ressemblant a notre livre ! La variété M est ainsi munie d’une deuxieme
topologie non connexe et dont les composantes connexes sont les feuilles de F. Voici la
premiere définition précise d’une variété feuilletée.

1.1.1. Définition. Soit M une variété (connexe) de dimension m+n. Un feuilletage F
de codimension n (ou de dimension m) sur M est la donnée d’un recouvrement ouvert
U = {U;}ier et, pour tout i, d’un difféomorphisme p; : R™T™ — U, tel que, sur toute
intersection non vide U; N Uy, le difféomorphisme de changement de coordonnées :

p;lowit (z,y) € ((UiNUy) — (2',y') € ; (Ui ;)

soit de la forme 2’ = ¢;;(x,y) ety =i (y).

(PTL(U; N l:]/) c Rt 99;1(U, N U’I) c R™tn

Fig.1
Dans le changement de coordonnées (x,y) € o; {(U; NU;) — (2',y') € goj_l(U,- NnU;)
le fait que 3’ ne dépende que de y signifie que les plaques des m-plans horizontaux dans

I’ouvert goi_l(Ui NU;) sont envoyées sur les plaques des m-plans horizontaux dans 'ouvert
—1
2 (Ui N U;).



La variété M est ainsi décomposée en sous-variétés connexes de dimension m. Chacune
d’elles est appelée feuille de F. Une partie U de M est dite saturée si elle est réunion de
feuilles : si x € U alors la feuille passant par x est entierement contenue dans U.

Les systemes de coordonnées (U;, ;) satisfaisant les conditions de la définiton 1.1.1
sont dits distingués pour le feuilletage.

Soit F un feuilletage de codimension n sur M défini par un atals maximal {(U;, ¢;) }ier
comme dans la définition 1.1.1. Soit 7 : R™*" = R™ x R™ — R" la seconde projection.

-1

Alors I'application f; : U; Zi R™ est une submersion. Sur UinU; #0ona fj =~jo fi
Les fibres de la submersion f; sont les F-plaques de (U;, F). Les submersions f; et les
difféomorphismes locaux v;; de R” donnent une caractérisation complete de F.

1.1.2. Definition. Un feuilletage F de codimension n sur M est donné par un recouvre-
ment ouvert {U;};cr et des submersions f; : Uy — T au-dessus d’une n-variété T et, pour
UinU; #0, dun difféomorphisme ~;; : fi(U; NU;) — f;(U; NU;) tels que fj =7, o fi.
On dit que {U;, fi,T,7i;} un cocycle feuilleté définissant F.

Le feuilletage F est dit transversalement orientable si la variété T peut étre munie
d’une orientation préservée par tous les difféomorphismes locaux ~;;.

1.1.3. Feuilletages induits

Soient M et N deux variétés ; on suppose que M supporte un feuilletage F de codi-
mension n. On dira qu’une application différentiable f : N — M est transverse a F si,
pour tout point € N, I’espace tangent T, M & M au point y = f(z) est engendré par T, F
et (dgf)(TyN) (oud, f est 'application tangente a f en x) i.e. TyM = TyF + (d f)(TN).
De facon équivalente, si on suppose que M est de dimension m+n, f est transverse a F si,
pour tout x € N, il existe un systéme de coordonnées (z1,**, Tim, Y1, *, Yn) : RT" — V
autour de y tel que 'application :

gu:(yrtofyntof):U=f1(V) —R"

soit une submersion. La collection des submersions locales (U, gyy) définit un feuilletage
f*(F) de codimension n sur N appelé feuilletage induit de F par f.

Si f est une submersion et F est le feuilletage par points, f est transverse a F ; dans
ce cas les feuilles de f*(F) sont exactement les fibres de f.

Si N = M est un revétement de M et f est la projection de revétement f : M—M ,

alors f*(F), noté F, est de dimension égale a celle de F ; les deux feuilletages F et F ont
les mémes propriétés locales.

1.1.4. Morphismes de feuilletages

Soient M et M’ deux variétés munies respectivement des feuilletages F et F’. Une
application différentiable f : M — M’ est dite feuilletée ou morphisme entre F et F' si,
pour toute feuille L de F, f(L) est contenue dans une feuille de F’ ; on dira que f est
un tsomorphisme si, en plus, f est un difféomorphisme ; dans ce cas, la restriction de f a
toute feuille L € F est un difféomorphisme sur la feuille L' = f(L) € F'.
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Supposons que f est un difféomorphisme de M. Alors, pour toute feuille L € F, f(L)
est la feuille d’'un feuilletage F’ de codimension n sur M ; on dira que F’ est ’image de F
par le difféomorphisme f et on écrit F = f*(F’). Deux feuilletages F et F’ sur M sont
dits C"-congjugués (topologiquement si r = 0, différentiablement si r = oo et analytiquement
dans le cas r = w) §'il existe un C"-homéomorphisme f : M — M tel que f*(F') = F.

L’ensemble Diff" (M, F) des C"-difféomorphismes de M qui préservent le feuilletage
F est un sous-groupe du groupe Diff" (M) de tous les C"-difféomorphismes de M.

1.2. Structures transverses

Soit F un feuilletage de codimension n sur M. On note T'F le fibré tangent a F et v.F le
quotient TM /T F (fibré normal & F) ; X(F) sera I’espace des sections de T'F (les éléments
de X(F) sont les champs X € X(M) tangents a F). Une forme différentielle a € Q" (M)
est dite basique si elle satisfait les conditions ixa = 0 et Lxa = 0 pour tout X € X(F).
(Ici ix et Lx sont respectivement le produit intérieur et la dérivée de Lie dans la direction
du champ X.) Pour une fonction f : M — R, ces conditions sont équivalentes a X - f =0
pour tout X € X(F) i.e. f est constante sur les feuilles de F ; on note Q" (M /F) 'espace
des formes basiques de degré r sur la variété feuilletée (M, F) qui est un module sur
lalgebre B des fonctions basiques. Un champ de vecteurs Y € X(M) est dit feuwilleté si,
pour tout X € X(F), le crochet [X,Y] € X(F). On peut voir aisément que I’ensemble
X(M, F) des champs feuilletés est une algebre de Lie et un B-module ; par définition X(F)
en est un idéal et le quotient X(M/F) = X(M,F)/X(F) est I'algebre de Lie des champs
transverses (ou basiques) sur (M, F). Il a aussi une structure de B-module.

Soit M une variété de dimension m + n munie d’un feuilletage F de codimension n
défini par un cocycle feuilleté {U;, f;, T, 7i;} comme dans la définition 1.1.2.

1.2.1. Définition. Une structure transverse a F est une structure géométrique sur T’
invariante par les difféomorphismes locauz ;;.

C’est une notion tres importante en théorie des feuilletages. Pour la rendre plus claire
et plus palpable je vais en donner quelques exemples (principalement ceux sur lesquels
portent les travaux dont je vais parler).

1.2.2. Feuilletages de Lie

On dira que F est un G-feuilletage de Lie, siT" est un groupe de Lie G et les y;; sont
des restrictions de translations a gauche sur G. Un feuilletage de ce type peut étre défini
par une 1-forme w sur M a valeurs dans l'algebre de Lie G de G telle que :

i) wy : T, M — G est surjective pour tout x € M ;

i) dw + 3w, w] = 0.

Si G is abélienne, w est donnée par des 1-formes scalaires wq,...,w, fermées et
linéairement indépendantes en chaque point.

Dans le cas général, la structure d’un G-feuilletage de Lie sur une variété compacte
M est décrite par le théoreme qui suit da a E. Fédida [Fé] :

Soit F un G-feuilletage de Lie sur une variété compacte M. Soient M le revétement
uniwersel de M et F le relevé de F a M. Alors il existe un homomorphisme de groupes
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h:T'=m (M) — G et une fibration localement triviale M 25 M dont les fibres sont les

feuilles de F et telle que pour chaque v € I' le diagramme qui suit est commutatif :

M X M
1) D LD
¢ "M q

La premiere ligne est Uaction de v € m (M) sur M et la deuzieéme est la translation a
gauche par h(7).

Le sous-groupe I' = h(m(M)) C G est appelé groupe d’holonomie de F méme si F
est sans holonomie ! La fibration D : M — G est lUapplication développante de F. Ce
théoreme donne un procédé de construction effectif d’un feuilletage de Lie.

1.2.3. Feuilletages transversalement parallélisables

On dira que F est transversalement parallélisable si M supporte n champs feuil-
letés Y7,...,Y,, transverses a F et linéairement indépendants en chaque point. Ceci est
équivalent au fait que la variété T admet un parallélisme (Y7,...,Y;,) invariant par les
difféomorphismes locaux 7;; ou, de maniere équivalente, le B-module X(M/F) est libre
de rang n. La structure d’un feuilletage transversalement parallélisable sur une variété
compacte est donnée par le théoreme qui suit di & L. Conlon [Cl] pour n = 2 et & P.
Molino [M1] dans le cas général.

Soit F un feuilletage transversalement parallélisable de codimension n sur une variété
compacte M. Alors :

(1) les adhérences des feuilles sont des sous-variétés et sont les fibres d’une fibration
localement triviale m : M — W ou W est une variété compacte,

(2) il existe un groupe de Lie simplement connexe Gy tel que la restriction Foy de F a
chaque adhérence de feuille F' est un Gy-feuilletage de Lie,

(3) le cocycle de la fibration m: M — W est a valeurs dans le groupe des difféomor-
phismes de F' qui preservent le fewilletage Fy.

La fibration 7 : M — W et la variété W sont appelées respectivement fibration
basique et variété basique de F. Ce théoreme dit en particulier que, si les feuilles de F
sont fermées alors le feuilletage est juste une fibration au-dessus de W. Ceci reste aussi
vrai méme si les feuilles ne sont plus fermées : la variété fibre au-dessus de l’espace des
feuilles M/F qui est dans ce cas une Q-variété au sens de [Br].

Tout G-feuilletage de Lie est transversalement parallélisable. C’est une conséquence
du fait qu’un groupe de Lie est parallélisable et que le parallélisme peut étre choisi invariant
par les translations a gauche.

1.2.4. Feuilletages riemanniens

Le feuilletage F est dit riemannien s’il existe sur 7" une métrique riemannienne pour
laquelle les difféomorphismes locaux 7;; sont des isométries. En utilisant les submersions
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fi : U; — T', on peut construire sur M une métrique riemannienne s’écrivant localement
sous la forme :

(2) ds* = > 0;®0;+ > gre(y)dyx @ dys.
ij=1 oy f=1

On dira que cette métrique est quasi-fibrée. De fagon équivalente, F est riemannien,
si toute géodésique orthogonale aux feuilles en un point reste orthogonale aux feuilles
partout. Pour plus de détails voir le papier original [R1] de B. Reinhart qui a introduit
pour la premiere fois la notion de feuilletage riemannien.

Soient F un feuilletage riemannien et O(n) — M# — M le fibré principal des
reperes orthonormés transverses & F. Le théoreme qui suit est di a P. Molino [M2] :

On suppose M compacte. Alors le feuilletage F se reléve a M7 en un feuilletage F7*
de méme dimension et tel que :

(1) F# est transversalement parallélisable ;

(2) F# est invariant sous Uaction du groupe O(n) sur M# et se projette sur F par
Uapplication 7.

#
La variété basique W# et la fibration basique F# — M# T W# sont appelées
respectivement variété basique et fibration basique de F.

On a les propriétés qui suivent :

— la restriction de 7 & chaque feuille de F# est un revétement sur la feuille de F sur
laquelle elle se projette. Toutes les feuilles ont donc un revétement d’holonomie commun
(cf. [R1]),

— 'adhérence de toute feuille de F est une sous-variété de M et les adhérences des

feuilles définissent un feuilletage riemannien singulier (les feuilles n’ont pas forcément la
méme dimension) sur M. (Pour plus de détails voir [M4].)

La propriété “F est riemannien” dit que lespace des feuilles @) = M /F est presque
une variété riemannienne méme s’il n’a aucune structure différentiable !

1.2.5. G/H-feuilletages

C’est une classe de feuilletages qui possede des propriétés transverses intéressantes
(voir [E27]). Soient G une algebre de Lie de dimension d et H une sous-algebre de G. On
fixe une base (eq,...,eq) de G telle que e, 1,...,eq engendrent H et on note 01,..., 0%
la base duale & (e1,...,eq). On a [e;, e5] = 3, Kfey, olt les constantes de structure KJ;
vérifient les relations :

k _ k

(3) Y (KEKL + KEKL + KEKE) = 0 (identité de Jacobi)
Kfj:Osikgnetn—Flgi,j

L’ensemble des constantes K fj satisfaisant les deux premieres conditions détermine la struc-
ture d’algebre de Lie de G alors que la troisieme condition dit que H en est une sous-algebre
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de Lie. On note G le groupe de Lie 1-connexe d’algebre de Lie G et H le sous-groupe con-
nexe d’algebre de Lie H.

On notera 6 la 1-forme différentielle sur G a valeurs dans G qui est 'identité sur les
champs invariants a gauche sur G i.e. 6 = Z 6% @ ey,. Soit w = Zwk ® ex une 1-forme a

k k
valeurs dans G sur une variété M. Un élément g € G transforme w en une 1-forme Ad,w
a valeurs dans G ot Adyw(X) = Ady - (w(X)) pour tout champ X de M. Une fois que

la base (e1,...,eq) de G est fixée, on peut identifier w au n-uplet de 1-formes scalaires
(w!,...,w?). En particulier § = (6%, ...,09).
Soit w = (wt,...,w?) une 1-forme a valeurs dans G sur une variété connexe M.

Supposons que w satisfait I’équation de Maurer-Cartan : dw + %[w,w] =0 i.e.

d
1 . .
(4) dw” = —5 E Kfjw’ A w?
4,j=1

et que les formes w?

o, w" sont linéairement indépendantes. Alors le systeme différentiel
wl = .- = w" = 0 est intégrable et définit un feuilletgae F de codimension n. On dira

que F est un G/H-feuilletage défini par la 1-forme w a valeurs dans G.

Exemple fondamental. Prenons M = G. Alors 6 = (6,...,0%) définit un G/H-
feuilletage F¢ g dont les feuilles sont les classes a gauche modulo 'action de H.

Remarque. La notion de G/H-feuilletage inclut beaucoup de classes de structures
géométriques :

(a) si n = dim M et H est fermé alors un G/H-feuilletage F définit sur M une
structure d’espace localement homogene i.e. la variété M est localement modelée sur un
espace homogene G/H, les changements de coordonnées sont induits par des translations
a gauche sur G et le feuilletage est par points. L’espace homogene G/H est muni d’un
G /H-feuilletage lorsque la projection G — G/H admet une section globale.

(b) Lorsque H = 0, un G/H-feuilletage est juste un G-feuilletage de Lie. Par exemple
une 1-forme fermée non singuliere w sur M définit un R-feuilletage de Lie.

(c) Si H est fermé alors un G/H-feuilletage est transversalement modelé sur 1’espace
homogene G/H. Tout feuilletage transversalement homogene est localement donné par
une collection de 1-formes w?, ..., w? vérifiant la condition (4) (cf. [Bl]). Lorsque ces
formes sont globales, elles définissent un G/H-feuilletage. C’est le cas si, par exemple
HY(M,H) =0 (cf. [BI]).

(d) Quand H n’est pas fermé, un G/H-feuilletage est localement transversalement
homogene comme c’est défini dans [M4].

Soit F un G/H-feuilletage sur M défini par w. Une application ¢ : N — M transverse
a F induit un G/H-feuilletage ¢*F sur N défini par p*w. On dira que ¢*F est 'image
réciproque de F par ¢. En particulier, le revétement universel M de M est muni d'un
G/ H-feuilletage F défini par la 1-forme m*w ou m : M — M est la projection canonique.

9



La proposition qui suit dit qu'un G/H-feuilletage F sur M est I'image réciproque du G/H-
feuilletage F¢ g sur G qui a été considéré dans I’exemple fondamental.

Proposition [Bl]. Soient F un G/H-feuilletage sur M défini par w et F =mF
son wmage réciproque dans le revétement universel M de M. Il existe une application
D: M — G et une représentation p : w1 (M) — G telles que :

(i) D est m (M)-équivariante, i.e. D(y-Z) = p(7v) - D(Z) pour tout v € my (M) ;

(ii) @ := 7*w = D*0, i.e. F = D*Fg.n.

L’application D est appelée application développante de F et est déterminée de facon
unique modulo des translations a gauche sur le groupe G.

1.2.6. Feuilletages transversalement holomorphes

Le feuilletage F est dit transversalement holomorphe si T est une variété complexe
et les «y;; sont des biholomorphismes locaux. Un feuilletage holomorphe en est un cas
particulier : les variété M et T sont complexes et les f; et les «;; sont holomorphes.

Si T est kahlérienne et les «;; sont des biholomorphismes qui préservent en plus la
structure de Kahler sur 7', on dira que F est transversalement kdhlérien. Par exemple, tout
feuilletage riemannien transversalement orientable de codimension 2 (réelle) est transver-
salement kahlérien.

Donnons un exemple concret d’un tel feuilletage. Soit M la sphére unité de C™*!:

M = §ntl = {(zl, e Zpg1) €ECPHL A )2 = } Soit Z le champ de vecteurs

n—|—1
0
holomorphe sur C"*! donné par : Z = g akzka— ou ar = a + 18, € C. 1l existe
Zk
k=1

un bon choix des nombres aj tel que les orbites de Z intersectent transversalement la
sphere M ; Z induit alors un champ réel X sur M qui définit un feuilletage F. C’est un
flot transversalement holomorphe. Il est transversalement kahlérien si on choisit en plus
ar =0 pour tout k=1,....,n+ 1.

1.3. Deux exemples

Une théorie est non vide quand elle a suffisamment d’exemples. Ce n’est pas ce qui manque
pour celle des feuilletages. Nous nous limiterons cependant a deux : le feuilletage linéaire
sur le tore T? et le feuilletage de Reeb sur la spheére S®. C’est juste pour avoir une vision
plus ou moins concrete de ce qu’on va trimbaler le long de ce texte.

1.3.1. Feuilletage linéaire sur le tore

Soit M = R2 et considérons I’équation différentielle linéaire dy — adx = 0 ou « est
un nombre réel. Elle a pour solution générale y = ax + ¢ avec ¢ € R ; cette solution est
une fonction linéaire dont le graphe est une droite F. Lorsque c varie dans R, on obtient
une famille de droites paralleles qui remplit le plan M et qui iy définit un feullletage F (ses
feuilles sont les droites F.). L’action naturelle de Z? sur M préserve F (i.e. l'image de
chaque feuille F par une translation entiere est une feuille de F ). Le feuilletage F induit
alors un feuilletage JF sur le tore T? = R?/Z2. Les feuilles de F sont toutes difféomorphes
au cercle S! si « est rationnel et & la droite réelle sinon (cf. (Fig.2)). En fait si o n’est pas
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rationnel, toute feuille de F est dense ; ceci montre que méme si, localement, un feuilletage
est simple, sa structure globale peut étre compliquée !

Comment peut-on voir cet exemple comme feuilletage de Lie via le procédé décrit en
1.2.2 ? Le tore T? a pour revétement usiversel M = R? et son groupe fondamental est
[' = Z2. Soit h le morphisme de I" dans le groupe de Lie G = R donné par h(m,n) = n+am
ol a un nombre réel strictement positif. Par convenance on considérera que ’action d’un
élément (m,n) =~ € I sur R? est donnée par : (z,y) € R — (x —m,y + n) € R2. Soit
D :R? — R la submersion définie par D(z,y) = y — ax. Il n’est pas difficile de voir que,
pour tout v € I', le diagramme :

R2 Xy R2
D 1D

R "M R

est commutatif i.e. la fibration D : R? — R est équivariante sous 'action de I' sur R? et
induit donc un feuilletage sur T? transversalement modelé sur le groupe de Lie R i.e. un
R-feuilletage de Lie.

Fig.2

1.3.2. Le feuilletage de Reeb sur S3.

Soit M la sphere S? = {(z1,22) € C? : |21]?> + |22/ = 1}. On note D le disque unité
ouvert de C et D son adhérence ( qui est le disque unité fermé {z € C : |z| < 1}. Les
deux ensembles M, = {(z1,22) € S® : [z1[? < 1}) et M_ = {(21,22) € S® : |22]> < 5} sont
difféomorphes & D x S', ont le tore T? comme bord commun :

1
T? = OM, =0M_ = {(21,22) cS?: |21|2 = |,22|2 — 5}

et leur réunion est précisément S3. Il est alors clair que la spheére S® peut étre obtenue
en recollant M, et M_ le long de leur bord commun par le difféomorphisme (z1,22) €
OM; — (29,21) € OM_ i.e. on identifie (21,22) & (z2,21) dans la réunion disjointe
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My ] M_ : on recolle deux tores solides en idenifiant un méridien du bord du premier &
un parallele du bord du second ! Soit f : D — R la fonction définie par :

1(2) = exp (ﬁ) |

Notons t la deuxieme coordonnée dans D x R. La famille de surfaces (S¢)tcr obtenue en
translatant le graphe S de f le long de ’axe des t définit un feuilletage sur D x R. Si on
rajoute le cylindre S' x R, ot S' est vu comme le bord de D, on obtient un feuilletage
F de codimension 1 sur D x R. Par construction, F est invariant par les transformations
(2,t) ED x R+ (z,t +1) € D x R et induit donc un feuilletage Fy sur le quotient :

DxR/(z,t) ~ (z,t+1) ~D x S'.

Il ale bord T? = S' x S! comme feuille compacte. Toutes les autres sont difféomorphes a
R? (voir (Fig.3)).

Fig.3

Comme M, et M_ sont difféomorphes a D x S', Fy définit sur M, et M_ respectivement
deux feuilletages F, et F_ ; leur recollement le long de la feuille compacte T? donne un
feuilletage F sur S® appelé feuilletage de Reeb. Toutes les feuilles sont difféomorphes au
plan R? & I’exception de celle qui provient des bords de M, et M_ qui est difféomorphe
au tore T2,

Les deux feuilletages qu’on vient de donner sont a la fois tres simples et non triviaux.
Le premier, comme on l’a vu, se décrit tres bien et est d’une richesse immense ! Il sert
souvent de test : quand un feuilleteur dit qu’il vient de démontrer un résultat sur les
feuilletages, on lui demande d’expliquer ce qui se passe pour le feuilletage linéaire du tore
T2. En quelque sorte, c’est la téte & claques de la théorie ! Le deuxiéme se construit par
chirurgie et ne se voit concretement que sur les deux morceaux qui constituent séparément
la sphere S3. Sa découverte par G. Reeb a donné un véritable coup de fouet & la théorie.
On pourrait dire qu’il est le premier exemple qui a montré qu’elle est véritablement non
vide.
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2. ACTIONS DE GROUPES

2.1. Définitions et généralités

Dans cette section, nous présenterons de maniere breve la notion d’action de groupes et
nous l'utiliserons pour construire des exemples divers de variétés différentiables ou analy-
tiques complexes.

2.1.1. La topologie quotient
Soit X un espace topologique muni d’une relation d’équivalence R. Pour tout x € X,
on notera O, sa classe d’équivalence. Si A est une partie de X, Sat(A) sera son saturé

i.e. Sat(A) = U O,. On dira que R est ouverte si, pour tout ouvert A de X, Sat(A)

z€EA
est un ouvert de X. Soient R une telle relation d’équivalence, X = M /R le quotient et

notons m : M — X la projection canonique. On munit X de la topologie quotient : U
est un ouvert de X si, et seulement si, 771(U) est un ouvert de M ; c’est la plus fine des
topologies rendant continue ’application .

Un groupe topologique est un groupe I' muni d’une topologie pour laquelle les appli-
cations (71,72) ET XTI — y172 €T et v € ' — v~ € T sont continues.

Soient I" un groupe, M une variété et r € NU {oo} U {w}. On notera Diff"(M) le
groupe des homéomorphismes de M de classe C" i.e. un élément h € Diff" (M) est un
homémorphisme de M tel que h et h~! soient de classe C" (analytiques pour r = w). Pour
r = 0 on posera Diff’ (M) = Homéo(M) ; bien siir on a Diff" (M) c Homéo(M) pour tout
r € NU{oo} U{w}.

2.1.2. Définition. On appelle action de classe C" de I' sur M une application continue
Q:I'x M — M telle que

i) ®(e,x) = x pour tout x € M, e étant I’élément neutre de I' ;

i) ®(vy',x) = ®(v, (v, x)) pour tous v,y € T et tout point x € M ;

ii1) pour tout v € T, l'application partielle ®(v,-) : © € M — ®(y,z) € M est un
élément de Diff" (M).

Une action ® de classe C" de I' sur M définit une représentation de I' dans le groupe
Diff" (M) i.e. un morphisme de groupes p: v € I' — ®(~,-) € Diff" (M). Tout élément
v € I' sera confondu avec p() et, pour tout point x € M, p(v)(x) = ®(v,x) sera noté
simplement yx. L’ensemble O, = {yx : v € T'} est appelé orbite de x. Elle est quelquefois
notée G(x).

i) On dira que x € M est un point fize de ® si yxr = x pour tout v € I'. L’ensemble
Fix(®) des points fixes de ® est un fermé de M.

ii) Pour tout x € M, posons I', = {y € T' : vz = z} ; alors ', est un sous-groupe
fermé de I' appelé groupe d’isotropie de x.

iii) On dira que l'action ® est libre si, pour tout = € M, I', = {e}.

iv) Une partie My de M est dite invariante par ® si, pour tout x € My, 'orbite O,
est entierement contenue dans My. On dira que P est transitive s’il existe x tel que 'orbite
O, soit égale a M. (Ceci sera donc vrai pour tout x € M.)
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Toute action ® de I' sur M définit une relation d’équivalence R :
r Ry <= il existe v € I tel que y = yx.
Cette relation d’équivalence est ouverte car, pour tout ouvert U de M, son saturé s’écrit

Sat(U) = U ~U

yel

qui est donc un ouvert car, pour tout 7, yU est ouvert (v étant un difféomorphisme). On
munit X¢ = M/® = M /R de la topologie quotient. On dira que l'action & : I' x M — M
est :

v) totalement discontinue si, tout point x € M admet un voisinage ouvert U tel que,
pour tous 71,72 € I distincts, on ait U NyU =0 ;

vi) séparante si tous points x,y € M non équivalents admettent des voisinages ouverts
respectifs U et V tels que, pour tous 71,72 € I, on ait U NV =0 ;

vii) propre si, pour tout compact K C M, Uensemble {y € T' : YK N K # 0} est
relativement compact (i.e. son adhérence est compacte) dans I' (fini si I" est discret).

Bien sir, si I' est fini et agit librement, alors il agit de fagon séparante et totalement
discontinue.

On dira que deux actions ®; et ®, définies respectivement sur les variétés M, et My
sont C®°-conjuguées, s’il existe un homéomorphisme h : M; — M, de classe C? tel que,
pour tout v € I, le diagramme suivant commute :

D, ’77')

M,y — M,y
(5) h Lh
My P2y,

Dans toute la suite de cette section I' sera un groupe topologique dénombrable et

discret. Dans ce cas, si ' agit librement et proprement, il agit de fagon séparante et
totalement discontinue. On conviendra aussi que le mot “C*-homéomorphisme” signifiera
homéomorphisme pour k& = 0, difféomorphisme C* si k € N* U {oco} et difféomorphisme
analytique si k = w.
2.1.3. Proposition. Soient M une variété de classe C" (r € NU{oo,w}) de dimension
n et ® une action libre et propre de classe C™ de I' sur M. Alors le quotient Xo = M /P
est une variété de classe C" de dimension n et la projection canonique w: M — X est
un difféomorphisme local C™ i.e. tout point x € M admet un vosinage ouvert U tel que
la restriction m : U — w(U) soit un difféomorphisme de classe C". Si U est une action
C?-conjuguée a P, les variétés X¢ et Xg sont C°-homéomorphes.

Supposons M complexe ; on dira que I' agit holomorphiquement sur M (ou que I'action
de I' est holomorphe) si, pour tout v € I', ’homéomorphisme v : x € M —— ~vx € M
est un biholomorphisme (i.e. = est bijectif et v et y~! sont holomorphes). La méme
définition de la conjugaison de deux actions se transpose au cas des variétés complexes :
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on demande a h dans le diagramme (*) d’étre biholomorphe et on dira que les actions sont
holomorphiquement conjuguées. On a une version complexe de la proposition 2.1.3.

2.1.4. Proposition. Soient M une variété complexe de dimension n et ® une action
holomorphe, libre et propre de T' sur M. Alors le quotient X¢ = M/® est une variété
complexe de dimension n et la projection canonique ™ : M — Xg est un btholomorphisme
local i.e. tout point x € M admet un vosinage owvert U tel que la restrictionm : U — w(U)
soit un biholomorphisme. Si ¥V est une action holomorphiquement conjuguée a P, les
variétés Xo et Xy sont holomorphiquement équivalentes.

I1 est souvent utile de savoir s’il existe une partie de M (géométriquement intérssante)

qui contient le moins possible d’éléments dans chaque orbite. Ceci nous amene a la
définition qui suit.
2.1.5. Définition. Soit ® une action de classe C" propre et discontinue de I' sur une
variété M. On appelle domaine fondamental de cette action toute partie fermée A de
M telle que :

) Ja) =M,

yel

ii) int(A) Ny(int(yA)) = 0 pour tout v # identité.

L’ensemble 0A = A \ int(A) est le bord du domaine fondamental ; il est de mesure
nulle (pour la mesure canonique de M : celle donnée par la mesure de Lebesgue de R™
a laide des cartes locales). La variété quotient X = M/T" est obtenue a partir de A en
identifiant les points de A qui sont I'-équivalents.

Toute action de classe C" propre et discontinue de I' sur une variété différentiable M
admet un domaine fondamental. Ce domaine est compact si, et seulement si, le quotient
X = M/T Uest.

Les quotients par des actions de groupes fournissent beaucoup d’exemples de variétés
différentiables et analytiques complexes. Nous allons en donner quelques-uns.

2.2. Exemples

2.2.1. Soient M =R", ' =7Z" et 7 = (71, ...,T,) un vecteur de R™ dont les composantes
sont toutes non nulles. On définit une action ® : I' x M — M par ®(q,z) = = + 7q ou
x = (r1,...2n) €ER", g =(q1,...,qn) € Z" et q7 = (171, -.,GnTn). Alors & est une
action analytique, libre et propre ; le quotient M/T" est une variété analytique réelle de
dimension n. La structure différentiable sur M /T’ ne dépend pas du 7 choisi. Cette variété
est appelée n-tore et est notée T™. Pour n = 2, T? est obtenu en identifiant, deux & deux,
les cotés opposés d'un rectangle en respectant ’orientation.

2.2.2. Soient M = C" et I' = Z*", 7 = (11,7{ ..., Tn, 7,,) un vecteur de R?*" dont les

composantes sont toutes non nulles. On définit une action I'x M NV par ®(q, z) = z+7¢
otz =(21,...20) €C", g =(q1,¢ 1" qn.q',) € Z*" et :

qm = ((J171 + iqllTllv 5, qnTn + iq/nT/n>'
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Alors @ est une action holomorphe, libre et propre ; le quotient M/T" est une variété
complexe de dimension n appelée n-tore complere et est notée T?. Contrairement au
cas réel, sa structure complexe dépend du choix de 7 € R?". Par exemple, supposons
n = 1. Alors se donner 7 € R? revient & se donner 7 = (1,w) € H ot H est le demi-plan
supérieur {x +iy € C : y > 0}. Les tores T2 et T2 sont équivalents holomorphiquement
(i.e. il existe un biholomorphisme T2 — T?2) si, et seulement si, il existe une matrice

(Z 2) € SL(2,7Z) telle que o = —g:j_'g Sur le tore réel T2, il y a donc une infinité de

structures complexes ; chacune est codée par 7 € H. Les classes d’équivalence de structures
complexes sur T? correspondent bijectivement aux points du quotient H/SL(2,Z) appelé
orbifold modulaire.

2.2.3. Soient M la sphére S™, ensemble des vecteurs de I'espace R™*! vérifiant la relation

zi+ ...+ 22, =1 et T le groupe multiplicatif {1, -1} (qu'on peut aussi identifier au

groupe additif Z/27) ; T' agit sur S™ de la fagon suivante :
Q:(y,z)eI'xS" — vz €S"

ou yxr = (yx1, -+, YTnt1). Cette action ® est libre et le quotient S™/T" est une variété

analytique réelle de dimension n ; c’est I’espace projectif P"(R).

2.2.4. Soient M =C"\ {0}, ' =Z et 0 < a < 1. On définit une action de I" sur M de la
fagon suivante :
®:(q,2) el x M+ alz e M.

Alors ® est une action holomorphe, libre et propre. Le quotient M /T est une variété
analytique complexe de dimension n appelée surface de Hopf ; elle est difféomorphe a
S?n—1 x St
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RESUME DE L'ENSEMBLE DES TRAVAUX

3. FEUILLETAGES ET ACTIONS DE GROUPES

La rigidité d’un feuilletage dépend a la fois de la géométrie des feuilles, de la structure
transverse et de la topologie de la variété ambiante. Deux points de vue sont développés
dans ce texte.

Un point de vue tangent-transverse consistant en 1’étude de diverses cohomologies de
la variété feuilletée a valeurs dans des faisceaux naturellement définis sur I’espace transverse
et leurs liens a certaines propriétés géométriques du feuilletage.

Un point de vue purement transverse et qui est assez important. En effet, un feuil-
letage F sur une variété M est la réalisation géométrique d’un systeme différentiel comple-
tement intégrable. A un instant donné, on passe d’une feuille a une autre par un change-
ment de condition initiale. On peut donc interpréter ’espace des feuilles B = M /F comme
un “espace de parametres” des solutions de ce systeme différentiel. Depuis le début de la
théorie des feuilletages la question qui suit se pose explicitement ou implicitement :

Question. Dans quelle mesure I’espace B ressemble-t-il & une bonne variété 7

Des exemples simples montrent qu’en général B n’est pas une variété. On peut cepen-
dant y définir la notion de différentiabilité, de fibré, de section, de métrique riemannienne,
d’opérateur différentiel etc. Ces objets correspondent a leurs analogues sur M invariants
le long des feuilles. Une grande partie de ce texte a pour but de montrer que, si M est
compacte et si F a une certaine rigidité, ces objets géométriques s’apparentent fortement
a ceux d'une bonne variété compacte.

Les structures considérées seront de classe C'*°. Soit M une variété compacte munie
d’un feuilletage F de codimension n (réelle ou complexe suivant le cas). On supposera,
pour simplifier que F est transversalement orientable (c’est le cas par exemple si F est
transversalement parallélisable (T.P. en abrégé) ou transversalement holomorphe) sinon
on passe a un revétement a deux feuillets.

3.1. Suite spectrale d’un feuilletage

Une forme différentielle v sur M est dite basique si elle vérifie ixa = 0 et Lxa = 0
pour tout champ de vecteurs X tangent a F. Localement « est la relevée d’une forme
différentielle sur la variété des plaques. On peut donc l'interpréter comme une “forme
différentielle sur ’espace B”. Le faisceau ®P des germes de p-formes basiques n’est pas fin
et permet de définir une théorie de cohomologie H* (M, ®P), en général non triviale, qu'on
appelle cohomologie bigraduée de la variété feuilletée (M, F). C’est en fait le terme ET”
de la suite spectrale (E,.) associée a la résolution de de Rham transverse :

(6) 0oR—-3 3L 4... Lm0

du faisceau constant R sur M. C’est 'analogue pour F de la version différentiable de
la suite de Leray-Serre d’une fibration localement triviale. La cohomologie bigraduée est

17



apparue pour la premiere fois dans les travaux de B. Reinhart [R2]. Depuis lors, divers
auteurs 'ont étudiée. 1. V aisman [V1] a donné une résolution fine du faisceau ®P en
termes de formes différentielles le long des feuilles. Dans sa these [S1], K.S. Sarkaria a
relié cette cohomologie aux classes caractéristiques des fibrés en droites complexes. Dans
les travaux de K. Kodaira et D.C. Spencer [KS1], on peut trouver des applications aux
déformations des feuilletages holomorphes ainsi que dans les travaux de R.S. Hamilton
[Hm], T. Duchamp et M. Kalka [DK]. Certains résultats ont été obtenus aussi par C. Roger
[Ro] et M.A. Mostow [Mw]. Le méme type de cohomologie a été utilisé par P. Molino [M3]
pour lire les obstructions a l’existence de connexions basiques. Jusqu’a récemment on ne
disposait d’aucun calcul & part celui des feuilletages linéaires du tore T? qui a été fait
partiellement par B. Reinhart [R2]. Les méthodes de calcul reposent sur la notion de
“petit dénominateur” qui remonte déja a certains travaux de H. Poincaré.

Mon travail a consisté a rendre un peu plus concrete cette cohomologie restée depuis un
peu mystérieuse faute d’exemples. Dans un premier temps, il a fallu dégager les différentes
propriétés et voir quelles méthodes de la situation classique restent valables. J’ai montré
que le terme EV* est invariant par homotopie intégrable i.e. une homotopie qui préserve
chaque feuille individuellement. Par le biais d’une partition de I'unité sur M, nous avons
établi [E3] un principe généralisé de Mayer-Vietoris et donc, comme dans le cas classique,
une autre suite spectrale de type Cech-de Rham convergeant vers H*(M, ®P). En partic-
ulier, nous avons montré, a ’aide de cette derniere suite spectrale le :

3.1.1. Théoréeme. Si F est transverse a une fibration F' — M — W alors H*(M, ®P) =
H*(W, AP) ou AP est le faisceau localement constant sur W de fibre l’espace de Fréchet
AP(F) des p-formes différentielles sur F.

Ceci qui nous a permis de donner des calculs explicites pour beaucoup d’exemples de
feuilletages. Dans [E2] j’ai donné une application géométrique de cette cohomologie :

3.1.2. Théoreme. Si le feuilletage F admet une mesure transverse invariante, l’espace
vectoriel HH™ 7 (M, ®Y) est non réduit a {0}.

D’autres résultats sur cette méme cohomologie apparaitront dans le courant de ce
texte en rapport avec I’étude des équations cohomologiques associées a des flots ou des
difféomorphismes.

Lorsque la structure transverse est un peu moins ordinaire, par exemple si elle est
complexe, on peut utiliser le faisceau des germes de p-formes holomorphes pour définir
une autre cohomologie généralisant la cohomologie de Dolbeault classique des variétés
complexes comme on va le voir dans ce qui suit.

3.2. Dualité de Serre feuilletée

On suppose F transversalement holomorphe. Une forme différentielle sur M est dite
basique holomorphe si elle est basique et si sa restriction a toute transversale est une forme
holomorphe. Sur un ouvert distingué une telle forme est I'image réciproque d’une forme
holomorphe sur un ouvert de C". Pas plus que le faisceau @7 le faisceau Q% des p-formes
différentielles basiques holomorphes n’est fin. La cohomologie de M & valeurs dans 5. sera
appelée la cohomologie mixte de la variété feuilletée (M, F). Cette appellation est bien
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justifiée car d’une part une variété supportant un feuilletage transversalement holomorphe
est une variété mixte et d’autre part, si F admet un feuilletage transverse (dont les feuilles
seront des variétés analytiques complexes), H*(M, Q%) se calcule a laide d'un complexe
mixte de de Rham-Dolbeault. L’avantage du faisceau Q% est qu’il admet, contrairement &
®P, une résolution elliptique permettant de montrer que les espaces vectoriels H9(M, (%)
sont de dimension finie (dans le cas ou M est compacte). Ceci a été remarqué par I.
Vaisman [V2] mais une démonstration correcte de ce fait n’a été donnée que récemment
par T. Duchamp et M. Kalka [DK] et X. Gomez-Mont [GM].

De maniere générale, soit F un fibré vectoriel complexe feuilleté holomorphe i.e. les
fonctions de transition sont constantes sur les feuilles et holomorphes (sur la transversale).
Dans [E8] je montre que H*(M, Q% (E)) est de dimension finie ot Q5 (E) est le faisceau
des p-formes basiques holomorphes a valeurs dans E. Cette démonstration reste vraie si
on remplace Q%-(E) par n’importe quel O-faisceau localement libre et cohérent on O =
QY%. Si E est le fibré normal holomorphe, 1'espace H'(M,Q%(F)) parametre les classes
d’équivalence des déformations infinitésimales de F. Je démontre par ailleurs ’analogue
de la dualité de Serre a savoir que :

3.2.1. Théoreme. Pour tout p =0,---,n et pour tout ¢ = 0,---,n + dimF, l'espace
HI(M, QY (E)) est canoniquement isomorphe & H”erlmf_q(M, QL P(E*)) ou E* est le
dual de E.

J’ai d’autre part donné quelques calculs explicites de cette cohomologie. On peut
noter enfin que la suite :

0-C—0% Lo 4. . Lot L1 50

est une résolution du faisceau constant C. D’ot une suite spectrale K79 = H9(M, Q%)
qui converge vers la cohomologie de de Rham a coefficients complexes de la variété M.
Par analogie au cas classique, on 'appellera la suite spectrale de Leray-Serre-Frolicher de
la variété feuilletée (M, F). Son intérét est que, pour n = 1, le terme K21’1 “contient”
I’espace vectoriel H?(M/F) de cohomologie basique de F (la définition est dans les lignes

qui suivent). Ce qui nous a permis de démontrer dans [ES8] le :

3.2.2. Théoreme. Supposons n = 1. Alors les espaces vectoriels de cohomologie basique
H*(M/F) sont de dimension finie.

Ce n’est pas toujours le cas si la codimension de F est strictement supérieure a 1
(codimension complexe ou réelle bien entendu suivant le cas).

Chacune des cohomologies H*(M,®P) et H*(M,Q%) dépend de la topologie des
feuilles pour * > 1 et ne peut en aucun cas étre considérée comme cohomologie de 1’espace
transverse a F. Pour ce, on considere 1'espace QP (M /F) = H(M, ®P) des sections globa-
les du faisceau ®7; ses éléments sont les p-formes différentielles basiques sur M. On obtient
ainsi un complexe différentiel (Q2*(M/F),d) dont I'homologie H*(M /F) est appelée coho-
mologie basique de F. On peut ’envisager comme cohomologie de de Rham de la structure
transverse, voire de ’espace des feuilles de F. Ainsi lorsque F provient d’une fibration,

H*(M/F) s’identifie & la cohomologie de de Rham de ’espace de base de la fibration.
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Question naturelle : que garde-t-elle de la cohomologie de de Rham d’une variété compacte
? Presque rien si le feuilletage est quelconque. On peut par exemple se demander si les
espaces vectoriels HP(M /F) sont de dimension finie. Ceci est immédiat pour H°(M/F) et
HY(M/F). Mais en général il n’en est rien pour HP(M/F) avec p > 2 comme le montrent
les exemples de G.W. Schwarz [Sc] et récemment ceux de K.S. Sarkaria [S2] et E. Ghys
[G1]. Ces derniers ont 'avantage d’étre analytiques. En plus une “complexification” de
I’exemple de E. Ghys fournit un exemple de feuilletage transversalement holomorphe de
codimension complexe pour lequel la cohomologie basique est de dimension infinie. Ce qui
ne saurait se produire ni pour les feuilletages transversalement holomorphes de codimen-
sion 1 comme je viens de le signaler plus haut ni pour les feuilletages riemanniens auxquels
je consacre le paragraphe qui suit.

3.3. Cohomologie basique

Si F est riemannien ¢.e. le fibré normal supporte une métrique riemannienne invariante par
le pseudo-groupe d’holonomie, B. Reinhart affirme dans [R3] que la cohomologie basique
de F est de dimension finie et vérifie la dualité de Poincaré. Malheureusement la seconde
assertion a été mise en défaut par suite d’'un contre-exemple de Y. Carriere [Cal]. A priori,
Ierreur détectée compromettait en méme temps ’assertion de finitude. La question était
devenue désormais ouverte. Ce sont F. Kamber et P. Tondeur [KT1] qui ont montré, peu de
temps apres, que les résultats de B. Reinhart restent vrais pourvu que 1’on se restreigne aux
feuilletages riemanniens minimalisables .e. admettant une métrique riemannienne quasi-
fibrée pour laquelle les feuilles sont des sous-variétés minimales. (Beaucoup plus tard j’avais
examiné de pres la démonstration de B. Reinhart et constaté qu’elle restait totalement
correcte en rajoutant I’hypotheése de minimalité des feuilles.) Nous avons alors abordé la
question dans toute sa généralité pour un feuilletage riemannien F. Le comportement
qualitatif d’un tel feuilletage est décrit par deux théorémes dias a P. Molino [M2]. Ces
deux théorémes nous ont permis de construire deux suites spectrales [E4] permettant de
calculer effectivement cette cohomologie et surtout d’établir le :

3.3.1. Théoreme. Soit M une variété compacte munie d’un feuilletage riemannien F.
alors la cohomologie basique H*(M/F) est cde dimension finie.

En réalité, pour un feuilletage T.P. (Q*(M/F), d) s’identifie & un complexe elliptique
au-dessus de la variété basique de F (i.e. I'espace des adhérences des feuilles). A peu de
choses pres ceci reste vrai pour F riemannien en général. Notre résultat essentiel découle
de cette observation :

3.3.2. Théoréme (cf. [E5] ou [E6]). Le complexe différentiel (2*(M/F),d) admet une
décomposition de Hodge.

Comme conséquence on retrouve le théoreme de finitude pour H*(M/F) (théoreme
3.3.1). Il en résulte, d’autre part, que la cohomologie basique de F vérifie la dualité de
Poincaré si, et seulement si, F est homologiquement orientable i.e. H™ (M /F) est non nul.
La dualité de Poincaré a été obtenue indépendamment par A. Haefliger (communication
privée) et V. Sergiescu [Se] par des techniques homologiques.
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Ces premiers résultats montrent a quel point la cohomologie de de Rham de I’espace
des feuilles B est proche de celle d’une variété riemannienne compacte. Ceci rentre, en
fait, dans le cadre plus général de la théorie des opérateurs transversalement elliptiques
que je vais esquisser.

3.4. Opérateurs transversalement elliptiques

Soit E — M un fibré vectoriel complexe de rang N’. On dira que F est un F-fibré s'il
est muni d’une connexion basique V. Une section o de E est dite basique si elle vérifie
Vxa = 0 pour tout champ de vecteurs X tangent a F. C’est la généralisation naturelle
de la notion de forme différentielle basique. L’ensemble C°°(E/F) des sections basiques
est un module sur 'anneau B = A(M/F) des fonctions basiques sur M. On note E le
préfaisceau des sections basiques de E. Soient E et F' deux JF-fibrés respectivement de
rangs N’ et N”. Un opérateur différentiel basique d’ordre m de E vers F est un morphisme
de préfaisceaux D : E — F tel que, pour tout ouvert V' distingué pour F et trivialisant £
et ', D s’écrive par rapport a un systeme de coordonnées locales (z,y) adaptées a F (i.e.
F est défini sur V par dy = 0) :

- 0 0
7 D = Ps s Ty

ot P, = (P¥) est une matrice N’ x N” telle que P est un polynéme homogene de

S S
degré s en 2 9_ 3 coefficients des fonctions basiques. Soient z € M, ¢ € T M un

Ay’ Dyn
covecteur basique (on dira aussi transverse a F) et g une fonction basique définie sur V'
telle que g(z) = 0 et dg, = £. Le symbole principal de D en (z, &) est 'application linéaire
o(D)(z,€) : E, — F, définie par :

1 m
(8) o(D)(z,€)(n) = —D(g"a)(z)

ou «a est une section basique de E au-dessus de V vérifiant a(z) = n. Formellement
o(D)(z,€) s’obtient en substituant a % dans Ps la composante & de £ = (&1,---,&n).
On dira que D est transversalement elliptique si o(D)(z, &) est un isomorphisme pour tout
2z € M et tout covecteur basique £ non nul ; dans ce cas N’ = N”. Notons T” le fibré
T*M privé de la section nulle et E et F les fibrés images réciproques respectivement de
E et F par la projection canonique 77 — M. Ce sont des F-fibrés au-dessus de T’ et le
symbole principal de D est alors un morphisme de fibrés feuilletés o (D) : E — F. C'est un
isomorphisme si, et seulement si, D est transversalement elliptique. La notion d’ellipticité
transverse a été utilisée de maniere implicite par B. Reinhart [R2]. Elle se trouve aussi
dans les travaux de M.F. Atiyah [At], A. Connes [Co] et C. Lazarov [La]. Supposons
maintenant que F et F' sont munis chacun d’une métrique hermitienne parallele le long
des feuilles pour la connexion canonique V* définie par V sur le fibré S?E* des 2-formes
hermitiennes associé a E. Dans ce cas on dira que F et F' sont des F-fibrés hermitiens. Si
E = F et m = 2m/ pair, on définit une forme quadratique en chaque point (z,¢) :

9) Ap(z,€,n) = (=1)™ h(a(D)(z,€)(n), ).
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L’opérateur D est dit transversalement fortement elliptique si cette forme quadratique est
définie positive en tout point z de M et tout covecteur basique £ non nul. Les métriques
hermitiennes sur E permettent de définir des produits scalaires ( , g et (, ) p respective-
ment sur C°(E/F) et C*°(E/F) les munissant ainsi de structures préhilbertiennes pour
lesquelles ’adjoint formel D* de D est un opérateur différentiel basique. Je démontre alors
le :

3.4.1. Théoreme (cf. [E9]). Soit D un opérateur différentiel transversalement elliptique
agissant sur les sections basique d’un F-fibré hermitien E vers celles d’un autre F-fibré
hermitien E au-dessus de M. L’espace vectoriel H(E/F) = ker D est de dimension finie
et on a une décomposition orthogonale :

(10) C>®(E/F) = H(E/F) & ImD".

Supposons E = F' et D auto-adjoint. Une conséquence immédiate de cette décomposi-
tion est que I’équation Da =  dans C*°(E/F) a une solution (et dans ce cas, l’espace des
solutions est de dimension finie) si, et seulement si, 8 est orthogonale & H(E/F). On peut
voir facilement qu’on peut toujours se ramener au cas ou D est fortement transversalement
elliptique.

La démonstration se fait en trois étapes. Il suffit de la faire pour £ = F et D
transversalement fortement elliptique, le cas général s’en déduit facilement.

Premiere : D’abord, si F est de Lie a feuilles denses, ’espace vectoriel C*°(E/F) est
de dimension finie. La décomposition de Hodge est donc un probleme d’algebre linéaire.

Deuxieme : Pour un feuilletage T.P., on utilise le théoreme de Molino. Soit v un point
de la variété basique W de F et notons F;, la fibre au-dessus de u de la fibration basique
m: M — W associée a F et F, la restriction de E a F),. Le feuilletage F, induit par F sur
F, est de Lie a feuilles denses ; I’espace vectoriel C*°(E,,/F,) est donc de dimension finie.
Le parallélisme transverse a F et la structure de F-fibré sur E permettent de montrer que
cette dimension ne dépend pas de u. On construit alors un fibré E au-dessus de W dont
I'espace des sections CfF (E) au-dessus de tout ouvert U s’identifie, par un isomorphisme
naturel ¢, a 'espace C°(E/F) des sections basiques de E au-dessus de V = 7~ 1(U).
D’autre part h induit une métrique hermitienne h sur E qui permet de munir C*(E)
d’un produit scalaire de telle sorte que ¢ : C°(E/F) — C*(FE) est une isométrie. Enfin,
I'opérateur D induit sur W un opérateur différentiel D d’ordre 2m’ fortement elliptique
agissant sur les sections de E et faisant commuter le diagramme :

C*(E/F) 2 C®(E/F)

@l Ly

C*(E) 2 =)

La décomposition de Hodge pour D se ramene alors & celle de D sur W qui s’obtient en
appliquant la théorie classique bien connue [We].

Troisieme : Enfin, pour le cas général, on considere le fibré principal :

G =80(n) = M#* & M
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des reperes orthonormés directs transverses a F. La variété M# est munie d’un feuilletage
T.P. F#, de méme dimension que F et invariant par I'action de G. On note E# = p#FE
I'image réciproque par la projection p du fibré E qu’on munit de la connexion V# et de
la métrique h? relevées respectivement de V et de h. On vérifie facilement que E# est
un F#-fibré hermitien muni d'une action du groupe G. L’espace C*°(E/F) des sections
basiques de F s’identifie naturellement & 'espace CF (E# /F#) des sections basiques de E#
invariantes par GG. D’autre part, la connexion de Levi-Civita du fibré principal (des reperes
orthonormés directs transverses) G — M# — M permet de relever I'opérateur D en un
opérateur différentiel D# basique, d’ordre 2m/, agissant sur toutes les sections basiques
de E#. Finalement, on note Q I'opérateur de Casimir le long des fibres de M# 5 M,
Q = (-1)™Q et on pose D' = D# 4+ Q'. L'opérateur différentiel D’ ainsi défini est
basique, d’ordre 2m/, fortement transversalement elliptique et commute a ’action de G.
En plus sa restriction & C (E# /F#) = C>(E/F) coincide avec D. D’apres la deuxieme
étape, l'espace vectoriel H(E# /F#) est de dimension finie et on a une décomposition
orthogonale:

C™(E*)F#) = H(E* |F*)® ImD'"".
Comme Hg(E# /F#) = H(E/F) et D' commute & G, en se restreignant a C¥ (E# | F#)
on obtient le résultat cherché. U

Ce theoreme dit en particulier que 'opérateur D est de Fredholm et donc il a un indice
(basique) :

(11) indz(D) = (dim KerD — dim KerD™) € Z.

3.4.2 Probleme. Calculer cet indice en termes d’invariants transverses de F. Plus
précisément, y a-t-il un théoréme de lindice type celui d’Atiyah-Singer pour un opérateur
transversalement sur un feuilletage riemannien d’une variété compacte ?

Tres récemment, A. Gorokhovsky et J. Lott [GL] viennent d’obtenir une formule de
I'indice pour l'opérateur de Dirac basique dans le cas ou le feuilletage de Lie, restriction
de F# & une adhérence de feuille, est abélien.

Comme applications du théoreme 3.4.1, outre la décomposition de Hodge pour le
complexe de de Rham basique obtenue dans [E6], je démontre un théoreme de Hodge-
Kodaira pour le complexe de Dolbeault basique dans le cas ou F est hermitien (i.e. est
riemannien et transversalement holomorphe). D’ou 'on déduit le :

3.4.3. Théoréeme. La cohomologie de Dolbeault basique est de dimension finie ; elle
vérifie la dualité de Serre si et seulement si F est homologiquement orientable. Si on
raffine la structure transverse en supposant en plus que F est transversalement kdhlérien,
les belles propriétés cohomologiques (structures de Hodge, théorémes de Lefschetz etc.) des
variétés kahlériennes compactes se transposent entiérement a l'espace B = M/ F.

En fait, ce théoreme de décomposition s’applique a n’importe quel complexe basique
transversalement elliptique sur un feuilletage riemannien sur une variété compacte.

Signalons que cette théorie peut étre écrite directement sur les pseudo-groupes d’iso-
métries a génération compacte [H3] qui est a priori un cadre plus général !
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(Au mois de novembre 2009, j’ai eu 'occasion de discuter la-dessus avec Claire Voisin
qui est a I’heure actuelle parmi les plus grands spécialistes de la théorie de Hodge. Je lui
ai communiqué le papier [E9] ; elle m’a écrit ceci “J’ignorais qu’on pouvait aller aussi loin
dans I’étude topologique de ’espace des feuilles et cela m’intéresse beaucoup.”)

Les méthodes utilisées dans ce qui précede permettent d’établir sur 'espace des feuilles
d’un feuilletage riemannien sur une variété compacte beaucoup de théoremes de I’Analyse
classique dont certains d’entre eux ont été a peine abordés dans le cas particulier d’une
surface de Sataké. Décrivons en quelques-uns.

3.5. Stabilité du caractere kahlérien transverse

3.5.1. Ingrédients. Une V-variété (ou variété de Sataké ou orbifold) est un espace
topologique localement homéomorphe au quotient d’'une boule euclidienne par un groupe
fini. Ainsi, toute structure géométrique (riemannienne, complexe, kdhlérienne...) sur cette
boule induit une structure du méme type sur la V-variété.

Soit B une V-variété complexe compacte. On appelle déformation de B une submer-
sion B 5 T ot B est une V-variété et T un voisinage ouvert de 0 dans R¥ telle que, pour
tout t € T, 7~ 1(t) = By est une V-variété complexe compacte avec By = B. On démontre
alors le :

3.5.2. Théoréme 5 [E10]. Si B est kidhlérienne alors il existe € > 0 tel que, pour tout
t € T\|t| < e, By admet une structure kidhlérienne.

Ce résultat est une généralisation d’un théoreme de K. Kodaira et D. C Spencer [KS2].
La démonstration que j’en donne est d’ailleurs une adaptation de leur démarche utilisant
les résultats que j’ai obtenus sur les opérateurs fortement transversalement elliptiques via
les remarques qui suivent : toute V-variété complexe compacte B est I'espace des feuilles
d’un feuilletage F hermitien a feuilles compactes et a feuille générique 1-connexe et toute
déformation de B est équivalente a une déformation de JF.

3.6. Version basique du théoreme de Calabi-Yau

Soit F un feuilletage transversalement kahlérien de codimension n sur une variété compacte
connexe et orientable M.

On note g la métrique hermitienne transverse et w la forme de Kahler du feuilletage.
Sig= Z 9,7dzrdzy alors w = zz 9,7dzK N dzg. Soient V la connexion de Levi-Civita as-

k.t k¢
sociée et R sa courbure. Le tenseur de courbure p de Ricci de V est la trace de ’application

Z — R(X,2Z)Y ou X,Y et Z sont des champs normaux a F. La forme de Ricci est la
2-forme basique définie par v(X,Y) = p(X,JY) ou J est 'automorphisme associé a la
structure complexe transverse. On a v = —id0 log(det(g,7)). D’autre part, la premiere
classe de Chern du fibré normal & F définit une classe basique ¢;(M/F) qui est telle que
Y]y = 2mey (M) F) dans H?*(M/F). Je démontre alors le théoréme suivant qui est une
version basique de la conjecture de Calabi [Cb| et qui est obtenue par transcription de la
démonstration de S.T. Yau [6] détaillée dans le “séminaire Palaiseau ; Astéristique n°58”.
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3.6.1. Théoréme [E9]. Soient ¢ € H*(M/F) contenant au moins une forme de Kéhler
basique et v une 2-forme basique vérifiant [y], = 2mcy(M/F). Alors il existe une unique
forme de Kalher basique dont la métrique hermitienne associée a v comme forme de cour-
bure basique de Ricci.

Si F est a feuilles compactes, on obtient un théoreme de Calabi-Yau sur B = M/ F et
donc sur toute variété compacte kahlérienne de Sataké. A notre connaissance ce résultat
ne figure pas dans la littérature.

Les méthodes que nous utilisons pour donner la preuve de ce théoreme permettent
de montrer aussi la conjecture de Calabi sur I'existence de métriques de Kéahler-Einstein
a courbure de Ricci négative sur l'espace transverse a un feuilletage transversalement
kahlérien et donc sur une variété kihlérienne de Sataké. Ce résultat a d’ailleurs été obtenu
par R. Kobayashi [Ko] dans le cas particulier des surfaces de Sataké.

3.6.2. Théoreme [E9]. Sici(M/F) =0, alors dans toute classe de cohomologie basique
de H?(M/F) contenant au moins une forme de Kihler basique, il existe une et une seule
forme de Kahler basique pour laquelle la métrtique transverse associée a une courbure
basique de Ricci identiquement nulle.

Dans le cas ou le fibré orthogonal est intégrable, les feuilles du feuilletage obtenu sont
des variétés kahlériennes. La courbure basique de Ricci n’est rien d’autre que la courbure
de Ricci des feuilles de ce feuilletage. Dans cette situation, on peut donc interpréter le
théoreme comme une version paramétrée (éventuellement d’une variété non compacte mais
immergée dans une variété compacte) du théoreme classique de Calabi-Yau.

3.7. Equation de la chaleur sur I’espace des feuilles B = M/F

3.7.1. Ingrédients. On a vu tout le long des paragraphes qui précedent que 'espace
des feuilles d’un feuilletage riemannien (ou hermitien) est presque une “variété compacte”.
Une question naturelle qu’on pourrait encore se poser serait alors la suivante :

Etant donnée une fonction basique uy continue sur M , existe-t-il une fonction basique
u continue sur M x Rt et de classe C? sur M x R} telle que :

ou
(12) { Au =5
u(y,0) = uo(y)

ot A est le laplacien basique ? On peut interpréter 1’équation (12) comme décrivant la
diffusion de la chaleur sur l'espace B (ou l'espace B des adhérences des feuilles). Ce
probleme n’a évidemment d’intérét que si B n’a pas une “topologie trop mauvaise” en tant
qu’espace quotient en ce sens qu’il a “suffisamment de fonctions basiques”. Dans ce cas,
on démontre, en utilisant les mémes techniques que précédemment, le :

3.7.2. Théoreme 8 [ET7|. Le probleme (12) admet une solution unique.

Idée de la démonstration

Les fonctions basiques sur M s’identifient aux fonctions basiques G-invariantes sur
le fibré principal G = O(n) — M# — M des reperes orthonormés directs transverses a
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F invariants par G. On releve lopérateur A en un opérateur basique A% sur M#. En
posant L = A% + Q' ol Q' est 'opérateur défini en 3.4.1, on transforme le probléme (12)
en un probléme strictement parabolique sur la variété basique W (variété des adhérences
des feuilles du relevé F# & M# qui est un feuilletage T.P) :

— ou
Lu=—
(13) { ot
u(-,0) =g
ol u et uy sont les fonctions induites par u et ug respectivement sur W x Ry et W. On

sait que (13) admet une solution unique (cf. [BGM]) qui sera nécessairement G-invariante
car sinon on pose :

(. t) = /G gy ) dulg)

ou p est la mesure de Haar normalisée sur G. On obtient ainsi une fonction sur M basique
qui sera la solution du probleme (12).

Conclusion préliminaire

L’ensemble du travail obtenu dans les sous-sections 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 constitue une
réponse plus ou moins partielle a la question posée au début de la section 3 : I'espace des
feuilles d’un feuilletage riemannien sur une variété compacte est une ‘“variété compacte”
du point de vue de ’analyse globale.

3.7bis. Applications harmoniques feuilletées

Une application entre variététés riemanniennes est dite harmonique si la divergence de sa
différentielle est nulle. Ces applications sont des extrémales d’une fonctionnelle appelée
fonctionnelle d’énergie. Nous n’allons pas rappeler ce que cela signifie de fagon précise
dans le cas classique mais passer directement a la situation feuilletée.

Soient M et N deux variétés riemanniennes. On supposera que M est munie d’un feuil-
letage riemannien F de codimension n (transversalement orientable pour simplifier) et que
N et munie du feuilletage par points. Soit ¢ : M — N une application (différentiable).
Dire que ¢ est feuilletée, c’est dire exactement qu’elle préserve les feuilletages ; mais comme
N est feuilletée par points, cela revient simplement a dire que ¢ est constante sur les feuilles
de F. Elle définit donc une application © : W — N ou W est la variété basique de F ;
en plus P est équivariante par rapport a l’action du groupe G = SO(n) sur W (¢f. section
3.4).

Nous dirons que ¢ : M — N est transversalement harmonique si 'application @ :
W — N est une extrémale de I’énergie sur W:

1 _
B)= 5 | llddu
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pour toutes les variations G-équivariantes (de ).

Question : Dans quelles conditions une application feuilletée p : M — N est-elle
homotope a une application feuilletée transversalement harmonique g : M — N ¢

Nous avons obtenu le résulta qui suit.

Théoréme [21]. Soient M une variété compacte munie d’un feuilletage F riemannien
transversalement orientable de codimension plus grande que 2 et N une variété rieman-
nienne orientable munie du feuilletage par point. Si ¢ : M — N est une application
feuilletée et si la courbure sectionnelle de N est strictement négative en tout point, alors
il existe une application harmonique feuilletée oo : M — N homotope a .

3.8. Déformations de certains types de feuilletages

Soit F un feuilletage sur une variété compacte M. Une déformation de F paramétrée par
un germe (7', 0) d’espace analytique T" est une famille différentiable (F;) de feuilletages telle
que Fy = F. Deux déformations (F;) et (F]) paramétrées par le méme espace analytique
T sont dites équivalentes s’il existe une famille différentiable h; de difféomorphismes de M
telle que F{ = h;(F:). Le point de départ de la théorie de la déformation était I’étude des
variations des structures complexes sur les variétés complexes compactes qui a été initiée
et développée par K. Kodaira et D.C. Spencer [KS2| et menée & terme par K. Kuranishi
[Ku] qui a démontré Iexistence d’un espace versel. Il est alors apparu naturel d’étudier des
structures beaucoup plus générales que celle de variété ; par exemple celle de feuilletage.
Le cas d’un feuilletage holomorphe a été traité par K. Kodaira et D.C. Spencer [KS1]. Plus
tard T. Duchamp et M. Kalka [DK] ont abordé les feuilletages transversalement holomor-
phes (sur des variétés non nécessairement complexes). Leur démarche utilise l'existence
d’un feuilletage transverse. Cette hypothese est un peu artificielle. Ce sont J. Girbau,
A. Haefliger et D. Sundararaman [GHS] qui ont complétement élucidé le cas général. Les
déformations des feuilletages réels se trouvent dans les travaux de R. Hamilton [Hm]|, mais
dans ce cas la théorie est de loin moins riche que celle du cas complexe.

Nous avons regardé trois situations :
(i) Déformations des feuilletages transversalement holomorphes & type différentiable fixé.
(ii) Stabilité du caractere kihlérien transverse par déformation a type différentiable fixé.
(iii) Déformations des feuilletages transverslament homogenes.

On garde le type différentiable de F et on ne déforme que la structure complexe trans-
verse 7. La notation (F,7) désigne le feuilletage avec sa structure complexe transverse.
Les classes d’équivalence de déformations infinitésimales (i.e. de la structure presque com-
plexe sur le fibré normal) sont alors paramétrées par 1’espace de cohomologie basique de
Dolbeault H!(Aj,d) & valeurs dans le fibré holomorphe normal & F. Cet espace est de

dimension finie mais le complexe basique de Dolbeault 0 — AY A Al — - 2 Ay — 0
n’est pas elliptique ; il est seulement transversalement elliptique. Si F est hermitien, on
utilise la théorie de Hodge basique pour ce type de complexe comme nous venons de le
voir précédemment. On établit alors dans ce cas une version faible de versalité pour les
déformations a type différentiable fixé :

27



3.8.1. Théoréeme. [E15] Soit F un feuilletage hermitien sur une variété compacte M.
Alors il existe une déformation a type différentiable fixé (F°, %) paramétrée par un germe
d’espace analytique (S,0) avec la propriété de versalité faible suivante : si (F',7') est
proche de (F,7) et F' est différentiablement conjugué a F alors il existe h € Diff(M)
proche de l'identité et s € S tels que F' = h*F*. De plus, il existe un voisinage U de 0
dans H'(A},0) et une application analytique B : U — H?(A},9), avec un jet d’ordre 1
nul en 0, tels que (S,0) est le germe en 0 de $71(0).

Une étude particuliere est faite pour les feuilletages de codimension 1 ayant une con-
nexion transverse projetable et les feuilletages de Lie qui possedent une structure transverse
holomorphe. Pour ces derniers, cela revient a étudier les déformations des structures com-
plexes sur un groupe de Lie (réel) équivariantes par un sous-groupe cocompact. Dans les
deux types de feuilletages qu’on vient de signaler on a, en fait, un espace versel au sens
fort [E15].

Lorsque le feuilletage F est en plus transversalement kahlérien, on peut se demander
si ce caracteére se conserve par déformation (dans ’espace des feuilletages transversalement
holomorphes) a type différentiable fixé. C’est effectivement le cas comme le dit clairement
le théoreme qui suit.

3.8.2. Théoréme (cf. [E23]). Soient F un feuilletage homologiquement orientable sur une
variété compacte M et Fy une déformation de F a type différentiable fixé paramétrée par
un voisinage T de 0 dans R? par des feuilletages transversalement holomorphes. Supposons
que la métrique hermitienne transverse o de F =F est kahlérienne. Alors il existe e > 0 tel
que, pour tout t € T, |t| < ¢, le feuilletage F; posséde une métrique kdhlérienne transverse
oy telle que o9 = o et dépendant différentiablement de t pour |t| < €.

L’hypothese “a type différentiable fixé” est substantielle. Nous verrons dans la section
3.10 un exemple de feuilletage transversalement kahlérien qui se déforme en feuilletages
transversalement holomorphes mais sans aucune structure kahlérienne transverse.

3.8.3. Feuilletages transversalement homogenes. On dira que le feuilletage F est
transversalement homogeéne s’il est modelé transversalement sur un espace homogene G/ K
avec des changements de cartes qui sont des translations & gauche sur G/K. Un tel
feuilletage est transversalement analytique. Les déformations infinitésimales de F se lisent
sur le premier groupe de cohomologie de la variété a valeurs dans le faisceau 6 des germes
de champs basiques qui préservent la structure homogene transverse. En s’inspirant de
la démarche de P. Griffiths [Gr] nous donnons dans [E12] une résolution fine et elliptique
du faisceau 6r. Cette résolution elliptique et ’analyticité réelle transverse de F nous
permettent alors de démontrer 'existence d’un espace versel des déformations (localement
triviales) de F.

3.9. G-feuilletages de type fini

Soit F un feuilletage de codimension n sur une variété M. A F est associé naturellement
un pseudo-groupe de difféomorphismes locaux de R™ appelé pseudo-groupe d’holonomie
de F. Depuis fort longtemps on a réalisé a quel point il est essentiel pour 1’étude de F. Du
point de vue de la géométrie différentielle, cette étude se ramene a celle d’une G-structure
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transverse feuilletée ou G est un sous-groupe fermé de GL(n,R). On dira que F est un
G-feuilletage si le fibré principal des reperes transverses a F admet une réduction feuilletée
a un G-fibré feuilleté My — M. Une catégorie importante est celle des O(n)-feuilletages
ou feuilletages riemanniens.

La variété M, est munie d’un feuilletage F; de méme dimension que F, invariant
par I'action de G et se projetant sur F. Soit G I’algebre de Lie de G. On notera G' la
premiére prolongation de G, i.e. G' est le sous-espace de Hom(R"™,G) dont les éléments
S vérifient S(u)v = S(v)u pour tous u,v € R™ (cette écriture a un sens car G agit sur
R™). Les éléments de G! peuvent étre considérés comme des endomorphismes de R" & G
0 S
0 0
structure d’algebre de Lie abélienne. De cette fagon on construit une suite d’algebres de

Lie (G¥)j>1 telles que G¥ est la lere prolongation de G*~!(on convient que G° est G). On
dira que l'algebre G (ou que le groupe G) est de type fini s’il existe un entier ¢ tel que
G171 £ 0 et G¥ = 0 pour tout k > ¢. On dira que G est d’ordre ¢q. Pour plus de détails
voir [St].

via l’identification S € G' — € End(G ® R") qui permet de munir G' d’une

On dira qu'un G-feuilletage F est de type fini d’ordre ¢ si le groupe G est de type
fini d’ordre g. Un feuilletage transversalement parallélisable (T.P. en abrégé) est un {e}-
feuilletage de type fini d’ordre 0. Un feuilletage riemannien est un O(n)-feuilletage de type
fini d’ordre 1.Un feuilletage pseudo-riemannien est un feuilletage qui admet une métrique
pseudo-riemannienne transverse. C’est un O(r, s)-feuilletage de type fini d’ordre 1. Par
exemple, les feuilletages dont la structure transverse est modelée sur un espace homogene
L/K, ou L est semi-simple et non compact, sont de ce type. Cela vient du fait que sur
tout groupe de Lie semi-simple la forme de Killing définit une pseudo-métrique biinvariante.
La catégorie des feuilletages pseudo-riemanniens contient strictement celle des feuilletages
riemanniens comme le montre ’exemple de feuilletage transversalement homogene qui suit.
Soit L = PSL(2,R) ; ce groupe admet un sous-groupe discret uniforme K. D’autre part,
d’apres un théoreme de A. Borel [Bo], il existe une variété compacte B et une représentation
m(B) — L C Diff(L/K) a image dense. La suspension de cette représentation définit
un feuilletage transversalement homogene modelé sur L/K sur une variété compacte M.
Il est donc pseudo-riemannien mais il ne peut pas admettre de métrique riemannienne
transverse. En effet, si une telle métrique existait elle induirait une métrique riemannienne
sur le groupe PSL(2, R) invariante a gauche par PSL(2,R) et a droite par K. Un argument
de moyennisation semblable a celui de [E16] montre que PSL(2,R) en admettrait une
biinvariante. Ce qui n’est pas le cas. Un feuilletage transversalement conforme est un
CO(n)-feuilletage. Si n > 3, alors il est de type fini ; son ordre est égal a 2.

Tout espace homogene L/K est muni d'une G-structure canonique on G = K/K*!
avec K!' = ker{Ady : K — Aut(£/K)} ou L et K sont les algebres de Lie respectives de
L et K et Ady est la représentation induite sur K par la représentation adjointe de L.
Cette structure est de type fini [Gr]. Tout feuilletage transversalement homogene modelé
sur L/K est donc un G-feuilletage de type fini. On démontre alors le

3.9.1. Théoreme 10 [E13]. Soit un G-feuilletage de type fini d’ordre q sur une variété
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M. Il existe une suite de fibrés principaux :

(0} e Ga—2 a GO = M,
a9 ! ! ! !
Mq = Mq_1 — Mq_g ce M1 — MO — M

tels que pour tout k = 0,1,---,q — 1, M, est muni d’un feuilletage Fj, invariant par G*,
se projetant sur Fr_1 et de méme dimension que F ; en plus F,_; est transversalement
parallélisable. Ici G* désigne le groupe de Lie 1-connexe d’algébre de Lie G*.

Ce résulta a été établi indépendamment par R. Wolak [Wo].

Suivant P. Molino [M1], on dira qu’un feuilletage F sur une variété M est transver-
salement complet si, pour tout point x € M et tout vecteur e € T, M, il existe un champ
feuilleté complet X sur M tel que X, = e. Un G-feuilletage F de type fini d’ordre ¢ sur
M est complet si le feuilletage transversalement parallélisable F,_; est transversalement
complet.

Soit F un feuilletage sur une variété M munie d’une métrique pseudo-riemannienne
complete et bundle-like pour F. Alors F est un feuilletage pseudo-riemannien complet.

Revétement d’holonomie commun pour F complet

Les feuilles de F,_; sont les revétements d’holonomie des feuilles de F. Comme le
feuilletage F,_1 est transversalement complet son groupe d’automorphismes agit transi-
tivement sur M,_1. Il en résulte que ses feuilles sont difféomorphes. Le feuilletage F est
donc homotopiquement équivalent a une fibration de base ’espace classifiant de F et de
fibre la feuille générique (cf. [H1]).

Fibration basique

D’apres la théorie de Molino [M2] les adhérences des feuilles de F,_; sont les fibres
d’une fibration localement triviale ?q_l : F'— My,_1 — W qu’on appellera fibration
basique de F. En plus le feuilletage .7-"8_1 induit sur la fibre ' par F,_; est un feuilletage
de Lie a feuilles denses. Le cocycle de la fibration basique 7w : M,_1 — W est a valeurs
dans le groupe Diff(F, 7 ;) des difféomorphismes de F' qui préservent F, ;.

Pour terminer, notons A le groupe des automorphismes du G-feuilletage F et B le
sous-groupe distingué formé des éléments qui fixent chaque feuille de F individuellement.
On munit A de la topologie compacte ouverte. Pour cette topologie B est fermé si, et
seulement si, toutes les feuilles de F sont fermées. On désignera par B I'adhérence de
B dans A et H la composante connexe par arcs de A/B. En appliquant les résultats de
Yamabe [Ym] on montre alors le théoréeme :

3.9.2. Théoréme. Le groupe H admet une structure de groupe de Lie connexe.
3.10. Structures géométriques invariantes et feuilletages

Etant donnée une variété M il est toujours intéressant de savoir quel type de structures
géométriques elle peut supporter. L’existence de ces structures et la compatibilité entre
elles dépendent de beaucoup de conditions qui peuvent étre la dimension de M, sa topologie
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etc. : M ne peut étre complexe que si sa dimension est paire, des conditions nécessaires
de kahlérieneté pour M compacte se lisent sur les groupes de cohomologie etc. Si M est
un espace homogene GG/ K, on peut encore se poser la question de savoir si ces différentes
structures (lorsq’elles existent) sont invariantes par les translations & gauche sur G/K. La
encore on se heurte a des obstructions qui, cette fois-ci, incluent en plus les propriétés
algébriques du groupe G. Un résultat ancien de Wang [Wa] affirme par exemple que si
G est complexe, K discret uniforme alors I’espace homogene G/K est kéhlérien si, et
seulement si, il est abélien. Dans un récent travail Benson et Gordon [BG] ont obtenu
le méme résultat avec 'hypothese G nilpotent mais toutefois sans supposer que G est un
groupe complexe.

Souvent une structure géométrique sur un espace homogene G/K (et de maniére
générale sur une variété M) est une section d’un certain fibré vectoriel au-dessus de cet
espace a laquelle on demande d’étre invariante sous ’action de G. Une maniere standard
pour en construire une est de partir d’une section quelconque et d’en avoir une autre G-
invariante par moyennisation. C’est du moins ce que ’on fait habituellement si le groupe
G est compact. Ce procédé reste encore valable, sous certaines hypotheses, quand G ne
I’est plus.

Soient G un groupe de Lie (connexe) et K un sous-groupe tel que I'espace homogene
G/ K soit compact. L’hypothese de compacité est raisonnable. De tels espaces homogenes
apparaissent naturellement comme espaces des adhérences de feuilles de G-feuilletages de
Lie sur des variétés compactes. Cela justifie un deuxiéme aspect de ce travail ; nous allons
voir comment la considération de W (vérifiant une hypothese supplémentaire) permet
de relier certains invariants de tels feuilletages a ceux de l'algebre de Lie du groupe G.
Supposons que G agit sur un fibré vectoriel £ au-dessus d’une variété M; cette action
induit une action naturelle de G sur 'espace F' = C°°(E) des sections de E. Notons F et
F les sous-espaces de F' formés des sections de E qui sont respectivement K-invariantes
et G-invariantes. On montre alors le :

3.10.1. Théoréme [E16]. Si I'espace homogéne W = G /K est compact et moyennable,
il existe une application de moyennisation positive m : Fix — Fg telle que :

i) m(a) = a pour tout élément o € Fg ;

ii) si A est un ouvert convexe de F tel que pour tout a € Fy, 'orbite G.«a reste dans
A, alors m(a) € Fg N A.

3.10.2. Conséquences importantes

i) Si M est complexe (munie d'une action de G) et si elle admet une structure
kéahlérienne ou symplectique K-invariante, alors elle en admet une G-invariante.

ii) Si M est égale a G et l'action est par translations a gauche, alors les groupes G
qui supportent de telles structures doivent avoir en plus certaines propriétés algébriques :
si G est unimodulaire, il est nécessairement résoluble dans le cas symplectique, métabélien
dans le cas kahlérien et, dans cette situation, abélien s’il est au départ nilpotent.

iii) Si G est un groupe complexe admettant une structure k&hlérienne K-invariante
alors il est nécessairement abélien ; ceci est une généralisation du théoreme de Wang signalé
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ci-dessus. Son intérét immédiat est qu’elle permet de montrer I'instabilité du caractere
kéahlérien transverse des feuilletages montrant ainsi que le résultat de K. Kodaira et D.C
Spencer [KS3] (qui est encore vrai pour les V-variétés [E10]) ne se généralise pas a un
feuilletage transversalement kahlérien quelconque comme on peut le voir par ’exemple qui
suit.

Soit H 'algebre de Lie complexe engendrée par X, Y, Z et U vérifiant les conditions

de crochet :
{ (X, Y] =2
Z et U dans le centre de H

Soit H le groupe de Lie complexe et simplement connexe d’algebre de Lie H. Ce groupe
est nilpotent et les constantes de structure de son algebre de Lie sont rationnelles ; il
admet donc un sous-groupe discret cocompact 3 i.e. le quotient M = ¥\ est une variété
compacte.

Pout tout t € C, soit ],:_t le feuilletage sur H associé au sous-groupe complexe K; a un
parametre engendré par Z + tU. Ce feuilletage est invariant par 1’action (a gauche) de 3
sur H et définit donc un feuilletage F; sur M. En fait, on obtient une famille (F;):ec de
feuilletages hermitiens tels que JFy est de Lie modelé sur H/Ky = C3 et, pour tout t € C*,
F: est modelé sur H/K; = N¢ qui est le groupe de Heisenberg complexe de dimension 3 ;
il est nilpotent et donc moyennable. Nous avons donc une famille (F;)iec de feuilletages
hermitiens tels que JF{ est transversalement kahlérien et, pour tout t € C*, F; n’admet
aucune structure kahlérienne transverse. Le caractere kahlérien peut donc étre instable si
on ne fixe pas le type différentiable !

La deuxieme partie est axée sur les liens qui existent entre la cohomologie H*(G) de
'algebre de Lie G du groupe G et celle H}(G) des formes sur G invariantes par K. Si G
se réalise comme structure transverse d’un feuilletage de Lie (sur une variété compacte)
ayant K comme adhérence de son groupe d’holonomie, Hj; (G) n’est rien d’autre que la
cohomologie basique de ce feuilletage. On démontre le :

3.10.3. Théoréeme. SiW = G/K est compact et moyennable, on a une injection naturelle
i* : H*(G) — H} (G).

Une premiere application est l'obtention de criteres de moyennabilité ou de non
moyennabilité de W. Sans I’hypotese de moyennabilité de W D’application ¢* n’est pas
en général injective méme si la paire (G,K) provient d’un G-feuilletage de Lie ; nous avons
construit un contre exemple a cet effet.

Beaucoup de problemes sur les actions de groupes et les feuilletages m’ont amené a
étudier les :

3.11. Courants invariants

Soit G un groupe opérant via une représentation p : G — Diff(M) sur une variété M. On
obtient de maniere naturelle une action de G sur l'espace de Fréchet D*(M) des formes
différentielles & support compact. Un courant 7' € D*(M)’ est dit invariant (par G) si,
pour tout g € G et toute forme ¢ € D*(M) on a (T, g¢) = (T, ¢). En particulier, si T est
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une distribution, dire qu’elle est invariante, c’est dire qu’elle vérifie (T', ¢ o g) = (T, ¢). Un
probléme se pose alors : calculer l'espace D (M)" des courants invariants sur M par G.

La relation (T, g¢) = (T, ¢) montre de maniere évidente qu'un courant invariant 7" est
nul sur le sous-espace B* engendré par les éléments de la forme ¢—g¢ et, par continuité, sur
son adhérence B*. Donc D (M)’ s’identifie naturellement au dual topologique du quotient
D*(M)/B*. On voit donc apparaitre I'importance de I’espace B*. C’est généralement son
adhérence qui est plus facile a caractériser ; la question de savoir s’il est fermé ou non n’est
pas du tout évidente et présente beaucoup d’interét en elle méme. On peut remarquer
que si p; et pa sont deux représentations équivalentes du groupe G dans Diff(M) (i.e il
existe un difféomorphisme h de M tel que pour tout g € G on a p1(g9) = h.pa(g).h™1)
alors les espaces Bj et B3 correspondants sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels
topologiques via ’application qui a ¢ € Bj associe h¢ € B5. On pourra donc se donner la
liberté de choisir dans la classe d’équivalence la représentation qui permet de calculer (a
isomorphisme pres) le plus simplement possible 1'espace B*.

Des exemples de calcul de courants invariants sur le cercle S! par des groupes discrets
ont été étudiés par A. Haefliger et B. Li [HL] ; les auteurs déterminent explicitement les
espaces D (S')" dans le cas oit G est un groupe de difféomorphismes du cercle S! les
éléments d’un certain groupe fuchsien. Ils y déterminent aussi la fermeture des espaces B*
pour certains difféomorphismes hyperboliques.

Supposons maintenant que G est un groupe de Lie connexe (et simplement connexe).
Une action (différentiable) de G sur M est une application de classe C>*, & : Gx M — M
qui vérifie :

i) ®(g2, ®(g1, 7)) = (9291, 2) ;
ii) ®(e,z) = = ou e est ’élément neutre de G.

A un champ fondamental Z de ® est associée sa dérivée de Lie D*(M) Lz, pr (M).
Comme dans le cas discret on notera B* le sous-espace engendré par les images des
opérateurs Lz. Un élément de B* sera appelé forme divergence. L’orthogonal DF,(M)" est
I’espace des courants invariants par le groupe de Lie G.

Les distributions invariantes par un groupe de Lie connexe (et de maniere générale
par une algebre de Lie de champs de vecteurs) sont apparues dans plusieurs travaux. Les
premiers remontent & 1954 initiés par P. Methée [Me], G. de Rham [Rh] ; quelques années
plus tard par A. Tengstrand [Te|, C. Herz [Hz|. Plus récemment par B. Ziemian [Zi] et R.
Barra [Ba]. Ces travaux ne traitent que le cas des distributions et presque tout le temps les
orbites du groupe sont fermées. Ma motivation était alors de regarder quelques situations
qui sortent de ce cadre.

Soit G = G A le groupe des transformations affines (qui préservent l'orientation) de la
droite réelle. Supposons que G agit de facon localement libre sur une 3-variété compacte M
a groupe fondamental résoluble. D’apres un théoreme de E. Ghys [G2], M est difféomorphe
A un espace homogene du groupe G3 ensemble des triplets (z,y,t) € R?® muni de la loi
de composition (x,y,t).(z',y',t") = (A'(z,y) + (x,y),t + t') o A est une matrice de
SL(2,Z) de trace strictement supérieure a 2. Ce groupe contient le groupe affine GA
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comme sous-groupe et l'action ® de GA sur M est C"*°-conjuguée a ’action induite sur
Gs/T'oul = {(m,n,p) € G3: m,n,p € Z} par action naturelle de GA sur G3. La variété
G3/T = T3 est un fibré en tores T? sur le cercle S! dont la monodromie est donnée par la
matrice A. Mes calculs se ramenent alors a cette situation et donnent le

3.11.1. Théoréme [E18]. On a DY (M) = C-aABAO, D4 (M) =0, DE,(M) =C-6
et D34 (M) = C-1 ou «, B et 0 sont les 1-formes duales respectivement aux champs
invariants (sur Gs), &, ¢ et 7. L’action de GA étant engendrée par & et T.

Les champs &, (et 7 sont £ = X1, ( = Xo et 7 =Y ou X1, Xs et Y sont les champs
(cas n = 2) du deuxieme exemple de la sous-section 3.17.

Regardons la situation particuliere ou I' est un groupe discret qui agit de maniere

libre, propre et discontinue sur une variété M. Soient X = M /I et M — X la projection

canonique. L’application D*(M) —— D*(X) définie par :

m(w) = Z yw

vyel

est linéaire, continue et surjective. On démontre alors que la transposée D*(X)" =% D*(M)
est un isomorphisme sur Df(M)’. On en déduit que la suite :

0 — B* — D*(M) =% D*(X) — 0

est exacte. On démontre d’autre part que si I' est le groupe libre a n générateurs alors
B* = B*. En particulier si n = 1, le premier groupe de cohomologie H*(I',D*(M)) de T
a valeurs dans le T'-module D* (M) s’identifie a l’espace D*(X).

Soient maintenant S™ et D" 1! respectivement la n-sphere unité et le disque unité dans
Pespace R"* : §" = {z e R"™ : [z| =1} et D" = {z e R"*! : |z[ < 1}. On note :

+1
2 _ Z?=1 dac?
(1 - |z[?)*

la métrique de Lobatchevski sur D"+1; Iso™ (D" 1) et Conf™ (S™) seront respectivement le
groupe des isométries de D" *! qui préservent 1’oreintation et le groupe des transformations
conformes de S”. 1l est bien connu que : Conf'(S") = Iso™(D**1) = SO(n + 1,1)o
(composante connexe de 'identité du groupe de Lorentz SO(n + 1,1)). Si I" est un sous-
groupe discret de Conf' (S™) (on dira que T' est un groupe kleinéen) I'ensemble Ar =
I'-aNS” est indépendant du choix du point a € D"*!. On Pappelle ensemble limite de
I’ ; son complementaire Dp = S™ \ Ar est appelé domaine de discontinuité of I'. Pour
2z € D" fixé et s > 0, la somme :

Os(2) =Y W ()

yel
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(ot1 7 est la dérivée de ) est appelée série absolue de Poincaré de T'. Si elle converge en
un point z € D"t elle converge uniformément sur tout compact. Le nombre :

(15) §(I') = inf {s > 0 : ®4(2) converge pour z € D"}

est appelé exposant critique de I'. On a une suite exacte :

(16) 0 — DE(S™, Ap) — DE(S™) L2 Di(Dyr)’

ou Df(S™, Ar)’" est l'espace des courants I'-invariants sur S™ a support dans Ar et L,
I’application de localisation. On démontre alors le :

3.11.2. Théoréme [E22]. Si le quotient Dr /T est compact et si * > 0, alors L, est
surjective.

Ce théoreme dit donc que la suite 0 — D} (S™, Ar)’ — Di(S™) Loy Di(Dr) — 0
est exacte. Dans certaines situations, la localisation L, admet une section et donc D} (S™)’
est somme directe de D} (S™, Ar)’ et de Dy (Dr)’.

Un autre résultat plus précis pour le cas x = 0 et I' élémentaire engendré par une
transformation lozodromique v donne exactement I’espace D} (S™) (cf. [E22]).

En collaboration avec A. Abouqateb nous nous sommes intéressés a d’autres aspects
des courants invariants et a leur généralisation aux sections invariantes d’un fibré vectoriel.
Décrivons un peu en quoi cela consiste.

Soit G un groupe topologique compact et i la mesure de Haar normailsée sur G.
Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé (EVTLCS en abrégé)
séquentiellement complet. L’espace des fonctionnelles sur £ muni de la topologie usuelle
forte (resp. faible) sera appelé dual fort (resp. dual faible) de E ; dans ces deux cas on
désignera par E' ce dual topologique.

On se donne une action linéaire continue (¢g,z) € G x E — gx € E. Un élément
x € E est dit invariant si gr = x pour tout g € G. On note Eg le sous-espace (fermé)
des éléments invariants. De méme, on dira qu’une fonctionnelle T € E' est invariante si
(T, gx) = (T, x) pour tout z € E et tout g € G. L’espace vectoriel de telles fonctionnelles
sera noté (E' )¢, c’est un sous-espace fermé du dual E .

Pour tout x € E, l'application ¢ : ¢ € G — gz € E est continue ; son intégrale
Jo v(9)dp(g) est un élément de E qu’on notera m(x). On vérifie facilement que m(x) € Eq.
On obtient ainsi une application linéaire m : E — E¢g avec m(z) = m(z). (Elle est notée
m quand elle est considérée a valeurs dans F ; cette distinction est utile quand on passe
aux transposées.) Les applications m et m sont continues (ceci découle de I’équicontinuité
de la famille des applications z € F — gxr € F indexée par ¢ € G due a la compacité
du groupe et de la continuité de l'action de G sur E). De plus, pour tout x € E¢g, on a
m(x) = m(x) = z, i.e. application m est une rétraction de E sur le sous-espace Eg.

Lorsqu’on munit le dual de E de I'une des deux topologies usuelles faible ou forte,
I’application transposée de m : m! : E' — E' est continue et a pour image (E/)G car m
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est constante sur les orbites de 'action de G sur E (ceci est di a l'invariance a droite de p).
Par le méme argument, on montre que, pour tout S € (Eg)’, m*(S) est une fonctionnelle
invariante. De plus, pour tout 7' € (E')g, on a I'égalité : m!*(T) = T, i.e. la transposée de
m permet de définir une rétraction de E' surle sous-espace des fonctionnelles invariantes

’

(E)e-

3.11.3. Théoréme [E26]. Soit j : Eq — E Uinjection canonique et j' : E —s (Eg)’
sa transposée. Alors la restriction de j' a (E/)G muni de la topologie induite faible (resp.
forte), est un isomorphisme canonique sur le dual faible (resp. fort) (Eq) de Eq.

Une application immédiate et intéressante de ce théoreme s’obtient lorsque F est un
espace de sections d’un G-fibré vectoriel. Ce cas contient bien entendu celui des courants.

Soit maintenant F un feuilletage de dimension m sur une variété M de dimension
N = m + n. Soit X un champ de vecteurs sur M. Le produit intérieur d’un r-courant T’
par X est le (r — 1)-courant ixT défini par (ixT,«a) = (—1)"(T,ix«a) pour toute forme «
de degré N —r + 1 a support compact. De méme la dérivée de Lie de T le long de X est
le r-courant LxT défini par (LxT,«) = (—1)"(T, Lxa). On a alors le théoréme qui suit.

3.11.4. Théoreme [E26]. Soit F un feuilletage de codimension n défini par une action
localement libre d’un groupe de Lie connexe compact G sur une variété M. Alors [’espace
C=(M) des r-courants basiques est le dual topologique de l’espace des (n—r)-formes basiques
a support compact muni de la C*°-topologie de Schwartz.

Dans une deuxieme partie du méme papier [E26] nous avons enlevé 1'hypothese “G
compact” et nous nous sommes intéressés a des courants sur des espaces homogenes H /I’
(ouI' est un réseau) invariants sous une action d’un sous-groupe G de H. Je me contenterai
ici de décrire simplement le cas de de ’exemple qui suit.

On consideére le demi-plan de Poincaré H = {z + iy € C : y > 0} muni de sa métrique
hyperbolique ds? = Ltdyrz. Le groupe des isométries de H s’identifie au groupe quotient
PSL(2,R) =SL(2,R)/{I, —I}. L’opération de PSL(2,R) est induite par celle de SL(2,R)

définie comme suit :
a b J TR az+b
c d)’ cz+d

Elle permet aussi de décrire I’action projective de PSL(2,R) sur le cercle St = R U {0}
qui, avec I’action de PSL(2, R) sur H donne une action de PSL(2, R) sur le produit S! x H.
En plus on a un difféomorphisme PSL(2, R)-équivariant :

®: AcPSL(2,R) — (A(c0), A(i)) € S x H.

Soit maintenant I" un sous-groupe discret de H =PSL(2,R). On dira que I' est de
covolume fini si le volume de H/I" est fini ; on dira que I est cocompact si H/T" est compact.
Bien sir, si I' est cocompact, il est de covolume fini. Si I' est de covolume fini sans étre
compact, il a des cusps (c¢f. [Fr]) en nombre fini qu’on notera k ; par exemple I' =PSL(2, Z)
a un seul cusp correspondant & la pointe de la surface modulaire H/PSL(2,Z). Si ¥ est une
surface de Riemann compacte de courbure constante égale a —1, son groupe fondamental
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se plonge dans H en un sous-groupe discret cocompact I" de sorte que le fibré unitaire
tangent S a ¥ s’identifie & H/I'. Notons G le groupe des transformations affines de la
droite réelle préservant ’orientation, considéré comme sous-groupe de PSL(2,R). Alors
I'action a droite de G sur H définit un feuilletage de codimension 1 sur H/I" usuellement
appelé feuilletage stable. On a :

Co-(H/T) ~ CL(H/F).

Supposons maintenant que I' est cocompact ; alors le difféfomorphisme ® induit un difféo-
morphisme ® : H/F — S!, I-équivariant (S' est muni de I’action projective induite par
I'). Le quotient I' \ H est difféomorphe a une surface compacte avec points coniques (i.e.
orbifold) puisque I'action de I" sur H n’est pas forcément libre ; soit g son genre.

3.11.5. Théoréme [E26]. Soient I' un sous-groupe discret cocompact de H et F le
feuilletage défini sur V.= H/T par Uaction homogéne de G. Alors CL(V) ~ CL(S') et
CL(V) =~ CR(SY).

En collaboration avec M. Nicolau nous sommes revenus sur un autre aspect des coho-
mologies associées aux feuilletages plus précisément sur :

3.12. Invariance topologique de la cohomologie basique

Soient (M, F) et (M', F') deux variétés feuilletées et h : M — M’ un homéomorphisme
envoyant les feuilles de F sur les feuilles de F’'. Les algébres de cohomologie basique
H*(M/F) et H*(M'/F') sont-elles isomorphes 7 De maniere générale non !
3.12.1. Contre exemple. Soit h : S' — S! un difféomorphisme du cercle C°-conjugué a
une rotation R, et non Cl-conjugué & R, [Ar]. Alors la suspension des difféomorphismes
h et R, donne deux feuilletages F;, et F, sur le tore T? tels que H'(T?/F,) = 0 et
HYT?/F,) =R.

Mais si l'on se restreint aux feuilletages riemanniens complets (i.e. il existe sur la
variété une métrique quasi-fibrée) la réponse est positive (¢f. [E17]).
3.12.2. Théoreme. [’homéomorphisme feuilleté h induit un isomorphisme d’algébres
H*(M'/F') 2% H*(M/F).

Pour démontrer ce théoreme on utilise de facon substantielle la structure des feuil-
letages riemanniens complets :

- Les adhérences des feuilles sont des sous-variétés de M et “fibrent” M au-dessus
d’un espace topologique X stratifié en sous-variétés.

- Le feuilletage induit sur chaque adhérence est riemannien et localement transversale-
ment homogene (la strucutre transverse est localement modelée sur un espace homogene

H/K).
On procede alors en trois étapes :
Premiere : On montre que X possede un bon recouvrement localement fini /.

Deuxiéme : Si L est une adhérence de feuille de F dans M alors L' = h(L) est une
adhérence de feuille de 7’ dans M’ et la restriction de h : L — L’ est un homéomorphisme
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préservant les feuilletages ; h induit un homéomorphisme h : H/K — H'/K’' “commutant
a des ensembles denses de translations” respectivement dans les goupes des homéomor-
phismes de H/K et H'/K'. 1l est donc analytique; d’ou un isomorphisme d’algebres
H*(L'/F) — H*(L/F).

Troisieme : On construit une suite spectrale qui converge vers la cohomologie basique
H*(M/F) et de terme :

EY =CP(U,HY)

ot H{ est le préfaiseau sur X défini pour tout ouvert U par H{(U) = Hi (=~ (U)/F).
On montre alors que les préfaisceaux Hj et H’ 7 respectivement sur X et X’ (qui sont
isomorphes en tant qu’espaces stratifiés) sont isomorphes. Ce qui permet d’établir un
isomorphisme naturel au niveau des suites spectrales E!. et E, associées & F’ et F et donc
au niveau des algebres de cohomologie basique h* : H*(M'/F') — H*(M/F). Ce qui
termine la démonstration.

Suite a des discussions que j’ai eues avec certains collegues, je me suis intéressé a
certains opérateurs sur les espaces de Fréchet et plus précisément a :

3.13. Instabilité du caractéere Fredholm et semi-Fredholm

Soient F un espace vectoriel topologique et Ly(E) I'ensemble des opérateurs bornés sur
E. 11 est bien connu que si E est un espace de Banach, I’ensemble GL(E) des éléments
inversibles de Ly(E) est un ouvert (pour la topologie de la norme). Un opérateur 7' :
E — F (non nécessairement borné) est dit de Fredholm si ImT est fermée et son noyau
et conoyau sont de dimension finie ; ce qui revient encore a dire que 1" est inversible a un
opérateur compact pres. Par exemple un opérateur différentiel elliptique sur une variété
compacte est de ce type. Les opérateurs compacts forment un idéal bilatere fermé X de
Ly(E) ; le quotient Ly(F)/K est I'algebre de Calkin de E et ’ensemble F(E) des opérateurs
de Fredholm sur E est donc I'image réciproque de l'’ensemble des éléments inversibles de
Ly(E)/K par la projection canonique (continue) Ly(E) — Ly(E)/K ; c’est donc un ouvert
de Ly(F). Dans [Ho| , il est démontré que si E est est séparé localement convexe alors
il est normable si F(E) est ouvert (dans L;(F) muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de F) ; cela signifie que si par exemple E est un espace de Fréchet
(non normable) il existe un élément 7' € F(FE) qu’on peut approcher aussi pres qu’on veut
par des éléments qui ne sont pas dans F(E). Nous dirons que T est instable dans F(E).
La recherche de tels opérateurs n’est pas évidente : 1'objet de ce qui suit est de donner des
exemples explicites pour une topologie sur Ly(E) un peu plus faible que celle considérée
dans [Ho].

3.13.1. Différentes normes

Soit E un espace de Fréchet dont la topologie est définie par une famille dénombrable
de normes N = (|| ||n)n>0. On dira qu'un opérateur 7' : E — E est borné si pour tout
n € N, il existe un nombre réel «,, > 0 tel que ||Tz||, < ay||z||,. Sur espace Ly(E) des
opérateurs bornés sur E on définit une distance en posant :

On (T, 8) = 1/2" inf (|||T =S|I, 1)
n=0
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ou |||T|||n = sup ||Tx||n. Sipour tout n € Non a a, = « (i.eles «,, sont indépendants
||, <1

de n) on dira que T est uniformément borné. L’ensemble L,;(E) des opérateurs uni-

formément bornés est un sous-espace de Lj(E) sur lequel on peut définir une norme en

posant |||T|||x = sup |||T|||n- La topologie définie par cette norme est équivalente a celle
n

induite par la topologie de dnr sur Ly(E).

Supposons que pour tout r € N on ait || ||, < || |[r+1. Alors pour tout k£ € N, la
boule unité B, pour || ||,+r est contenue dans la boule unité B, pour || ||,. On fixe
k € N et on pose :

Ly(E, k) = {TEL(E) :VreN, sup ||T(f)||7~<+oo}.

eBr+k

Pour chaque k € N on a donc une famille de normes (|| mﬁ)oo sur Ly(E, k) définies
par |||T|||k = |Tup | T(f)|]». On observe que ||| [||2 = ||| [|||-- Un élément T de
fllr+:<1
Ly(E, k) sera appelé opérateur k-borné sur E. Si en plus sup |||T|||* < +o0, on dira que T
r>0

est uniformément k-borné. L’ensemble des opérateurs uniformément k-bornés sur E sera
noté L., (F, k).

Bien siir, on peut définir une distance &%, sur L,(E, k) invariante par translation en
posant :

+oo
SR (T, ) = > 1/2" min (|[|T - S|l|%, 1)
r=0

et une norme ||| |||k sur Ly, (E, k) |||T||%- = sup |||T|||¥ dont la topologie associée coincide
r>0

avec celle induite par §%,. Pour tout k € N*, on a des inclusions (strictes) continues :
Lub<E> CLub<E,k'> CLub<E,k'—|—1> et Lb<E> CLb(E,k) CLb<E,k'—|—1>

Bien entendu, les normes et les métriques qu’on vient de définir sur ces sous-espace de
L(F) dépendent du choix de la famille croissante de normes N = (|| ||;)ren sur E.

3.13.2. L’exemple instable
On pose E = C*°(S') fonctions de classe C° sur le cercle S = R/27Z. Une fonction
f € E est entierement définie par ses coefficients de Fourier (f,)nez qui satisfont a la

propriété Z [n|*"| f,|> < +oo pour tout r € N. La famille dénombrable (|| |[|,)ren de
nez
normes ||f||, = |fol® + Z In|*"| f,,|? définit la topologie d’espace de Fréchet de E.
nerL*
Soit a € R. Alors l'opérateur T, : E — E défini par :

(Tf)n= (1~ ema)fn pour n € Z
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est uniformément borné de norme |||T, ||| = 2.

i) Si a € Q alors kerT,, et cokerT,, sont isomorphes & C°°(S') ; donc T, n’est pas
semi-Fredholm ;

ii) si @« € R\ Q, deux cas se présentent :
- « est diophantien. Alors kerT,, = cokerT,, = R i.e. T, est de Fredholm ;

- « est de Liouville. Alors kerT,, = R et le conoyau de T, est de dimension infinie non
séparé.

L’application o : St — (L (E), ||| ||/|1) qui & a associe T, est continue, injective
et définit un “cercle d’opérateurs” uniformément bornés passant par des opérateurs de
Fredholm (ceux qui correspondent & « diophantien) et dans lequel il existe une partie
dense d’opérateurs non semi-Fredholm (ceux qui correspondent & « rationnel). Ce qui
montre 'instabilité du caractere Fredholm et semi-Fredholm sur £ méme si on perturbe
au sens d’une topologie assez forte en I'occurrence celle associée a la norme ||| |||; sur

Ly(E).
3.14. Une classe de feuilletages C>~-stables

Soit F un feuilletage de codimension ¢ sur une variété compacte M. Le groupe Diff(M)
des difféomorphismes de classe C>° de M agit sur I’espace des feuilletages Fol, (M) sur M.
On dira que F est différentiablement stable si tout feuilletage F’' € Fol, (M), C*°-proche
de F est C*°-conjugué a F par un difféomorphisme f € Diff(M) proche de I'identité (au
sens de la topologie C*°).

La théorie des déformations des feuilletages reste grandement ouverte. Un de ses
points essentiels était la recherche de feuilletages stables autres que les fibrations de Seifert
généralisées qui ont été étudiées par R. Langevin et H. Rosenberg dans [LR]. Le premier
exemple de feuilletage C*°-stable sans feuille compacte a été donné par E. Ghys et V.
Sergiescu [GS]; cet exemple est de codimension 1 sur une variété de dimension 3. Dans
[Ha], R. Hamilton a donné une condition suffisante de C*°-stabilité. Nous avons alors
construit une classe de feuilletages (en dimension et codimension quelconques) dont nous
avons démontré la C'*°-stablilité a 'aide du critere de R. Hamilton (c¢f. [E20]).

3.14.1. L’exemple

Soit A une matrice de SL(n,Z) ayant n valeurs propres fi1, ..., fip, A1, . . ., Aq telles que
i, Ay fi/ A soient différentes de 1 pour j =1,...,pet k =1,...,q. De telles matrices
existent ; il suffit de prendre par exemple :

11 1 ... 1
1 2 0
A=|1 0 3 0
10 0 ... d,
avec di = 1 et diy1 = 1+ dyds---d; pour i = 1,---,n — 1. On peut voir A comme
un difféomorphisme du tore T". Soient Xi,..., X, et Y7,...Y, les champs de vecteurs
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linéaires sur T™ définis par :
AXj=piX;, AYy=XNYe pour j=1,...,p et k=1,...,¢q

Soit Fy le feuilletage sur T" engendré par les champs X;,..., X,,. Le produit de Fy par R
donne un feuilletage de codimension ¢ sur T™ x R invariant par le difféomorphisme :

¢:(z,t) eT" xR — (A(2),t+1) e T" x R.

Il induit donc un feuilletage F de codimension ¢ sur la variété quotient qu’on appelle tore
hyperbolique de dimension n + 1 : T3 = T x R/(2,t) ~ (A(2),t + 1). Notre résultat
principal est alors le suivant :

3.14.2. Théoréme [E19]. Le feuilletage F ainsi construit est C*°-stable.

Dans la suite, on considérera des feuilletages ayant une structure complexe soit trans-
versalement soit supportée par les feuilles. Dans les deux situations, elle permet de définir
des cohomologies généralisant celle de Dolbeault des variétés analytiques complexes et les
problemes qui lui sont liés.

3.15. Probleme de Cousin basique

Rappelons qu’'un feuilletage F de codimension n transversalement holomorphe sur une
variété M est donné par un recouvrement ouvert {V;};,c; et, pour chaque i € I, un
difféomorphisme O; x Q; =5 V; (ou ; est un ouvert de C" et O; un ouvert de R™)
tel que, sur tout V; NV} # 0, le changement de coordonnées goj_l op;(x,z) = (a',2) soit de
la forme 2’ = v;;(2) et &’ = ¢;;(x, z) avec 7;; holomorphe. A la variété feuilletée (M, F) est
associé le faisceau Or des germes de fonctions basiques holomorphes ; il est pour l'espace
des feuilles ce qu’est le faisceau O des germes de fonctions holomorphes pour une variété
complexe. Le probléeme additif de Cousin basique relativement a un recouvrement ouvert
U = {U;} se formule de la fagon suivante : sur chaque U;; on se donne une fonction basique
holomorphe f;; telle que f;; + fj; = 0 et fjr — fir + fi; = 0 sur U;j,. Sur chaque U;, on
cherche une fonction basique holomorphe f; telle que, sur U;; on ait f;; = f; — fi. La
famille {f;;} définit un 1-cocycle sur U a valeurs dans O. Le probleme a une solution si
ce cocycle est un cobord i.e. si sa classe de cohomologie dans H' (U, Of) est nulle. Par
suite, le probleme additif de Cousin basique pour U a une solution pour tout 1-cocycle
{fi;} si, et seulement si, H' (U, Ox) = 0. L’espace vectoriel H!(U,Ox) contient donc
exactement les obstructions a la résolution d’un tel probleme.

3.15.1. Résultats obtenus

Ils figurent dans larticle [E32] et constituent majoritairement un travail en collabo-
ration avec mon étudiant T. Sohou.

- Une résolution fine et elliptique en termes de formes différentielles du faisceau (plus
général) OF. des germes de formes basiques holomorphes.

- Quelques méthodes générales de calcul, qu’on applique aux revétements feuilletés et a
divers exemples de feuilletages obtenus par suspension d’un groupe I' de biholomorphismes
d’une variété complexe F'.
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- Dans le cas d’une suspension d’un groupe I', on montre que le calcul de H*(M, O%)
se ramene souvent a celui de la cohomologie du groupe discret I' a valeurs dans le I'-module
OP(F) des formes holomorphes sur F. Des calculs explicites de H(T', O) ont été faits et
en particulier lorsque I' = Z et de facon plus complete, lorsque F' = C? et I' engendré par
un élément de GL(2,C).

3.15.2. Un feuilletage de Cousin

On dira qu'un feuilletage transversalemnt holomorphe (M, F) est un feuilletage de
Cousin si HY(M,Ox) = 0. La question de savoir s’il en existe est naturellement impor-
tante. Ceci se produit pour un feuilletage riemannien dont les feuilles sont compactes
et a groupe fondamental fini et tel que le quotient soit une orbifold complexe a premier
groupe de cohomologie de Dolbeault nul. Mais y en a-t-il d’autres 7 En voici un avec une
dynamique un peu plus compliquée.

On note SL(n,R) le groupe des matrices n x n de déterminant 1. C’est une forme
réelle du groupe SL(n,C) (matrices n x n complexes de déterminant égal a 1) ; celui-ci
agit par transformations projectives sur P"~1(C) (espace projectif complexe de dimension
n — 1). Donc tout sous-groupe de SL(n,C) agit de fagon similaire sur P"~1(C).

La construction du groupe I' suivant et ses propriétés se trouvent dans [Mi]. Dans le
demi-plan de Lobachevsky H = {z = x + iy : y > 0} muni de la métrique de Poincaré
dmrzy%dyrz on prend un triangle géodésique T'(p, g, ) d’angles %, % et T avec %—I—%%—% < 1. On
note o1, oy et o3 les réflexions respectives par rapport aux trois cotés ; celles-ci engendrent
un groupe d’isométries X* ; les éléments qui préservent l'orientation forment un sous-
groupe X de ¥* d’indice 2 qu’on appelle groupe du triangle T'(p, q,r). C’est un sous-groupe
de SL(2,R) et son image réciproque I' par le morphisme projection SAI/J(Q, R) — SL(2,R)
(éi(2, R) étant le revétement universel de SL(2,R)) est une extension centrale :

0—%2—T —>—1.

Le groupe I' admet comme présentation :

L= (y1,7,73 |7 =75 =75 = 17273)-

Le quotient B = SL(2,R)/T est une variété compacte de dimension 3. Si les entiers
p, q et r sont premiers entre eux deux a deux, la cohomologie (a coefficients dans 7Z)
de B est celle de la sphere S® ; en particulier H!(B,C) = H(S?*,C) = 0. En tant
que sous-groupe de §ﬂ(2,R), I' agit sur lespace projectif P}(C). On obtient donc une
représentation (non injective) p : m(B) = I' — Aut(P*(C)). La suspension d'une telle
représentation donne un feuilletage transversalement holomorphe F de codimension 1 sur
la variété différentiable M de dimension 5, quotient de M = P!(C) x SL(2,R) par la
relation d’équivalence identifiant (z,z) a (p(y)(2),vz) avec v € ' (I agissant sur §ﬂ(2, R)
par translations a gauche). Les feuilles de F sont des espaces homogenes de §Ii(2, R) par
des sous-groupes discrets. On a alors montré (par des arguments de suites spectrales)
quon a HY(M,Oz) = 0 i.e. le feuilletage en question est de Cousin.
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3.16. Deformations des G/#H-feuilletages

On se donne une variété compacte M, un groupe de Lie G de dimension d et un sous-groupe
H de dimension d — n. Soit w une 1-forme sur M a valeurs dans l'algebre de Lie G de
G définissant un G/H-feuilletage F sur M (cf. la sous-section 1.2.5 pour les définitions).
Soit (7,0) un germe en 0 dans I’espace euclidien R?.

3.16.1. Definition. Une famille de déformations F; du G/H-feuilletage F paramétrée
par (T,0) est donnée par une collection de 1-formes wy,...,w™ sur M, dépendant diffé-
rentiablement de t € T', un ensemble de fonctions différentiables Kfj(t) telles que les con-
ditions (3) et (4) soient satisfaites pourt € T. Donc, pour toutt € T, les constantes Kfj (t)
définissent une algébre de Lie Gy et une sous-algébre Hy et les 1-formes wy = (w}, ..., w")

définissent un Gi/Hy-feuilletage Fy sur M. De plus wy = w.

Une famile de deformations de F, paramétrée par (7,0) est dite triviale si elle est
équivalente a une famille constante i.e., pour tout t € T, le G;/H-feuilletage F; est iso-
morphe au G/H-feuilletage F. Nous allons esquisser rapidement la maniere dont ces feuil-
letages se déforment et décrire leurs déformations.

Le G/H-feuilletage F défini par w peut étre perturbé en prenant une nouvelle famille
de 1-formes w'* = w* 4 o* et un nouvel ensemble de constantes K’ fj = K5 + Cf; de telle
sorte que les conditions (3) et (4) soient remplies. Le nouveau G/H-feuilletage proche de
F est alors spécifié par un couple (o,) ou :

(a) o = (ol,...,0™) est un m-uplet de 1-formes différentielles sur M proches de 0 et

(b) ¥ € A’ G* ® G est une 2-forme sur G & valeurs dans G proche de 0 :

1 ) .
¢:—§ZC§92Aeﬂ®ek,
1,5,k

de telle facon que les conditions suivantes d’intégrabilité :

1 . . . .

(17) d(w® + o) + 5Z(K{g +CE) (W' + 0" A (w! +07) =0
ij

et

(18) S (K'GK + KK+ KK ) =0

%

ou K’ fj = Kfj + C’fj, soient satisfafaites. De plus, comme on veut que ’ensemble des
constantes K’ fj définisse une nouvelle algebre de Lie G’ et une sous-algebre de Lie H’, les
q premicres composantes !, ... 17 de 1) doivent appartenir & I'idéal de A\* G* engendré
par 0',...,09. Soit Q" I'espace des formes différentielles sur M de degré r. On note

R = (RY,...,R™) l'application linéaire de A\" G* ® G dans (Q")™ donnée par :
(19) RF (07 @ e;) = 6Fw’
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ott J = (j1,...,5.) et 07 =05 AL A G,
Etant donné o = (o,...,0™) € ()™ on note dyro élément de (Q™H™ dont les
composantes sont :

(20) (dyro)* = do* + ZK@ w' Aol

De facon similaire, soit C/Z\g N G*®§G — /\7"Jrl G* ® G l'opérateur agissant sur un élément

v e N G*®G par :
(21) dgp = | dv* + D" KEO AT | @ep
k 1,7

ou d est 'opérateur de dérivation extérieure sur le groupe de Lie G. Notons que les deux
opérateurs d, M et dg sont formellement les mémes.

Les linéarisations des équations (17) et (18) par rapport aux variables o* and ij sont
respectivement :

Z(K’“C’ +C’“Kz +K’f0@ +C’€K@ + KEC! +CEKL) = 0.

s~ gr

(22 {dak + 3 KEwi Ao £ 1Y, Chuwl Awl = (dyo)k — RE(Y) =0,
La deuxieme équation peut étre écrite en termes de forme vectorielle 1) comme :

(23) ST awt +Y KB AT | @ep = dgyp = 0.
,J

k

Soit V" Iespace des éléments £ € \" G* ® G dont les ¢ composantes £, ... €9 appar-
tiennent & l'idéal A\* G* engendré par 0',...,09. Lorsque r = 0, ceci signifie que V° = H.
Pour r € N on pose :

Ar — (Qr>m D VT_H.

Noter qu'un couple (o,1)) définissant une perturbation de F est un élément de A! et les
équations d’intégrabilité (17) et (18) et leurs linéarisations respectives (22) and (23) sont
des identités dans A2%. En fait, si on définit D : A" — A"T! par :

D(o,) = (C/l\MU — R, —0?91/1)

les équations linéarisées (22) et (23) peuvent s’écrire :

D(o,¢) =0

et les équations completes d’intégrabilité (17) et (18) sont de la forme :
(24) D(0, %) + P(o,4)) = 0
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ot P(o,) est une somme de termes quadratiques et cubiques. Un calcul utilisant I'identité
de Jacobi montre que D? = 0. On obtient donc un complexe différentiel A :

(25) 00— A° 2y g1t 2y g2

dont on notera H*(.A) la cohomologie.

Notons maintenant = ’espace des éléments intégrables de A", c’est-a-dire I’espace des
couples (o, 1) dans A! qui vérifient les équations (5) et (6). Une famille F; de deformations
de F paramétrée par (T,0) est donnée par une famille de couples (w¢,n:) ou :

1 S
=5 Z Kfj(t)ﬁl N0 ® ey.
ig,k

Si on pose K}5(t) = KJ5 + Cl(t), n = —3 > ik Ko 0PN 0T R ey et :

1 . .
=3 D> CEWO AP @ ey

.5,k

alors (wg, ) = (w,n) + (01, 1:) et la famille F; peuvent étre vus comme une application
différentiable de T dans A!, envoyant ¢ dans (o,1;) € Al et dont I'image est contenue
dans =.

En particulier, si la famille de déformations est paramétrée par un intervalle de R,

lapplication ¢t — (o¢,1¢) est alors une courbe différentiable dans = passant par l'origine.

Le vecteur tangent & cette courbe % (0¢,1¢) vérifie équation D(o,1) = 0. Clest
t=0

un cocycle et définit donc une classe de cohomologie dans H'(A) appelée déformation
infinitésimale de la famille F;.

Plus généralement, lorsque T est lisse, il existe une application ¢ : ToyT — H'(A) qui
envoie un vecteur v € Ty dans la classe de cohomologie définie par la dérivée de (o, ;) a
I'origine dans la direction de v. On dira que o es 'application de Kodaira-Spencer associée
a la famille.

On fixe une métrique riemannienne sur la variété M et des produits scalaires sur
les sous-espaces vectoriels V¥ de /\k G* définis précédemment. Ils induisent des produits
scalaires sur les espaces A" = (Q)™ @ VT qui permettent de définir 'adjoint D* de D.
On pose A = DD*+ D*D. Le théoreme qui suit dit que le complexe différentiel A satisfait
a une version twistée du théoreme de Hodge ; celui-ci est un ingrédient essentiel dans la
preuve du théoréeme d’existence de I’espace versel pour les G /H-feuilletages. Notons H' le
noyau de A : A* — A"

3.16.2. Théoréme. Pour tout i, I’espace vectoriel H' est de dimension finie et on a une
décomposition orthogonale A" = H' & A(A") = H' & ImD & ImD*. De plus H'(A) est
isomorphe a H' (qui est donc de dimension finie).

Soit F un G/H-feuilletage sur une variété compacte M défini par une 1-forme w a
valeurs dans G.
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3.16.3. Definition. Une famille de déformations Fs paramétrée par un germe en
0 d’espace analytique lisse (S,0) est dite verselle si, pour toute autre déformation Fi
paramétrée par (T,0), il existe une application différentiable ¢ : (T,0) — (S,0) telle que
les déformations Fy et F,y) soient équivalentes. En plus, la différentielle dow de ¢ en 0
est unique. Cette application ¢ (qui n’a pas besoin d’étre unique) est dite verselle.

Si une famille de déformations F; de F paramétrée par un espace lisse (7,0) vérifie
cette méme propriété de versalité, il existe une application verselle (T, 0) % (S,0) qui soit
un isomorphisme. Ceci signifie que I'espace (.5,0), dit espace versel des déformations de
F, est unique a isomorphisme pres. On a le :

3.16.4. Théoréme. Soit F un G/H-feuilletage sur une variété compacte M défini
par une 1-forme w a valeurs dans G. Soit A le complexe différentiel associé a w défini
précédemment.

(i) Si HY(A) = 0 alors toute famille de déformations de F est triviale.

(ii) Supposons H*(A) = 0. Il existe alors une famille verselle F, de déformations
de F paramétrée par le germe (H'(A),0) de H*(A) a lorigine. Soit F'y une famille
de déformations de F paramétrée par un espace lisse (T,0). La différentielle dyp de ¢
en 0 de toute application verselle ¢ : (T,0) — (H'(A),0) coincide avec I’application de
Kodaira-Spencer o : ToT — HY(A) de la famille F;.

(iii) Soit F; une famille de déformations de F paramétrée par un espace lisse (T, 0).
Si lapplication de Kodaira-Spencer o : ToT — HY(A) de F; est un isomorphisme alors la
famille F; est verselle.

Soient r suffisamment grand et A% I’espace de Sobolev r-complété de A* pour la norme
| ||r. L’ensemble ¥ = {7 € Al : D*r = 0 et D*(D7 + P7) = 0} est, dans un voisinage
de T'origine, une sous-variété analytique de A% de dimension finie dont 'espace tangent
en 0 est H' = H'(A). On peut alors voir facilement que la recherche des solutions de
I’équation D* (D7 + P7)+ D D*1 = 0 se ramene a résoudre une équation elliptique et donc
les éléments de X sont différentiables.

3.16.5. Théoreme. Soit F un G-feuilletage de Lie sur une variété compacte M défini
par une 1-forme w a valeurs dans G. Soit (S,0) le germe en 0 de l’espace analytique :

S=YNE={rcAl:D*r=0e Dr+Pr=0}

Les éléments de S sont différentiables et déterminent une famille de feuilletages de Lie F.
Cette famille est faiblement verselle dans le sens suivant.

Soit (o,%) un élément intégrable de A' i.e. vérifiant D(o,) + P(o,v) = 0. Alors il
définit un feuilletage de Lie F' sur M. Si la norme de Sobolev ||(o,v)||, est suffisamment
petite, F' est isomorphe a Fs pour un certain s € S. Dans le cas ou l’espace analytique S
est lisse, la famille Fs est verselle.

3.16.6. Un autre aspect des déformations des feuilletages a été abordé dans [E47]. Nous
ne donnerons pas de détails, nous nous contenterons simplement du petit mot qui suit
donné en résumé du contenu du papier en question.
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Un feuilletage (M, F) est développable si son relevé (]\7 , .7-/:) a un certain revétement
T M\ — M associé a un sous-groupe I' C 71 (M) est une fibration localement triviale
D:M — W sur laquelle T" agit par automorphlsmes F (et donc sur la base W). Soient
E — M un fibré vectoriel feuilleté et E — M son relevement & M par w. On suppose
que E= D*(E) ot E est un fibré vectoriel sur W sur lequel I' agit. On montre :

i) Si la fibree L de F a une cohomologie (de de Rham) triviale — c’est le cas par
exemple si L est contractile — la cohomologie feuilletée H3(M,E) de (M,F) a valeurs
dans E est isomorphe & la cohomologie H*(I', C°°(E)) du groupe discret I' & valeurs dans
I'espace C*°(E) des sections C*° de E.

ii) Si H'(L) = 0, alors D’espace H%(M,V) (ou V = TM/TF est le fibré normal de
F) des déformations infinitésimales de (M, F) s’identifie naturellement & H (T, X(W)) ou
X(W) est le I'-module des champs de vecteurs C* sur la variété W. Beaucoup d’exemples
de calcul ont été donnés.

3.17. Le 0 le long des feuilles

Un feuilletage complexe F de dimension m sur une variété M est donné par un recouvre-
ment ouvert {U; };cr et des difféomorphismes §2; x O; RaNy 8 (ou €2; est un ouvert de C™
et O; un ouvert de R™) tels que, pour tout U; N U; # 0, le changement de coordonnées
goj_l o pi(z,t) = (#/,t') soit de la forme 2z’ = 7;,(z) et t' = ¢;;(2,t) avec ¢;; holomorphe
en z pour t fixé. Chaque feuille possede une structure complexe qui varie localement de
facon différentiable par rapport au parametre transverse. Ceci permet de définir la no-
tion de forme différentielle feuilletée (i.e. le long des feuilles) de type (p,q) (r = p+¢q
étant le degré total). De telles formes constituent un espace vectoriel AP9(M,F) et, de
facon analogue au cas classique, on a un opérateur de Cauchy-Riemann le long des feuilles
OF : APY(M,F) — AP (M, F) ; celui-ci vérifie 53: = 0. On peut donc définir la
cohomologie de Dolbeault le long des feuilles HP¢(M, F). La nullité de cet espace est
équivalente & l'existence d’une solution a € AP9~Y(M, F) de I’équation dra = B pour
toute forme B € AP4(M,F) telle que O3 = 0. Clest le probléeme du O le long des
feuilles. 1l peut étre interprété comme une version paramétrée (par I'espace des feuilles
M/F) du probleme du 0 usuel. De facon similaire au cas classique, la cohomologie de
Dolbeault feuilletée Hg*(M ) apparait comme obstruction a la résolution de ce probleme.
Dans les diverses tentatives pour résoudre le 0 ou, de maniére équivalente, pour calculer
les espaces vectoriels Hg_-*(M ), une difficulté majeure apparait souvent : la régularité des
solutions (quand elles existent) n’est pas a priori acquise ; ceci est di au fait, qu’en général,
I'opérateur 07 n’est pas elliptique (il 1’est seulement le long des feuilles) contrairement au
cas classique. Ce qui rend le probleme hautement non trivail. On peut toutefois citer des
avancées dans cette direction qu’'on peut trouver dans [DO], [GT] et [S¢]. Décrivons un
peu ce que nous avons obtenu autour de cette question.

Dans [E36] nous nous sommes intéressés au calcul de la cohomologie de Dolbeault de
deux feuilletages complexes. Ils ne sont que deux, mais ils sont extrémement riches et leurs
structures sont assez diversifiées. Le premier a une structure conforme tangentiellement et
transversalement et n’est pas riemannien. Le deuxieme a une dynamique compliquée et la
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croissance de ses feuilles (il y a des cyclindres et des plans) est exponentielle et est C'*°-
stable (cf. [E19]) ! Nous avons aussi décrit beaucoup d’objets géométriques qui leur sont
rattachés tels que les 1-formes F-holomorphes ou encore les fonctionnelles F-analytiques
invariantes etc.

Il serait tres difficile de décrire explicitement les résutats obtenus pour ces deux exem-
ples tellement cela nécessite I'introduction d’ingrédients techniques ! Nous allons toutefois
en donner une description minimale.

Le premier. On note M la variété (C2 x R) \ {0} munie du feuilletage complexe F de
dimension 2 défini par I'équation dt = 0 ((z1, 22,t) désignent les coordonnées sur M ) Ce
feuilletage est invariant par le difféomorphisme v : (21, 22,t) € M — (Az1, A\za, At) € M
(o A €]0,1]) et induit donc un feuilletage complexe F de dimension 2 sur la variété
quotient M = M / I' o I' est le groupe des automorphismes de F engendré par -y.

e Soit ©* 'espace des fonctions C'*° et F-holomorphes sur 'ouvert Up1o = C* xC* x R*

t
et qui s’écrivent f(z1,29,t) = Z % Ol Vimym, € C°(R*) avec les conditions

m1,me EN* 1 2

de convergence C'*° habituelles. Il contient I’espace © des fonctions C*° et F-holomorphes
sur 'ouvert Up;o = C* x C* x R et qui s’écrivent sous la méme forme mais cette fois-ci
Ymyms € C°(R) (avec aussi les conditions de convergence C> habituelles). On a montré

que :

e mims t , .
i) H2Y(M) = 77;7,,,(1) (séries C°°-convergentes).
F 1 IZ2 2
mq EN*
mo EN*
ii) H3(M,Hz) = ©*/6. O

Considférons le difféomorphisme o : t —— At € R ; il définit une action de Z sur
I'espace de Fréchet C°°(R). Celle-ci induit une action de Z sur I’espace :

01,77 gk (t)
miene A1 22
mo EN*

TYmimo ()‘t>

donnée par o(f)(z1,22,t) =

mq EN*
mo EN*

un Z-module qu’on notera L.
Posons A = HQ(M, Hz) =©*/6. On a une action de Z sur A induite par 'automor-

phisme du feuilletage F : 7 : (21, 22,t) € M —> (Az1, Aza, At) € M et ses restrictions aux
divers ouverts invariants :

et qui fait donc de l'espace H%l(]\? )

DUCRUEF MM

B Tmima (t) o TYmima ()‘t)
[f] = Z Zmgma — [f] = Z Nm1Fma

m1,ma€N* my,ma€N*
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ou, pour f € O [f] désigne sa classe d’équivalence dans A. On notera A7 le sous-
espace de A dont les éléments sont les y-invariants. Bien entendu, un élément de A7 est

t
représenté par une fonction f(z1,29,t) = Z Yomsm (1) avec Ym,m, € C(R*) telle

mq M2
1 %2
m1,mo EN*
que vf — f représente la classe nulle dans A i.e., pour tout (my,ms) € N*2, la fonction

~ mims t 5. . . *
Yrmims (t) = W)\TH&Z) — Ymyms (t) est dans 'image de la restriction p : C°(R*) — C*°(R).

3.17.1. Théoréme. On a :

(C st x =0
tmitma
Ceo c — six =1
0,%* o mimz _mj _ma2
HY* (M) = o g
mo €N*
HY(Z,L)® AY ik =2
L0 st x> 3
ot, pour tout (my,mg) € N* X N*, les ¢y m, sont des constantes complexes telles que la
$mitma
z o - z k *
série Z Cryma iy _my COMVETge uniformément sur tout compact de C* x C* x R.
g ENF 1 2
mo EN*

Le deuxiéme. Soit A € SL(n,Z) une matrice diagonalisable ayant toutes ses valeurs
propres Ay, - -+, A, réelles positives et différentes de 1 (on dit que A est hyperbolique). On
a une action du groupe R sur R" : (¢,z) € R x R" — A’z € R™ qui permet de construire
un groupe de Lie résoluble G = R” x4 R ayant I' = Z™ x4 Z comme réseau cocompact.
Le quotient G/I" est le tore hyperbolique TZ“. Soit v un vecteur propre de A associé a
une valeur propre A €]0, 1[. Les champs de vecteurs X = Mv et Y = % sont linéairement
indépendants et induisent des champs sur la variété ']I‘Z‘Jrl sur laquelle ils définissent un
feuilletage F de dimension 2 réelle. Ce feuilletage est muni d’une structure complexe

définie a ’aide de la structure presque complexe intégrable Jz(X) =Y et Jz(Y) = —X.

On note vy, - - -, v, des vecteurs propres unitaires associés respectivement aux valeurs

propres A, -+, A, de la matrice A. (Les composantes de v; seront notées (KY, -+, kL))
Nt )\t F

Les champs de vecteurs Y = et Xi=Nv, =\, <I~€1 5o Tt K =2 836 aveci=1,---,n

induisent des champs sur TZ“.

Le fibré tangent F-holomorphe T1°F et le fibré tangent F-antiholomorphe T°! F sont
respectivement engendrés par les champs Z = (X —iY) et Z = (X 4 iY) qui sont
donnés exactement par les formules :

1 0 0 0 — 1 0 0 0
Z = |\ k1z— n— —i=—1|, Z == |\ Kk — Ko e

2 { (’“axl T a:cn) Zat} ’ 2 [ (’“ 0my T T g, ) “aJ
Ces champs forment une base (Z, Z) du complexifié TF ®C du fibré tangent au feuilletage;

(Z,Z) admet pour base duale (w,w) olt w et @ sont les 1-formes feuilletées respectivement
de type (1,0) et de type (0,1) données par :

w=A""(kidry + -+ kpdr,) +idt et W= A"Y(kydwy + -+ Kpday,) — idt.
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La (1,0)-forme w vérifie rw = vw A dt et n’est donc pas F-holomorphe. Il n’y a en fait
aucune l-forme F-holomorphe sur (']I‘ZH, F). Le complexe de Dolbeault feuilleté s’écrit

0— Qggo(']l‘zﬂ) 97, Q%l (TZ“) — 0. De facon plus précise :

0,% frm41 O (T3 si*x=0
(T3 = {C‘X’(T”H)@w six=1

et Popérateur 07 est défini par Off = % [)\t </11 8f + o Rngy- ) + 15 } ® w.

Une fonction sur ']I‘Z‘Jrl est une fonction sur G = R™ x4 R invariante par I' = Z" x Z
; elle s’identifie a une fonction n-périodique, de période 1 en zq,---,x, invariante par
o:(x,t) €T" XxR+— (Az,t +1) € T" xR i.e. f(Az,t+ 1) = f(x,t) pour tout (x,t) €
T x R. Si une telle fonction f est intégrable, elle admet un développement de Fourier
Z fm( 2“T<mx ou les fy, sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules
mezZmn
intégrales fi () an e~2m{mz) g2 La condition d’invariance sur la fonction f se
traduit au niveau des fm par la relation :

(CD fm(t + 1) = me(t)

ou B est la matrice transposée de A.

Rappelons qu’on a une partition Z" = {0} U U {B'm:j€Z}on A, = A\ {0}
meA,
qui est la partie de Z™ \ {0} constituée par un et un seul élément de chaque orbite de B

agissant sur Z" \ {0}. Pour tout m € A, on note Hm le sous-espace de H=(M) :

—2n(Ri At
Hm E hBJme v m,0) ijm<x)
JEL

Le sous-espace Hg est réduit aux constantes, donc isomorphe a C. Chaque Hy, est fermé
et on a une décomposition en somme directe :

Ho(M)=Ho® P Hm

meA,

L’opérateur § : H (M ) — Hx(M ) défini par 6h = h—hoo ~! respecte cette décomposition
et son noyau est exactement HO Sa restriction a chaque Hy, est une injection Hy, — Hoy.
27 j t
Enfin pour tout m € A, soit H_, I'espace des fonctions h = Z hgime > (B/mlviA eBim(T)
JEZL
dans Hy, telles que hgj, = 0 pour j < jg ou jo € Z ne dépend que de la fonction h.
Pour m € AL U{0} (ou Ay = {m € Z" : (m,v) > 0}), on définit les applications

linéaires Ly : Hx(M) — C comme suit. Pour :



on pose :

(26) Lm(g) = ZgBjm et  Lo(g) = /n /0 g(z,t)dzdt = go.

JEZ

On vérifie facilement que Ly, et Lo ainsi définies sont des fonctionnelles f—analytiques non
nulles et o-invariantes sur (]/\4\ , F ). On note Ny, Uintersection de Hy, avec le noyau de Ly, .
3.17.2. Théoreéme. i) On a H%l(TZfl) = Hl(E,Hf(M)).

i) St g € Hyy avec m dans Ay U {0}, alors I’équation cohomologique ﬁ—analyt@'que
g=h—nhoo ! a une solution h € Hy, si, et seulement si, g € Nm ; ce qui implique
que HY (X, Hy,) est isomorphe a C. Ainsi lespace vectoriel H;)_-’l(TZH) est de dimension
infinie.

iii) Pour tout g € H, avec m € A_ = {m € Z" : (m,v) < 0}, l’équation coho-
mologique g = h — hoo~! a une solution unique h € Hy,.

iv) L’espace des fonctionnelles ]-/:-analytiques o-invariantes sur (]\/4\, ]?) est engendré
par les fonctionnelles Ly, avec m € Ay U {0}.

Je me suis récemment mis a regarder une version feuilletée (ou a parametre) du
théoreme de C. Guichard [Gu] obtenu a la fin du 19éme siecle : pour toute fonction
holomorphe g : C — C, il existe une fonction holomorphe f : C — C telle que
f(z) = f(z+ 1) = g(2) pour tout z € C. La généralisation que j’en ai donnée dans
[E37] est illustrée dans le théoreme qui suit.

3.17.3. Théoréme. Soit (M,F) un feuilletage complexe simple de codimension n dont
les feuilles sont des surfaces de Riemann non compactes et simplement connexes. Soit
v : M — M un automorphisme de F fizant chaque feuille et agissant librement et
proprement. Alors l'espace Hy(M) n’est pas réduit aur fonctions basiques et pour tout
g € Hr(M), U’équation cohomologique h — h o~y = g admet une solution h € Hxr(M) i.e.
espace vectoriel HY(Z, Hx(M)) est trivial (ici Hx(M) est vu comme un Z-module via
Vaction (k, f) € Z x Hr(M) — fo~y* € Hx(M)).

Bien entendu, si la variété M est le plan complexe C et le feuilletage est constitué
d’une seule feuille (M elle-méme), on retrouve le théoreme de Guichard en prenant pour
v la translation z € C— 2+ 1 € C.

Les méthodes intermédiaires utilisées pour démontrer ce théoreme ont donné quelques
résultats supplémentaires en rapport avec le probleme du 0.

Soit (M, F) un feuilletage complexe par surfaces de Riemann. Une fonction M ¢
est dite F-méromorphe si sa restriction a toute feuille est une fonction méromorphe au
sens usuel. Comme, en restriction a chaque feuille, les zéros et les poles sont isolés, leurs
ensembles respectifs sont transverses au feuilletage. On peut voir aussi que si on se donne
une petite sous-variété ouverte 3 (petite signifie contenue dans un ouvert U distingué
pour le feuilletage) lisse transverse au feuilletage, on peut construire des fonctions F-
holomorphes ou F-méromorphe sur U. La question suivante est tout a fait naturelle : étant
donnée une réunion dénombrable ¥ de petites sous-variétés ouvertes lisses ¥; transverses
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au feuilletage, existe-t-il une fonction F-méromorphe f : M — F admettant ¥ comme
ensemble de poles 7 En d’autres termes, y a-t-il une version feuilletée du théoreme de
Mittag-Leffler 7 La réponse est oui pour les feuilletages complexes que nous venons de
considérer et lorsque X vérifie certaines conditions.

Soit P une réunion dénombrable de parties P de M ; on dira que P est une famille
acyclique si elle satisfait les conditions qui suivent :

— P est discrete i.e. si P, P’ € P avec P # P’, il existe deux ouverts V et V' distingués
pour F disjoints tels que P C Vet P/ C V'

— Il existe un recouvrement ouvert acyclique (pour le faisceau H) U de M par des
ouverts U distingués tel que tout P € P est contenu dans un certain U € U et tout U € U
contient au plus un élément P € P. On dira que le recouvrement U/ est associé a P.

3.17.4. Théoréme (Mittag-Lefller avec parametre). On suppose que le feuilletage
complexe vérifie les hypotheses du théoréeme 3.17.5 ou que chaque feuille a Z comme groupe
fondamental. Soit ¥ une famille acyclique de sous-variétés ouvertes 3; transverses a F et
U = {U;} un recouvrement ouvert associé a . Sur chaque U; on se donne une fonction
F-méromorphe h; : Uy — C et F-holomorphe en dehors de ¥; de telle sorte que h; — h;
soit F-holomorphe sur U; N U;. Alors il existe une fonction F-méromorphe h : M — C
telle que h — h; est F-holomorphe sur U;.

De facon similaire, en utilisant le théoreme 3.17.4, on peut montrer un théoreme
d’existence de fonction F-holomorphe a zéros prescrits.

3.17.5. Théoréme. On suppose H*(M,Z) = 0 et que le feuilletage compleze (M, F)
satisfait aux hypothéses du théoréme 3.17.6. Soit Z = {Z;} une famille acyclique de sous-
variétés ouvertes transverses a F et U = {U;} un recouvrement ouvert acyclique associé
a Z. Sur chaque U; on se donne une fonction F-holomorphe h; : U; — C admettant Z;
comme ensemble de zéros et que Z—] est F-holomorphe et sans zéro sur U; N U;. Il ewiste
alors une fonction F-holomorphe h sur M admettant Z comme ensemble de zéros.

Dorénavant, on supposera que M est un ouvert C x B ou B est n’importe quelle variété
différentiable. On munit M du feuilletage complexe F dont les feuilles sont les traces sur
M des plans complexes C x {t} ou t € B. On dira que F est le feuilletage canonique sur
I'ouvert M

Soit f : M — C une fonction F-holomorphe. On dira que f admet un prolongement
F-holomorphe s’il existe un ouvert M de C x B contenant strictement M et une fonction
F-holomorphe f : M — C dont la restriction a M soit égale a f. On dira que M est
un domaine de F-holomorphie, s’il existse une fonction F-holomorphe sur M qui n’admet
aucun prolongement F-holomorphe.

3.17.6. Théoreme. Soit M un domaine borné de C x B dont le bord OM est une
variété de classe C2. Supposons que le feuilletage complexe canonique (M,F) satisfait
auz hypothéses du théoréme 3.17.6. et que H*(M,Z) = 0. Alors M est un domaine de
F-holomorphie.

Dans la référence [E42] je me suis intéressé a l'existence de fonctions méromorphes
ayant des poles prescrits dans un cadre un peu différent.
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3.17.7. Théoreme. Soit F un feuilletage complexe dont les feuilles sont des surfaces de
Riemann non compactes défini par une fibration différentiablement triviale 7 : M — B
mais pour laquelle la structure complexe de chacune des fibres 7=1(t) depend de t. Soit
o : B — M une section de m contenue dans une partie F-relativement compacte M.
Alors, pour tout ouvert F-relativement compact U contenant ¥ = o(B) et tout entier s > 0,
il existe une fonction U — C de classe C*® qui n’est constante sur aucune des feuilles de
(U, F), meromorphe le long des feuilles et dont l’ensemble des pdles est exactement X.

La démonstration de ce théoreme, qui est un peu longue et élaborée, donne au passage
celle du théoreme suivant qui est une sorte de théoreme de finitude.

3.17.8. Théoreme. On se met dans les hypotheses du théoréeme 3.17.7 et on suppose
que les feuilles sont des surfaces de Riemann compactes ainsi que la variété B. Alors
HYY(M, F) est un module finiment engendré sur l’algébre de Banach Ci(B) des fonctions
de classe C® dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre s sont bornées.

Ici HY(M, F) est le premier espace vectoriel de cohomologie de Dolbeault le long des
feuilles des formes de classe C'® qui sont C'*° le long des feuilles et dont toutes les dérivées
jusqu’a l'ordre s sont bornées.

Le calcul explicite de HY* (M, F) sur des exemples concrets est assez complexe méme
lorsque s = 0 (i.e. aucune régularité transverse a part la continuité n’est exigée). Toutefois
nous sommes arrivés a le faire sur un exemple loin d’étre trivial : le feuilletage affine
complexe de Reeb sur une surface de Hopf S"™1 x St (cf. [44]).

e On pose M = C x R™\ {(0,0)} et on considere le feuilletage F défini par le systéme
différentiel dt; = ... =dt,, = 0ou (2,t1,...,t,) sont les coordonnées d’un point (z,t) dans
M. Les feuilles de F sont holomorphiquement équivalentes a C sauf celle qui correspond a
t =0 qui est C*. Soit ¢ : M — M le difféomorphisme de M défini par ¢(z,t) = (Az, At)
ou A €]0,1[. L’action de Z engendrée par ¢ est libre, propre et discontinue ; le quotient
M=M /¢ est difféomorphe & la variété de Hopf réelle S"T! x S!. Le feuilletage F est
invariant par ¢ et induit un feuilletage complexe F) de dimension 1 sur M. Les feuilles
sont des copies de C sauf celle qui correspond a ¢t = 0 qui est une courbe elliptique C'\ dont
la structure complexe est donnée par celle de la couronne {z € C : |\| < |z] < 1}. Tout
isomorphisme de feuilletages f : (M, F\) — (M, Fy/) induit un biholomorphisme de C)
sur Cy. Donc si [A| # |N|, F n’est pas isomorphe a Fy/.

e Cherchons le groupe G(F,) des automorphismes de Fy sur M = M /¢ (dans le
cas ot M = C x R). Un élément f € G(F)) est donné par un automorphisme f :
M — M de F commutant a Daction de ¢ ; il s’écrit F(z,t) = (fi(z, 1), f2(t)) ou fi est
holomorphe en z et commute a la multiplication z — Az et f5 est un difféomorphisme de
R ; f1 est nécessairement de la forme fi1(z,t) = a(t)z ou a(t) € GL(1,C) = C* dépendant
différentiablement de ¢. D’autre part, comme C* n’est pas équivalent a C, fy doit fixer
0 et commuter a I’homothétie ¢o : t — At i.e. fo(At) = Afa(t) ; il est alors du type
fa(t) = bt ou b € R*. Le groupe G(F)y) est donc celui des transformations de la forme
(z,t) — (a(t)z,bt) ou a € C°(R,C*) et b € R*.

La variété ici est M = S"+! x S qui est le quotient de M = C x R” \ {(0,0)} par
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Paction de Z engendrée par I'automorphisme (z,t) € M — (Az, \t) € M. Elle sera munie
du feuilletage Fy qu’on notera simplement F. Voici le résultat que nous avons obtenu
apres un calcul long et assez laborieux.

3.17.9. Théoréme. Les espaces vectoriels H)° (M, F) et HJY (M, F) sont tous les deuz
isomorphes a C.

3.18. Dynamique des groupes d’homéomorphismes

Soient E un espace métrique et G un sous-groupe de Homéo(E). Si A est une partie de
E, A sera son adhérence ; l'orbite d’'un point = € E sera notée G(zx).

Un ensemble M C E est dit minimal s'il est fermé, invariant et minimal (au sens
de l'inclusion) pour ces propriétés ; une orbite est dite minimale si son adhérence est un
minimal. On rappelle que la classe d’une orbite O, qu’on note C¢(O), est la réunion des
orbites O’ telles que O = O. Bien sfir Cl(0) = {xz € E: G(z) = O}. On a les propriétés
qui suivent.

i) Supposons O propre ; alors C¢(O) = O.

ii) L’adhérence de O est un ensemble minimal si, et seulement si, O = C/(O).

iii) Pour toute orbite O, on a O = C¢(O).

Le théoreme qui suit donne quelques propriétés qualitatives des groupes équicontinus
d’homéomorphismes d’un espace métrique F (c’est le cas des groupes d’isométries par
exemple). Le groupe Homéo(E) des homéomorphismes de E sera muni de la topologie C°
(appelée aussi topologie compacte-ouverte). Tout ce qui suit a été établi dans [E33].

3.18.1. Théoreme. Soit G un groupe équicontinu d’homéomorphismes d’un espace métri-
que E. On a les propriétés suivantes.

1) Toute orbite O est minimale.
2) Si toute orbite est fermée, 'espace des orbites E/G est séparé.
3) L’espace des classes d’orbites E/é est toujours séparé.
4) Si E est compact, l’adhérence G de G dans Homéo(E) est un sous-groupe compact
d’homéomorphismes de E et, pour tout v € E, on a G(z) = G(z).

3.18.2. Corollaire. Soit G un groupe équicontinu d’homéomorphismes d’un espace métri-
que connexe E. Alors :

1) Si G a une orbite O localement dense, toute orbite est partout dense. (En effet,
dans ce cas O est un ensemble minimal d’intérieur non vide.)

2) Toute orbite O propre est fermée. (En effet, dans ce cas O\ O est un fermé invariant
strictement contenu dans I’ensemble minimal O et par suite O \ O est vide.)

3) Si E est compact et si G a une orbite O localement dense, le groupe G opére
transitivement ; cela signifie que si x € O on a :

3.18.3. Remarques
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i) Sous les hypotheses du théoreme 1 et si E est compact, I'espace E/ G des classes
des orbites de G coincide avec I'espace des orbites E/G de G.

ii) Il existe un difféomorphisme f : R? — R? ayant toutes ses orbites fermées non
périodiques et I'espace des orbites R?/f non séparé. Donc I'hypotheése d’équicontinuité
dans le théoreme 3.18.1 est substantielle.

3.18.4. Théoreme. Soit G un groupe dénombrable équicontinu d’homéomorphismes d’un
espace vectoriel réel de dimension finie. St G possede une orbite relativement compacte,
toute orbite fermée est relativement compacte. On a le méme résultat si E est un espace
métrique compact conneze.

Comme il existe un difféomorphisme f : R? — R? ayant des orbites finies et des orbites
fermées infinies, 'hypothese d’équicontinuité est donc substantielle.

3.18.5. Théoreme. Soit G un groupe dénombrable d’isométries d’un espace vectoriel réel
de dimension finie E. Supposons que toute orbite de G est finie ; alors le groupe G est
fini.

Dans [E33] nous y avons aussi étudié ’homotopie du groupe Homéo (S') des homéo-
morphismes du cercle S! qui préservent l'orientation. On y donne une nouvelle démon-
stration élémentaire du fait que Homéo, (S') se rétracte par déformation sur S' vu comme
sous-groupe constitué des rotations.

3.19. Equations cohomologiques

Un systéme dynamique discret (SDD en abrégé) est la donnée d’un couple (M,~) ou M
est une variété et v un difféomorphisme de M. On dira que deux SDD (M,~) et (N, o)
sont conjugués s’il existe un difféomorphisme h : M — N tel que 0 = hoyoh~!. Un
systeme dynamique continu (SDC en abrégé) est la donnée d’un couple (M, X) ou M est
une variété et X un champ de vecteurs sur M. Deux SDC (M, X) et (NV,Y) sont dits
conjugués s’il existe un difféomorphisme h : M — N tel que hy(X) =Y.

On se donne un SDD (M, v) et un SDC (M, X'). On note C*°(M ) 'espace des fonctions
complexes de classe C* sur M. On s’intéresse aux problemes suivants. Soit g € C°°(M).

(1) Existe-t-il f € C>°(M) telle que f — foy=g 7
(2) Existe-t-il f € C°(M) telleque X - f =¢ ?

L’équation (1) est appelée équation cohomologique discréte du SDD (M, ~) et la (2)
équation cohomologique continue du SDC (M, X). La résolution de ces deux équations
est un probleme important en théorie des systemes dynamiques. Mais il est tres difficile
d’attaque dans la plupart des cas.

Nous avons introduit la notion de distibution invariante par un difféomrphisme v (c’est
un cas particulier de courant invariant). Introduisons maintenant la notion de distribution
invariante par un champ de vecteurs X. L’opérateur X : C*°(M) — C°(M) admet
une extension naturelle aux distributions X : T' € D'(M) — X - T € D'(M) avec
(X -T,¢) = —(T, X - ). Une distribution T est dite invariante par X ou X-invariante
si elle vérifie X - T = 0 i.e. elle est nulle sur I'image de X : C*°(M) — C°°(M) qui est
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I'espace des divergences de X. Une condition nécessaire (et non suffisante en général) pour
que I’équation X - f = g admette une solution f est donc (7', g) = 0 pour toute distribution
T invariante par X. De méme, une condition nécessaire (et non suffisante en général)
pour que I’équation cohomologique discrete f — f oy = g associée a un difféomorphisme
v : M — M admette une solution f est donc (T,g) = 0 pour toute distribution T
invariante par +.

Je vais énoncer, de fagon assez breve, les résultats essentiels que j’ai obtenu dans [E35]
en collaboration avec A. Dehghan-Nezhad.

1 - Soit X un champ de vecteurs sans singularités définissant un flot riemannien F
(qu’on supposera transversalement orientable pour simplifier) sur une variété complete M.
Alors, comme on I’a déja vu, ce flot se releve au fibré des reperes orthonormés directs trans-
verses R = SO(n) — M# 25 M en un flot transversalement parallélisable F# (défini
aussi par un champ de vecteurs sans singularités X# tel que p.(X#) = X). L’adhérence
de toute feuille de F# est alors un tore sur lequel F# est défini par un champ de vecteurs
linéaire (c¢f. [Cal]). Cette adhérence se projette par p sur 'adhérence d’une feuille de F
et le flot induit sur cette adhérence est aussi linéaire. On dira que F est diophantien si
F# Dest (cela signifie que le vecteur qui définit le champ linéaire dans chaque fibre est
diophantien). On a un diagramme commutatif :

com#) X oo (M
ol o

(27) oo (M) X oo (u#)
p* 1 Tp*

Ce (M) =5 C(M).
L’équation cohomologique continue du SDC (M, X') est donc équivalente a I’équation co-
homologique continue X# - f# = ¢g# du SDC (M#, X#) équivariante sous l’action du
groupe R ; cela signifie qu’on se donne g# € C%°(M#) et on cherche f# € C%(M¥) telle
que X# . f# = g#. Cette équation admet une solution f# € C* (M%) si, et seulement

#
si, l'intégrale [,., p*(g) de g# sur la fibre de la fibration basique F# — M# 5 W est
nulle. Si cette solution n’est pas R-invariante, on la remplace par sa moyenne o (f#) sur
le groupe R qui en est une. Pour toute fonction f € C°°(M), on pose :

29 10 =6y ([ )

(c’est 'intégrale de la fonction p*(f) sur la fibre de 7#). La quantité [, p*(f) est une fonc-
tion C>°, F#-basique sur M# et invariante par l’action de R, donc son image réciproque
par p* est une fonction C*° sur M, basique pour le feuilletage F. L’application I est donc
en fait a valeurs dans C*° (M /F) ; c’est une surjection de 'espace de Fréchet C°°(M) sur
I'espace de Fréchet C°°(M/F). On a alors le :

3.19.1. Théoreme. Soit F un flot riemannien complet sur M défini par un champ X.
On suppose F diophantien. Alors l’équation cohomologique continue X - f = g a une
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solution si, et seulement si, on a 1(g) = 0. L’espace Hx=(M) est canoniquement isomorphe
a lespace C°(M/F) @ x qui est aussi isomorphe a Cgy(W).

Corollaire immédiat : L’espace D (M) des distributions sur M invariantes par le
champ X est canoniquement isomorphe a Uespace Dp(W) des distributions sur W invari-
antes par le groupe compact R.

2 - Soient M une variété compacte et v : M — M un diffeomorphisme On note
(x,t) les coordonnées d’un point z de N=MxRet X le champ 2 5% 5 X est invariant par
le difféomorphisme (x,t) € M x R+ (y(z),t+ 1) € M X R et induit donc un champ de
vecteurs X partout non nul sur la variété quotient N = M x R/(z,t) ~ (y(x),t+ 1). La
deuxieme projection F:N=MxR — R est équivariante par rapport aux actions du
groupe 7 : tER—t+keRet (VF,m): (2,t) € N — (VF(z),t + k) € N : cela
signifie que, pour tout k € Z, le diagramme suivant est commutatif :

- ko -
N N

Donc 7 induit une submersion 7 : N — S! ; c’est en fait une fibration plate de mono-
dromie . Notons F le flot défini par X ; on dit que (N, F) est la suspension de (M, ).
On ale :

3.19.2. Théoreme. L’équation cohomologique continue X - f = g a une solution sur N
si, et seulement st, 1’ equation cohomologique discréte K — K oy = ® a une solution sur

M pour ®(x fo x,t)dt.

Corollalre immédiat : La transposee C’ de Uapplication linéaire continue et surjective
¢ qui a g € C°(N) associe ((g fo t)dt € C>°(M) est un isomorphisme de D. (M)
sur D’y (N).

3 - Soit A € SL(n,Z) une matrice diagonalisable sur le corps des nombres réels ayant
toutes ses valeurs propres positives. On supposera qu’elle est hyperbolique i.e. 1 n’est pas
dans son spectre. On notera B la transposée de A.

La matrice B agit linéairement sur le réseau Z"™. Soit ¥ une partie de ce réseau
contenant un et un seul représentant de chaque orbite de cette action. L’orbite de 0 est
réduite a {0}. Il est clair que Z" = U {B¥(m) : k € Z} est une partition de Z".

meX
Pour tout m € ¥, soit Vi, le sous-espace de C°°(T") engendré par la famille de fonc-

tions {Oprm : k € Z} i.e. les fonctions f € C°°(T") qui s’écrivent : f =3,/ fBrm©OBim
L’espace Vp est égal a C et nous avons une décomposition orthogonale :

C>(T™) @v

meXx

L’action du groupe Z sur T™ par la matrice A induit une action sur C°°(T") définie
par application f € C>®°(T") — fo A € C°°(T"). Si la fonction f € C(T") est
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de la forme f = Z fmOm, alors fo A = Z fm©pBm. L’action préserve chaque

meZn mezZn

Vin (et bien str aussi le sous-espace Vo = C). Pour f = Zkam@Bkm € Vm, On a
keZ

foA= Zkam@Bk+1m. Pour tout m € ¥, soit 7y : C°(T") — Vi la projection

keZ
orthogonale sur le sous-espace Vi, et fy, : C°(T") — C la forme linéaire continue définie

par :

lea(f) = T (£)(0) = Frim.

L’orbite Ag étant réduite a 0, la forme fg n’est rien d’autre que fo(f) = an f(x)dz = fo.

On pose H = ﬂ (Noyau de #y,) qui est un sous-espace fermé de C*°(T"). Le théoreme

mey
qui suit donne les conditions exactes de résolution de 1’équation cohomologique discrete

pour (T™, A).

3.19.3. Théoreme. Il existe un opérateur borné L : H — C(T") tel que, pour toute
fonction ® € H, la fonction K = L(®) est solution de l’équation cohomologique discréte

K—-—KoA=09.

Corollaire immédiat : L’espace D’y (T™) des distributions A-invariantes sur T™ est
engendré par les formes linéaires continues by, : f € C°(T") — mm(f)(0) € C avec m
variant dans X.

Nous avons appliqué le théoreme 3.19.3 pour résoudre ’équation cohomologique con-
tinue du flot d’Anosov associé a la matrice A. Mais d’abord une description explicite de
la variété qui supporte ce champ parait nécessaire.

On suspend le difféfomorphisme linéaire A : T" — T™ ; on obtient la variété TT;‘H
qu'on a déja rencontrée. On la reprend alors avec les champs de vecteurs X = % et
X; = Mu; oui =1,---,n. Comme toutes les valeurs propres Ay, ---, A, sont différentes
de 1, le champ X définit un flot d’Anosov. C’est a son équation cohomologique que nous
allons nous intéresser.

Tout élément de C°° (T’ ') est une fonction C= : (x,t) € T* x R SR f(z,t) € C qui

vérifie en plus la condition d’invariance f(A(x),t+ 1) = f(z,t). Elle se développe en série
de Fourier :

F@) = 3 fn(t)Oum(2)

mezZnr

ou les coefficients de Fourier (dépendant de maniere C*° du parametre t) vérifient les
relations fm (¢t + 1) = fpm(t). Notons I I’application linéaire continue de C°°(T";!) dans
C>(T™) qui & toute fonction g associe I(g) = fol g(-,t)dt.

3.19.4. Théoréme. Soit g € C’OO(']I‘ZH). L’équation cohomologique continue X - f =g a
une solution f € C=(TT1) si, et seulement si, pour tout m € ¥, on a €y(I(g)) =0. La
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solution est donnée, a une constante additive pres, par la série :

z,t) = t m(w)du — [ wo (w)du | 207 (),
(20) f(x.t) Z(/lgmd ;/OgBmmd)

meznr

Des versions plus générales du théoreme 3.19.3 (pour 'un d’eux sur un groupe de
Lie compact) ont été données dans [E41]. L’une d’elles reste pour le tore T™ mais le
difféomorphisme en question est associé a une transformation affine.

Soit v 'automorphisme affine de T™ donné par v(x) = A(x + a) ou A est une matrice
de GL(n,Z) i.e. A is est a coefficients entiers et de déterminant égal a 1 ou —1 et la
constante a = (ay,- - -, ay,) est un élément de T™ (vu comme un vecteur de R™).

Soient A’ la transposée de A et B l'inverse de A’. Pour tout k € Z, B* désigne la
|k|®™€ puissance de B si k > 0 et celle de B~ si k < 0. On définit la suite de matrices
S ) indexée par Z comme suit :

(

So=0
Sk+1 - SkB —|— [
Cette suite est facile a construire par récurrence. On pose :
at ={meZ": (ma)=0} et Fp={mecZ":B(m)=m}

Alors at et Fp sont des sous-groupes de Z". Dorénavant, on supposera que les hypothese
suivantes sont satisfaites :

La matrice B n’a pas de vecteur fire m € Z™ i.e. aucun vecteur m € Z" ne satisfait
B(m) =m.

L’action de ~ sur une fonction f : T" — C est donnée par :

fory= Z 62i7T<A/(m)7a>fm@A,(m) = Z 62m<m7a>fB(m)®m-

meznr meznr

L’équation cohomologique f — f oy = g donne lieu au systeme :
fm — eQi”<m’“>fB(m) =gm pour mé€Z".

Il est alors clair que le noyau L de l'opérateur §(f) = f — f o~y est engendré par O, avec
m variant dans le sous-groupe a®~ N Fg i.e. :

L={feC®T"): fm=0form¢a-NFEg}.

Une condition nécessaire pour que le systéme fu —e™ ™0 fp v = g, (avec m € Z™)
admette une solution est donc gy, = 0 pour m dans a~NFp. Soit V le sous-espace vectoriel
de C>°(T™) defini par :

V:{fECOO(T”):fm:OpourmE(zLﬂFB}.
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L’opérateur § : C*°(T") — C°°(T") préserve chaque facteur de la décomposition :
C=(T") =V & L.

On peut donc se limiter a étudier 'opérateur o sur V. Pour g € V donnée, le systeme en
question a comme solutions formelles :

(0 siméeatnNFg
9m . 1\¢
= ) T sim € (at) NFp
o o0
fm = Z 62”<S’“(m)’“>gBk(m) sinon.
\ k=0
ou : )
0 simeatnFg
. C
o= Ty SlmE(CLJ‘> N Fg
— =
— 0
Jm=— Z 62”<S’“(m)’a>gBk(m) sinon.
k=—1

\

L’injectivité de § force ces deux solutions a coincider, ce qui impose la condition :

ZeZiTr<Sk(m),a>gBk(m) —0.
keZ

Soit ¥ le sous-ensemble de Z™ contenant un et un seul élément de chaque orbite de
Paction de B sur Z™\Fp. On pose ¥ = (a™ N Fp) U (X \ Fp). Pour tout m € X, on note
Tm la fonctionnelle linéaire C>°(T") — C definie par :

Jpn Om(®)g(z)dz = gm pour m € a= N Fp

T, g) = j
< 9> 2621W<Sk(m)7a>g3k(m) pour m € X \ Fp

keZ

oll O (r) = e~2™m2)  Un calcul immédiat montre que Ty, est continue et vérifie la
relation (T, f oy) = (Tm, f) ; donc cette fonctionnelle est une distribution 7-invariante
sur T".

Notons Ny, le noyau de Ty, et N l'intersection de tous les Ny, ; N est un sous-espace
fermé de C'>°(T").
3.19.5. Théoréme. L’adhérence de l’image de l'opérateur 6 : C°(T™) — C°(T™) est
égale au sous-espace N'. Ceci montre que l’espace iR (Z,C>(G)) (de cohomologie réduite
du groupe discret 7 a valeurs dans C>°(T™)) est isomorphe a C(T™)/N et que l’espace
D, des distributions y-invariantes sur T™ est engendré par les fonctionnelles Ty,.
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4 - Soit F un espace de Fréchet complexe dont la topologie est définie par une famille
séparante de semi-normes (p,)nen. On se donne un opérateur continu 7' : E — E (i.e.
une application linéaire continue). On dira que T est inversible s’il existe un opérateur
continu S : E — E tel que ST = TS = I (I est l'identité de F). On appelle valeur
spectrale de T' tout nombre complexe A tel que 'opérateur T — Al ne soit pas inversible.
L’ensemble des valeurs spectrales de T est le spectre de T ; on le note o(7T). Si E est un
Banach, o(T') est une partie fermée de C contenue dans le disque D(0, |||T'|||) ou |||T||| est
la norme de 'opérateur 7. Ce qui n’est pas toujours le cas sur un Fréchet quelconque. On
appelle valeur propre de T' tout nombre complexe A tel que I'opérateur 1" — AI ne soit pas
injectif. Tout vecteur x non nul de E qui vérifie T'x = Ax est appelé vecteur propre associé
a la valeur propre A. Bien str, toute valeur propre est une valeur spectrale.

Soient maintenant ¥ une surface de Riemann non compacte et H(X) 'espace des
fonctions holomorphes ¥ — C muni de la topologie C° qui en fait un espace de Fréchet.
Soit v un automorphisme de Y. Alors vy définit un opérateur de composition :

fEH(T) s foy e H(E)

sur H(X). C’est un automorphisme topologique de H(X) et donc A = 0 est une valeur
réguliere de T'. Une question se pose naturellement : quelles sont les valeurs A € C* qui
constituent le spectre o(T) de T' 7 Les opérateurs T — A\l sont-ils surjectifs 7 A priori la
réponse a cette derniere question n’est pas si évidente mais nous allons voir qu’une simple
remarque sur la cohomologie d’une variété de Stein a valeurs dans un faisceau analytique
cohérent permet de donner presque immédiatement la réponse.

3.19.6. Théoreéme. [E40] Soient X une surface de Riemann non compacte et v un
automorphisme de ¥ agissant de facon libre et propre et tel que la surface de Riemann
M =3/~ soit non compacte. Alors :

i) Pour tout A € C, lopérateur T — X est surjectif i.e. [’équation cohomologique
Tf— \f =g admet une solution f € H(X) pour toute donnée g € H(X).

i1) On suppose ¥ simplement connexe. Alors tout nombre complexe N\ non nul est
valeur propre de l'opérateur de composition T induit par v sur H(X). Le sous-espace
propre Hx(2) associé a X est isomorphe a H(M).

Si on pose ¥ =C, y(z) = z+ 1 et A =1, on récupere le théoreme de Guichard [Gu].
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4. COLORIAGE DE QUASI-CRISTAUX
DYNAMIQUE SYMBOLIQUE

4.1. Coloriage

Un pavage de I'espace euclidien E™ (R™ muni de son produit scalaire usuel) est une partition
P de R™ par des polytopes (pour simplifier) n’ayant en commun que leurs faces. Un élément
P de P sera appelé pavé. Un automorphisme de P est une isométrie o : E® — E" qui
envoie pavé sur pavé ; I'ensemble Aut(P) des automorphismes de P est un sous-groupe
du groupe Iso(E™) des isométries de R™. On dira que P est périodique si Aut(P) contient
un sous-groupe 7 isomorphe au réseau Z" de R™ i.e. s’il contient n translations 7, -+, 7,
linéairement indépendantes. En particulier un tel pavage peut étre bati a partir d'un
nombre fini de types de pavés. La dimension n = 2 offre une image plus précice : celle
d’un carrelage a I’aide d’un seul type de carreaux par exemple. Les exemples qui vont nous
intéresser ne sont pas périodiques mais presque.

Un pavage P est dit répétitif s’il peut étre construit a partir d’'un nombre fini de pavés
et possede la propriété d’isomorphie locale : n’importe quel “morceau” de E" dans une
région bornée se répete dans n’importe quelle autre région de taille suffisamment grande.
Beaucoup d’exemples intéressants de pavages sont hiérarchiques dans le sens ou il y a
un certain nombre de regles qui permettent de passer d'un pavage Py a un autre pavage
similaire P; avec le méme type de pavés mais d’une taille plus grande (dans un rapport
7) ; les pavés de P; sont des unions de ceux de Py. La réitération du procédé permet
de construire un pavage P, dans un rapport de taille 72 et ainsi de suite... Le pavage de
Penrose-Robinson du plan bati a 1’aide des deux triangles ci-dessous en est l'illustration
parfaite !

PN

Les deux triangles sont isoceles. Les deux cOtés égaux du
1+v5 (
2

premier mesurent 7 = nombre d'or) et le troisieme
vaut 1. Le deuxieéme a ses deux cdtés égaux qui mesurent
1 et le troisitme mesure 7. Ces deux triangles collés de
deux manieres différentes le long de leurs c6tés donnent
deux autres qui leur sont semblables mais avec des cOtés

multipliés par 7 (cf. (Fig.5))).

Fig.4
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Nous nous sommes intéressés au coloriage d’un pavage répétitif et hiérarchique P. On
appelle coloriage de P toute application surjective ¢ : P — M ou M est un ensemble
fini M (ensemble de couleurs). Supposons qu'un groupe fini G agit sur M a l'aide d’une
application 0 : G x M — M. On dira que le coloriage ¢ : P — M admet une symétrie
locale (ou simplement a une (G, o, M )-symétrie) si, pour tout g € G et tout morceau 3
du pavage P dans n’importe quelle région bornée, il existe R > 0 tel que toute boule de
rayon R contient un morceau Y’ isométrique a4 ¥ mais avec des couleurs obtenues & partir
de celles des pavés de X permutées par g. Notre résultat fondamental est alors le suivant :

4.1.1. Théoréme [E25]. Soit P un pavage répétitif et hiérarchique. Alors, pour tout
triplet (G, o, M), il existe un coloriage ¢ : P — M ayant une (G, o, M )-symétrie.

Pour décrire la suite du travail, nous aurons besoin d’une notion d’orientation sur
I'ensemble des pavés (du pavage de départ Py) d’un pavage répétitif P = (P,),y. Rap-
pelons qu’il n’y a qu'un nombre fini de types de pavé qui permettent (en suivant ceraines
regles) de paver ’espace euclidien ; pour simplifier (et ceci sera sans perte de généralité),
on va supposer qu’il y en a deux : les petits notés dg et les grands notés 9. Soient H un
groupe fini et p un entier strictement positif. Soit ¢, un pavé (grand ou petit) de P, et
notons Us, I'ensemble de ses Py-pavés. Une H-orientation relative de ces pavés est juste
une fonction ¥y : Us, — H.

On définit ¥ () pour n’importe quel pavé § de n’importe lequel des P, de la fagon
suivante. (On dira que ¥y (0) est la H-orientation relative de 0.) Le pavé 0 est contenu
dans un unique pavé 0,,4p de Pp,4p ; sa position relative dans d,,4, détermine un unique
élément 0’ de U, ; on pose alors W (0) = W (d'). Etant donnée une H-orientation relative
Uy, on dira qu'une fonction @y : Py — H est une H-orientation globale des pavés de Py
si la propriété qui suit est satisfaite : pour deux pavés distincts «, 3 € Py, soit m un entier
tel que o et B appartiennent au méme pavé de P,,, ; on considere les suites de pavés :

Q= Qp, 0p, ", Ump = Bm;mﬁ(m—l)p?'“vﬁpvﬁo = B

tels que oy, (resp. fjp) est I'unique pavé de Py, contenant a(;—1), (resp. B(j—1)p). La
propriété qu’on demande est alors :

Upr(mp) - V(ap) Yy (amp) Pa(@) ™ =VYgBmp) - Yu(Bo) Vi (Bmp)  @u(B)~ .

On peut toujours trouver une H-orientation globale ® g : Py — H a partir de n’importe
quelle H-orientation relative Wy satisfaisant la condition qu’on vient de mentionner. En
effet, on fixe ag € Py, on pose Py () = 1 (élément neutre de H) et, pour n’importe quel
B € Py, on pose :

(30) Py (B) = Vula) " Walap) ™ Y (amp) ™ - Ca(Bmp) - Vu(By)¥u(Bo
ou o = o, Ap, 5 Ump = Bmp, Bim—1)p>***» Bps Bo = B vérifient les méme conditions que

précédemment. On a la propriété : l'image H' = ®y(Py) est un sous-groupe ; on peut
donc au besoin remplacer H par H’, ce qui nous amene a nous autoriser a supposer que ® g
?
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est surjective. On peut méme choisir ®y avec des propriétés en plus qui nous sont utiles
mais que nous ne décrirons pas (nous n’en aurons pas besoin pour énoncer les résultats).

Lorsqu’une H-orientation globale ® est donnée on peut aussi considérer des colo-
riages ou les pavés ne peuvent recevoir que des couleurs permises par leur orientation. Plus
précisément, soit G un groupe fini agissant sur M (ensemble des couleurs). Soient h € H
et M}, une partie non vide de M G-invariante. On dira que le coloriage Py — M est isolé
si tout pavé ayant l'orientation h n’est coloré que par les éléments de Mj,. Autrement on
dira que le coloriage est mixte.

Soit maintenant ®y : Py — H une H-orientation globale. Pour h € H, soit M
la partie G-invariante de M des couleurs permises aux pavés ayant l'orientation h ; les
G-orbites de M}, seront notées Cj, 1,---,Ch n (N dépend de h bien str). Supposons que
I’on veuille que les couleurs Cy, 1, - - -, Ch, v apparaissent avec des fréquences ap 1, -, an N
(entiers positifs) parmi les pavés ayant l'orientation h. Soient S; une union disjointe de
ap,1 copies de C}, 1, ap 2 copies de Ch, 2, -+, ap, N copies de Cp, n et S = H Sy. Le groupe

heH
G agit sur S coordonnée par coordonnée. Soit k le cardinal de S, fixons une bijection

de S avec {1,---,k} et identifions (Aut(S),S) a (&g, {1,---,k}) (out Sy est le groupe des
permutations de k éléments). D’apres le théoreme 4.1.1. il existe un coloriage @ : Py — M
de Py ayant une Gi-symétrie. Pour tout é € Py ayant h comme H-orientation globale on
pose alors p(d) = h coordonnée de P qui est identifiée & un élément de M. On a alors le :

4.1.2. Théoréme [E25]. Le coloriage ¢ associé aux fréquences {(an1,---,ann):h € H}
a les propriétés qui suivent :

(i) La (G, 0, M)-symétrie.

(ii) Soit a € Py fixé. Soit 0yyyp unique pavé de Py, contenant .. Soient h € H et Ch, ;
et Cy ; deur G-orbites dans My,. Soient p € Ch i, f' € Chj, Anpu(6mp) (Tesp. An p (0mp)
le nombre de Py-pavés de 0y, ayant la H-orientation h et la couleur p (resp. p'). Alors

A (6m ) anp, i
le rapport Set="mel tend vers —iot .
PPOTL G an, )

iii) Soient h,h’ € H. Soient ’Ah(émp) (resp. Ap(6mp) le nombre des Py-pavés de Spyp
ayant la H-orientation h (resp. h'). Alors le rapport ﬁzggmp% tend vers 1 lorsque m tend

vers +o0o.

On s’intéresse maintenant a un pavage hiérarchique (7;,S;)ien) ; S; est 'ensemble
des types de pavés qui constituent P;. Pour tout ¢ € N, les §; ont méme nombre n de
pavés et les pavés de S;11 sont obtenus a partir de ceux de S; en leur appliquant une
homothétie de rapport 7 > 1. Un élément 0 de S; est composé d’éléments Ay, - - -, Ag,
de S;_1 ; les différents \; constituent les positions relatives des pavés type de S;—; dans
ceux de §;. L’ensemble de ces positions relatives sera noté A (¢f. (Fig.5) qui suit qui
précise les choses dans le cas du pavage de Robinson-Penrose). On a deux applications
m,my : A — {1,---,n} qui ont la signification suivante : pour A € A, ma(\) est le type
de pavé de A dans S; et 71 (\) est son type dans S;_1 contenu dans \. Ainsi le cardinal de
A est Zaij ol a;; = #{A € A: m(N) =i,m2(\) = j}. La matrice A = ()i j=1,-..,n €st

i,J
appelée matrice de multiplicité du pavage hiérarchique P = (P;, S;)ien. La (Fig.5) montre
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clairement que le pavage de Robinson-Penrose a la matrice d’Anosov A = (? } ) comme

matrice de multiplicité.

La deuxieme configuration est obtenue en multipliant
1+v5
2

la premiére par le nombre d'or 7 =
Fig.5

Tout Py-pavé dg est contenu dans un unique Pi-pavé d; ; la subdivision de d; en
Po-pavés ne dépend que de son type. Plus généralement, tout P;-pavé §; est contenu
dans un unique P;;1-pavé ;11 et 'inclusion d; C d;11 est semblable a 'inclusion §y C d1,
qui est simplement obtenue en gonflant la premiere par le rapport 7° ! Et toute position
dop C 91 (ou d; C d;41) détermine un unique élément A € A ; A est donc le méme ensemble
(indépendant de i) décrivant les positions relatives des P;-pavés type dans les P;1-pavés
type.

L’espace du pavage

Un Py-pavé dy est contenu dans un unique Pi-pavé 91 lequel est contenu dans un
unique Po-pavé 0o et ainsi de suite... On obtient ainsi une suite (dg,d1, -, d;, ). Si
(04,907, -, 0%, -+ -) est une autre telle suite, on a §; = J; pour ¢ assez grand. On dira qu’une
telle suite est admissible. Ceci nous permet de décrire ’espace du pavage.

Soit X l'espace des suites (A1, -+, A, - - ) d’éléments de A telles que m2(\;) = m1(Ait1).
On munit X de la topologie produit : X est une partie de AN muni de la topologie produit
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ou chaque A est discret. On prend le quotient de X par la relation déquivalence :
z= (A1, -+, \i,-++) équivalente a 2’ = (\},---, A}, -++) < Fip: \; = \; pour i > ig.

L’espace topologique quotient est ’espace du pavage hiérarchique P = (P;, S;)ien. Comme
souvent dans le cas de I’espace des feuilles d’un feuilletage, sa topologie est mauvaise ; son
étude se fait alors en lui associant une C*-algebre (c¢f. [Co]) dont nous allons donner la
construction.

La C*-algébre de P
Soient £k € N* et X = {w = (/\17"'7)%) A\ E A,ﬂ'g(/\i) = 7T1()\1+1)}- On a

une application de troncature X — Xji_1 qui, a toute suite w = (A1,---, Ag) associe
w = (A1, -+, Ag—1). Soit Ay lalgebre des matrices complexes (aqy) indexées par Xy
telles que @y = 0 si ma(Ag) # m2(A,) (icd w = (Aq,---, Ap) et w = (A],---,A;)). On
a une inclusion naturelle jp_1 : Ax_1 — Aj définie comme suit : soient * = (ayy/)
dans Aj_1 (avec v = (Aq, -, Ap—1) et v' = (N}, -, Ap_q)) et w = (A1, -+, A1, Ag) et
w' = (AN, -, N._1, Ax) ; image de = par ji_1 sera la matrice (aqyq) avec :

.. ] f— /
Ayw’ = {aww’ S} )\k - )\k
0 sinon.

La limite inductive (au sens linéaire et topologique) du systeme (Ay, ji) est la C*-algébre
du pavage hiérarchique (P;,S;).

Soient maintenant & un groupe fini et ¥ : A — & une application dont I'image ¥(A)
engendre &. On pose S =5 X & et :

A={{(s,0),\(s,0)} € Sx A xS:m(\) =s,m\) =5, ¥\ =()""0}.

Il existe alors un pavage hiérarchique (P;, S; = S) dont les pavés type sont les éléments
de S et I’ensemble de leurs positions relatives A ; les projections 71, 7o, A — S (similaires
a 1 et my) sont données par :

T ({(s,0), A, (8/7 0/)}) = (s,0) et m({(s,0), A, <5/7 0/)}> = (5/7 0/)'
La matrice de multiplicité de (P;,S;) a pour coefficients :
Us,0). (570 = F AN EAX :m(A) = s, m2(N) =5, U(N) = (J’)_la} .

L’ensemble A des positions relatives des Po-pavés se décrit parfaitement bien & partir de
A et de 'application V.

Au pavage hiérarchique (P;,S;) est associé, par le procédé qu’on a déja utilisé, des
espaces (X) et un systeme d’algebres de matrices (Ag, j,) qui donne, par limite inductive,
la C*-algebre A associée a P. En plus, on a une injection canonique n : A < A et une
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action de & sur A qui fixe chaque élément de 7(A). L’action de & sur A est induite par
les actions sur A et Ay :

g- A= g- {(57(7)7 A, (5,70'/)} = {(5790)7 A, (5/7 ga’)}

gw:g()\17,)\k) — (gX177ng)
(9 2)ww = ag-15, 917
lorsque W = (Aq, -+, \x) et W' = (Xll, e ,X;) et © = (057 )y wex, -
Avant de continuer, faisons quelques rappels sur certains objets rattachés a une C*-
algebre A. Notons % : x € A —— x* € A linvolution sur A. Un projecteur de A est un
élément p € A tel que p* = p (on dira que p est involutif) et p? = p. Deux projecteurs p;
et po sont dits équivalents s’il existe y € P tel que p; = yy* et po = y*y. Un élément x € P
est dit positif sl existe y € A tel que x = yy* ; ceci permet de définir un ordre (partiel)
sur A : z <y si y — x est positif.
Une trace sur A est une application continue f: A — C telle que f(zy) = f(yx) et
f(x) est un réel positif pour x positif.

Trace associée 4 un pavage P

Soit £ la valeur propre de Perron-Frobenius (¢f. [Gn]) de la matrice de multiplicité

A associée & P et notons U = (uy,--+,up) = (us)ses son vecteur propre markovien i.e.
Upy -y Uy >0 et ug + -+ +u, = 1. Pour tout z = (ayy)v,vrex,_, dans Ag_1, on pose :
1
(31) Tri_1(z) = g Z Usy (A1) Qov
vEXE-_1
ou v = (A1, -, Ag—1). Alors Try_; est une trace sur Ag_; ; en plus, si jr_1 est 'inclusion

de Aj_1 dans Ay, on a Trg(jr—1(x)) = Tri_1(x). On vérifie aussi que Try_; (identité) = 1.
Ceci permet de définir une trace Tr : A — C telle que Tr(identité) = 1.

De la méme maniere que précédemment, on définit une trace Tr : A — C telle que
Tr(identité) = 1 et vérifiant en plus Tr(n(x)) = Tr(z) pour tout = € A ot 7 est I'inclusion
de A dans A.

Nous allons maintenant énoncer notre résultat principal démontré dans [E29]. Nous
aurons besoin de préciser le groupe & que nous considérons.

On a un groupe G qui agit sur ’ensemble des couleurs M. Soient C1,---,Cy les G-
orbites de cette action. Supposons qu’on veuille voir les couleurs dans C'y, - - -, Cxy dans les
fréquences respectives aj, - -+, an (entiers positifs) ; on usera de la notation (a,),cnr avec
la convention a,, = a,’ lorsque p et y1/ sont dans la méme orbite. Soit S” la réunion disjointe
de a; copies de C1i,..., ay copies de Cy ; naturellement G agit sur S’. On prend alors
® = Aut(S’) et ¥ : A — & dont I'image engendre &. Ceci nous permet de construire le
pavage hiérarchique P comme précédemment.
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Rappelons que les Py-pavés sont coloriés en regardant un Py-pavé § comme un Po-
pavé ¢ et en identifiant le type de 6 dans Sg. Pour tout p € M, on définit un projecteur
II" € Ay en posant : II" = (ag )y ex, OU

0 siw#w B
(32) agw = 1 simi(Ar)alacouleur poutw= (A1)
0 simi(A\) n’a pas la couleur p ot w = (A1)

4.1.3. Théoréme [E25]. On a les assertions qui suivent.

i) Les projections II* scindent l'unité 1 € n(A) C A i.e. leur somme est 1. Pour tout

g € G, glI* =119". Le rapport Lrarr) ne dépend pas de p € M.

a
ii) Soient Py et Py deux projegteurs de A tels que Py < Py. Alors, pour tout p € M,
il existe des projecteurs QY et QY de A tels que :
a) Q) < QY <II*;
b) pour tout g € G, gQf = Q" et gQby = QI ;

c) si Q1 = Z QY et Qo = Z QY, alors Q1,Q2 € A et Py et Py sont équivalents

neM neM

respectivement a Q1 et Qo dans A ;

Tr@p) ,p Ires)
u Ap

d) les rapports ne dépendent pas de p € M.

4.2. Diagrammes de Bratteli

On appelle diagramme de Bratteli un graphe infini B = (V, E) ou V est I’ensemble des
sommets, E I'ensemble des arétes tous deux partionnés en sous-ensembles finis non vides
V=VWUuWuU- - et E=FE; UFEyU--- et munis de deux applications s,7: E — V (s est
la source et r est le but) de telle sorte que :

i) Vo = {vo} considéré comme le sommet du diagramme ;
ii) r(E,) CVy, pourn=1,2---et r~1(v) # ) pour tout v € V ;
iii) s(E,) C Vy_1 pour n. =1,2,--- et s 1(v) # () pour tout v € V; UVoU---.

Un morphisme de diagrammes de Bratteli B = (V, E) et B’ = (V', E’) est un couple
(p, ) = (¢n, ) d’applications ¢ : V. — V' et b : E — E’ telles que ¢(V,,) C V.,
Y(E,) C E], et, pour tout n = 1,2, -+, le diagramme qui suit soit commutatif :

$Pn—1 /
v%—l } n—1

sT Ts
B, I
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Fig.6

4.2.1. Soient B = (V, E) un diagramme de Bratteli, m,n deux entiers naturels tels que
m>netv eV, e welV,. Un cheminde v a w est une suite d’arétes (e,+1, -, €m)
telle que s(ept+1) = v, r(en,) = w et s(ej11) = r(e;) pour tout j tel que n < j < m ; on
définit de la méme facon un chemin infini d’origine vy. On dira que B est simple si, pour
tout n = 0,1,2,--- il existe m > n tel que tout sommet v € V,, peut étre joint par un
chemin & tout sommet w € V,,.

4.2.2. Se donner un ordre > sur B, c’est se donner un ordre sur chaque partie s~!(v) pour
tout v € V' \ {vg}. On dira que e € E,, est mazimal (resp. minimal) s’il est maximal (resp.
minimal) dans = (r(e)). Etant donné v € Vj,, il est facile de voir qu'il existe un unique
chemin (e, ---,e,) de vo & v tel que chaque e; est maximal (resp. minimal). On dira que
B = (V, E,>) est proprement ordonné s’il possede un unique chemin infini (e, -, e,, - )
maximal emax et un unique chemin infini minimal e, i,

4.2.3. Soit Xp l'’ensemble des chemins infinis de B (partant de vy bien sir). On y met
la distance qui suit. Soient z,y € Xp dont les m premiers segments coincident ; on pose
d(z,y) = #H Pour cette distance d, Xp est un Cantor (i.e. X est totalement discontinu
sans point isolé). Une base de la topologie associée est donnée par les cylindres :

Uler, - en) ={(f1,- -, fj,---) € XB: fj =¢; pour 1 <j < n}.

Soit & = (€1, -+, €, ) € Xp ; soit j € N* tel que eq,---,e;_1 solent maximaux et
e; non maximal. A x on associe Vg(x) = (f1, -, fj,€j+1,---) ol f; est le successeur de
e; dans r~1(r(e;)) et (f1, -+, fj—1) est le chemin minimal de vy & s(f;). Pour = zmax
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on pose Vp(rmax) = Tyin 5 VB est Uapplication de Vershik du diagramme de Bratteli
proprement ordonné (V, E, >).

4.2.4. Un systéeme dynamique est un couple (X,T) ou X est un espace métrique compact
et T un homéomorphisme. On dira que (X,T') est minimal si U'orbite {T"z : n € Z} de
tout point x € X est dense. On dira que (X,T) est un systéme dynamique de Cantor si
X est un ensemble de Cantor ; on dira que (X, 7T') est un systeme minimal de Cantor si en
plus T est minimal.

On se donne un systeme minimal de Cantor (X, T') . Une partition de Kakutani-Rohlin
(KR-partition en abrégé) est une partition en ouverts-fermés du type :

(33) P={TZk:kec Aet0<j<hy}

ou A est un ensemble fini et h; un entier strictement positif. La ke 4our de P est
P={T7Zk:0<j< hy};ses étages sont T?Z;,, j =0, -, hy — 1. La base de la partition
P est Z = U 7.
keA
Soit (Pp)nen une suite de KR-partitions chacune donnée comme suit :

Po={T"Zy 1 k€ At 0<j < hpy}

ayant pour base Z,, = U Zn 1 avec Py = {X}. On dira que cette suite est imbriquée si,
keA,

pour tout n, Z,+1 C Z, et P,41 raffine P,.

4.2.5. Ausysteme de Bratteli-Vershik (X, V) on peut toujours associer une suite de KR~
partitions P,,. Pour tout n, les ensembles qui partitionnent sont les cylindres U(ey, - -, €,)
et la base Z,, est constituée des cylindres U(eq,- - -, e,) pour lesquels les e; sont des arétes
minimales. On vérifie facilement que la suite (P,,) est imbriquée (au sens de la définition
qu’on vient de donner).

Inversement, soit (P,)nen une suite imbriquée de KR-partitions telle qu’on ait la
propriété qui suit :

(B8) La suite 3, = . igf {hnx} tend vers l'infini.
€

n,k

Alors, a une telle suite on peut associer un diagramme de Bratteli B = (V, E,>) : les
sommets de V,, sont les |A,| tours de P, et les arétes partant d’'un sommet v, € V,
et allant vers ceux de V,,_; sont déterminées par la maniere dont la tour associée S,
traverse les tours Sy,—1 4, Sn—1,i,, de Pn_1. L’ordre sur ces arétes est celui dans lequel
Sp,i traverse les tours Sy—14,, -, Sn—1,,, de Pn_1.

La remarque qui va suivre dans le cas d’un diagramme de Bratteli ordonné associé
a une suite imbriquée de KR-partitions P,, donne une idée de la maniere dont on peut
définir un systéeme dynamique associé a un diagramme de Bratteli B = (V, E,>) non
nécessairement proprement ordonné.
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4.2.6. Pour tout n, soit w, l’ensemble des chemins de Vy a V,,. Pour m > n, on a
une application de troncature jp, n @ @ —> @y, qui, & tout chemin (e1, -+, epn, -+, em),
associe le chemin (eq,---,e,). Pour tout v € V,,, 'ensemble w(v) des chemins de {*} € Vj
a v est appelé w,-tour paramétrée par v ; son cardinal est le nombre d’étages de cette
tour. Chaque tour est un ensemble ordonné puisque les chemins de {*} a v le sont. Nous
exclurons les diagrammes de Bratteli ordonnés qui ne vérifient pas la condition (f).

Soit X p I'ensemble des suites {1, -, xn, -} ol :
(i) 2 = (Tn.i)iez est un élément de w? ;
(ii) Jm,n(Tm,i) = @n, pour m >neti€Z;
(iii) pour tout entier positif K, il existe m > n et un sommet v € V,, tels que le segment
Tn|—K, K] ={%n_K,Tn,_K+1, ", Tn K—1,Tn Kk} €st obtenu en appliquant j,, , & un
segment de ’ensemble ordonné des chemins de vy a v.

Comme les ensembles w,, sont finis, H w% est compact ; 'espace X g étant une partie

n
de celui-ci, il hérite de la topologie induite.

Notons Tp l'application Xp — Xp qui a tout = = (zy,---, Ty, ) avec x, =

(2n,i)i € wh associe &' = (2f,---,a},---) oW &, ; = Tpi41. On dira que (Xp,Tp) est le

systeme dynamique associé & B = (V, E,>). On a alors la :
Proposition. L’espace Xp est compact et, si B = (V, E,>) est un diagramme de
Bratteli ordonné simple, (Xp,Tg) est un systéme minimal de Cantor.

4.2.7. Soient maintenant B = (V, E/, >) un diagramme de Bratteli ordonné, G un groupe
fini et A : £ — G une application ; on dira que A\ est un marquage des arétes de B
par les éléments de G. On définit un nouveau diagramme de Bratteli By = (V), E)) par
Vo = {x}, Varx =V, x G et E, x» = E, x G pour tout n > 1 ; les applications image et
source 1, s : E — V sont définies par r(e,g) = (r(e), g) et s(e,g) = (s(e), gA(e)) lorsque
e € E, avec n > 2 et s(e,g) = {*} pour e € Ey. Soit 7 : (V), E)) — (V, E) définie par
m(vo,x) = Vo, (v, g) = v pour tout v € V,, avec n > 1 et 7(e, g) = e. On peut voir aisément
que la restriction de 7 & 7~ 1(v, g) est une bijection sur r~1(v) pour tout v € V \ {vo} ;
elle permet donc de transposer I'ordre qu’il y a sur »~*(v) en un ordre sur 7~ (v, g). On
obtient donc un diagramme de Bratteli ordonné By = (Vy, Ey,>) ; le systéeme dynamique
(X, T)\) qui lui est associé (construit en 4.2.6) est appelé le systéme produit croisé pour le
marquage .

On peut remarquer finalement que lapplication 7 : (Vy, E)\) — (V, E) possede la
propriété de “relevement unique des chemins” dans le sens qui suit : sim > n > 1 et
(én, -+, €m) un chemin de B de V,,_1 a V,, avec r(e,,) = v alors, pour tout g € G, il
existe un unique chemin (€,,---, €, ) dans B) se projetant par 7 sur (e,,---,e,) et tel
que r(em) = (v,9).

Le groupe G agit sur By = (Vi, E) par v4(v, h) = (v, gh), v4(e, h) = (e, gh) lorsque
v eV \{vo} et v4(vo,n) = vo -

Soient (X,T) et (X, T») les systemes dynamiques associés respectivement a B =
(V,E,>) et By = (Vi, Ex,>) (¢f. 4.2.6). L’application 7 : (Vy, E\) — (V, E) envoie les
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chemins de {*} & (v, g) sur les chemins de {*} & v et respecte I’application troncature. La
“propriété de relevement unique” implique que 7 envoie la w,-tour de (Vj, E)) paramétrée
par (v, g) € V,,  bijectivement sur la w,-tour de (V, E) paramétrée par v € V,, en respec-
tant ’ordre. Donc 7 induit une application 7 : (X, T\) — (X,T). De plus, l'action de
G sur (Vy, Ey,>) donne une action {y4}g4ee de G sur (Xy,T)) telle que m oy, = 7.

4.2.8. La propriété “un lacet se reléve en lacet”. Soient B = (V,E,>)et B’ = (V' E’,>)
deux diagrammes de Bratteli ordonnés et 7 : (V, E,>) — (V’, E’, >) un morphisme ayant
la propriété du relevement unique des chemins. Soient m, n et k des entiers naturels tels
que k <inf{m,n} et v € V) et v € V..

niveau k
T
——————— ——
niveaw m
L] L J
niveau n \./ )
v v
. - /
Diagramme B Diagramme B

Fig.7

Soient o' et 3’ des chemins arrivant a u’, 7’ et 6’ des chemins arrivant & v’. On suppose
que, dans 'ordre lexicographique, o’ est le successeur de 3’ et que 7' est le successeur de
' ; on suppose aussi que o’ et 7/ ont méme source dans V) et que 3’ et ¢’ ont aussi méme
source dans V). On a alors un lacet : il part de v/, parcourt 8’ jusqu’a sa source, ensuite
parcourt &’ jusqu’a v’ puis, par 7’ jusqu’a la source de o et repart par o’ jusqu’a u’. Soient
u € Vi, et v €V, tels que 7(u) = v’ et m(v) = v’'. Soient a (resp. ) I'unique chemin de
Vi & Vi, se projetant sur o (resp. sur 3') et arrivant & u. De méme, soient 7 (resp. 0)
I'unique chemin de Vj, a V,, se projetant sur v (resp. sur §’) et arrivant a v. On dira que
7 possede la propriété “un lacet se releve en lacet” si :

(LRL) (Source de 8 = source de §) = (source de o = source de 7).

Nous allons nous contenter alors d’une partie de notre résultat principal dans [39], le
reste nécessite plus d’ingrédients techniques pour étre énoncé.
4.2.9. Théoréme. On suppose que w : (V,E,>) — (V' E',>) vérifie la propriété
(LRL). Alors le quotient du systeme dynamique (Xx,Ty) par l'action de G est canonique-
ment isomorphe au systeme dynamique (X, T).
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4.3. K-groupe d’un diagramme de Bratteli

4.3.1. Le triplement d’un Bratteli. Soit (V, E, >) un diagramme de Bratteli ordonné
simple. On définit (V<, E2,>) par :

V= = {*}, un singleton ;

V< est constitué de triplets (u,v,w) € V;, x V;, x V,, tels que pour un certain y € V;,
oum > n, la tour w(y) de niveau m passe successivement a travers la tour w(u) de niveau
n, puis par @(v) ensuite par w(w). Une aréte € € E2 est un triplet (u, e, w) tel que e soit
une aréte de (V, E) et (u,r(e),w) € V,2. Soit :

{e1, e, -+, ex} I'ensemble de toutes les arétes dans r—1(r(e)),
{f1, f2, -+, fe} Vensemble de toutes les arétes dans r—!(u) et
{91, 92, "+, gm} I'ensemble de toutes les arétes dans r—1(w).
Les sources de (u, ey, w), (u, ez, w),- - -, (u, ex, w) sont respectivement :
(s(fe), s(er), s(ea)), (s(er), s(e2), s(es)), - -+, (s(er—1), s(ex), s(91))-
Le but de (u, e, w) est bien siir (u,r(e), w). Sir~!(r(e)) est ordonné comme {eq, s, -, ex},
I'ordre de »~1(r(u, e, w)) sera {(u, e1,w), (u, ez, w), - -, (u, ep, w)}. Le diagramme de Brat-

teli (V<, E2,>) ainsi défini est appelé triplement de (V, E,>).

L’application 7 : (V<,E<,>) — (V, E,>) donnée par (u,v,w) — v, (u,e,w) > e
possede la propriété d’‘unicité du relévement des chemins’ dans le sens qui suit. Si m >
n>1et (en,€nt1, -, €m) est un chemin dans (V, E) de V,,_1 a V,,, avec r(e,,) = v, alors,
pour tout (u,v,w) € V.2, il existe un unique chemin (¢,,&,41,"--,émn) dans (V<, E9)
qui s’envoie par 7 sur (e, €n+1,- -, em) et tel que r(€,,) = (u,v,w). 1l est facile de voir
que Iapplication 7 : (V<, E€, >) — (V, E,>) induit un isomorphisme entre les systémes
dynamiques associés donnés par 4.2.6.

4.3.2. Les groupes K°(X,T) et K_o(V,E,>). Soit (X,T) un systéme dynamique de
Cantor apériodique (il ne posseéde aucune orbite périodique). On note C(X,Z) ’ensemble
des fonctions continues sur X et a valeurs dans Z. On pose :

(34) KX, T)=C(X,7)/0rC(X,7)

oudr : C(X,Z) — C(X,Z) est opérateur cobord défini par Or(f) = f — foT.

Soit (V, E') un diagramme de Bratteli et (V, E,>) le méme objet mais équipé d’'un
ordre sur les arétes qui en fait un diagramme de Bratteli ordonné. Le groupe Ky(V, E) est
défini comme la limite inductive du systeme :

7\Vol Aoy ii| A1 7Va| A2 5|Va| As,

ou 'homomorphisme positif A,, est donné par la multiplication par la matrice d’incidence

entre les niveaux n — 1 et n (c’est une matrice a |V,,_1| lignes et |V,,| colonnes ayant 1 a la

€€ Jione ot j®ME colonne s'il y a une aréte ayant pour source le sommet Un—14 et pour

but le sommet v, ; et 0 sinon).
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On définit un autre groupe K_0(V, E, >) de la fagon ssuivante. Pour m = (my)rey, €
ZVel w € Vi, (¢ > n) et deux chemins 6,7 arrivant vers w de V,, a V; on note I(6,7)
I’ensemble des chemins entre 6 et 7 (y compris 6, 7) dans 1’ordre linéaire sur ’ensemble des
chemins de V,, a V,,, arrivant a w. On pose :

> Mis(e) somme sur tous les chemins ¢ dans I(6, 1)
avec T exclusi 0 <7

— .5 Ms(g) somme sur tous les chemins ¢ dans I(0, 1)
avec 6 exclusi 0 > 1

om(0; w;T) =

Ici, () est la source du chemin 6. Soit 7 = (my)rey, un élément de ZIV»I. On définit le
sous-ensemble :
Bz!V»l c 7lV»]

en décrétant que m € BZIV»! si, et seulement si, la condition qui suit est satisfaite :

N
Z om(0i; wi; ) =0,
i—1

lorsque :
(a) wi,ws,...,wy € Vg, (£ >n)
(b) 6;,7; sont des chemins de V,a V; arrivant a w;

(C; S(Ti> = 8(914_1),2. = 1, ey N-—-1
(d) s(rn) = s(6h).

Observons que A, (BZ!V»l) ¢ BZIV»+1l. On définit K_0(V, E,>) comme la limite
inductive du systeme de groupes et d’homomorphismes :

ZIVol 4, ZVil 4, ZIV2l 4, 7Bl 4,

BZVol — BzVAl . BzVal  BZIVA

(35)

4.3.3. Théoréme. Pour B = (V, E,>) soit (Xp,Tp) défini comme dans 4.2.6 et posons
(X,T) = (Xp,Tg). On définit le triplet B¢ = (V< E2,>) comme dans 4.3.1. Alors
K°(X,T) est naturellemnt isomorphe a K_0(V< E<, >).
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