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0. Nombres complexes

0.1. Préliminaires

Soient x et y deux nombres réels. On sait ce qu’est leur produit xy

qui est aussi un nombre réel.

Mais on peut voir les choses géométriquement : on considere y
comme un vecteur 7 sur lequel on fait opérer le nombre x (qu’on
suppose non nul). On a donc une action :
— —

(x,V)eR*x R+ x-yY ek
du groupe multiplicatif R* sur le groupe additif R. Si on prend
x = —1 et on note J 'opérateur qui lui correspond par cette action,
on voit donc que I’équation J2(7) = —7 n’a jamais de solution non
nulle : il est impossible, en restant dans R d’appliquer deux fois de
suite J et de ramener 7 vers son opposé —7!
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@

On voit donc qu’il n’y a pas assez d’espace pour
permettre a l’opérateur J de tourner deuzx fois

et inverser ainst le sens du vecteur 7 !
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D’ou lidée de plonger la droite vectorielle

%
R dans un espace plus grand a cet effet.




0. Nombres complexes
0000000000000 00000




0. Nombres complexes
0000@0000000000000

N
J(Y)
- ~~
//’ \\\
< N
s N
J 7 S
4 \
/ \
/ \
4 \
/ \
/ \
/ \
1
\
/ \
777777777 c —_—— e — o — o — o — —
2(—> — -7
J(Y)=-7y y



0. Nombres complexes
0000080000000 00000

On voit donc qu’en sortant du corps R on peut trouver un nombre /
(/ comme imaginaire) dont le carré vaut —1. Le surcorps C dans
lequel on pourrait résoudre notre équation z° = —1 (impossible dans
R) devrait étre tel que :

© s’il contient x et y réels, il doit contenir x +y ;

@ s’il contient y réel, il doit contenir iy ;

© s’il contient x et y réels, il doit contenir x + iy.

Il est donc tout a fait clair que le corps K est constitué

des éléments de la forme z = x + |y se composant
comme suit

Q (x+iy)+(X+iy)=Kx+xX)+ily +y);
Q (x+iy) (X' +iy)= (" —yy) +ilxy' +xy).
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0.2. Propriétés algébriques

Le corps /C ainsi construit est le plus petit dans lequel ’équation
2% 4+ 1 = 0 admet une solution. On le note C et on 'appelle corps
des nombres complexes. Le corps des réels R s’y plonge par le
morphisme injectif : x € R —— (x,0) = x4 i0 € C.

@ La représentation x + iy est unique. En effet si
z=x+iy=x"+1iy,onax—x"=i(y—y); donc
(x —x')2 = —(y' — y)?, ce qui n’est possible que si x = x'
ety =y

© L’application z=x+iyc C—Z=x—1iy € C est
appelée conjugaison : Z est le conjugué de z. C’est un
automorphisme du corps (C,+, x), c’est-a-dire qu’on a :

I 5 I [ i _
z+z2'=z+ 2, zz' =2z-27, ;) =
z

NI NI
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C est un espace vectoriel sur R de dimension 2. Pour z = x + iy et
Z =x"+ iy dans C,on a:

2z = (xx" +yy') —i(xy" — yx').

La partie réelle de ce nombre définit une forme R-bilinéaire
symétrique ( , ) : C x C — R par (z,z') = xx’ + yy'; comme
(z,z) = zZ = x*> + y? > 0 pour tout z non nul, cette forme est
définie positive, c’est donc un produit scalaire sur le R-espace

vectoriel C. Il donne alors lieu & une norme :

1z| = VzZ = /X2 + y2.

Le nombre réel positif ou nul |z| est appelé module du nombre
complexe z = x + iy. Ses principales propriétés sont :

z|_ |7
==

22| = |2| - |Z/], Nzl =12l < lz+ 2] <z + 12,

= 7
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0.3. L’aspect géométrique

Deux groupes sont en jeu : le groupe additif (C, +) et le groupe
multiplicatif (C*, x ). Nous allons les interpréter géométriquement.
Le groupe additif (C, +)

Soit z = x + Iy un nombre complexe. La transformation

7, U € C+—— u-+ z € C s’écrit en coordonnées cartésiennes
7,(cv, B) = (ot + x, 3 + y) ; elle correspond & la translation par le
vecteur z = (x, y).

Nous avons donc une application 7: z € C—— 7, € T ot T est le
groupe des translations du R-espace vectoriel C.

Un calcul assez facile montre que 7 est une bijection vérifiant
Tz4z/ = Tz O Tz, autrement dit, 7 est un isomorphisme du groupe
additif (C, +) sur le groupe (7, 0) ol o est la composition des
applications.
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Le groupe multiplicatif (C, x)

Nous avons vu que la partie réelle de I’application (z, z') — zz/
définit un produit scalaire ( , ) sur le R-espace vectoriel C par
(z,7') = xx' + yy'. On peut donc parler de similitude linéaire
directe. La matrice Z d’une telle application par rapport a la base
X =y
y

orthonormée (1, /) a la forme Z = < ol x et y sont des

X —
nombres réels non simultanément nuls. Si: / = (y Xy> et

oy
7 — (y, X),/ sont deux matrices de ce type, leur produit est

encore de ce type :

7o (X YN (X (X =+ XY)
y X y/ X/ X)//JFX/)/ XX/*yy/ .
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0
Bien évidemment, la matrice identité / = ( > en fait partie ainsi

01

que linverse de Z = (; Xy> qui est :

X Yy
Zil _ X2+yy2 X2+y2
— x .
X2+y2 X2+y2

L’ensemble des matrices de la forme (; Xy> avec x° + y? £ 0

muni de la multiplication habituelle est un groupe commutatif. Il est
isomorphe au groupe (Simj (C), o) des similitudes linéaires directes
de Pespace euclidien (C, (, )).

Comme en plus I’ensemble 7 de toutes les matrices de la forme

XY est un groupe pour
Yy x groupe p
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’addition habituelle (des matrices), (7, +, -) est en fait un corps
commutatif canoniquement isomorphe au corps (C, +, x) via
. o~ X — .
Papplication : z = x + iy € C — ( xy € H. En conclusion :
Q Le groupe (C,+) est isomorphe au groupe des
translations (7 ,0) : quand on rajoute un nombre
complexre z = x+ iy a u= o+ i3, on translate le point
(v, B) par (x,y).

Q Le groupe multiplicatif (C,-) est isomorphe a (H*,-) (ou
H* est l’ensemble des matrices non nulles de la forme

<; _Xy> : multiplier w = a + ib par z = x + Iy revient a

appliquer a (a, b) la matrice (; _Xy> .
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Nous venons donc d’identifier un nombre complexe non nul
X

Z = X + Iy a la matrice Z = <y

-y . .t
. Mais cette derniére peut
X
N .
s’écrire sous la forme :

X -y

Z = \/x2+ y? \/Xj/ﬂ’z \/Xiﬂ/Q

\/x2+y2 \/x2+y2

C’est la matrice de la similitude centrée a ’origine de rapport

r=+/x?+y?=|z| et d’angle 0 tel que cos ) = —=— et
/X2+y2
y
X2+y2

. On a donc :

cosf —sinf
Z= r(sinﬁ cos 6 >

sinf =
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Le nombre complexe correspondant s’écrit alors
z = r(cos + isin ). L’angle 0 (défini & un multiple entier de 27
prés) est appelé argument de z et se note Arg(z). Le nombre
compexe non nul z est donc entierement déterminé par son module r
et son argument 0 ; on I’écrit z = [r, f]. Un calcul immédiat montre
que zz' = [r, 0] - [r,0'] = [rr',0 + 0'].
Lapplication ¢ : (r,0) € R} x R+ [r,f] = z € C* est donc un
homomorphisme de groupes; il est surjectif mais pas injectif, son
noyau est {1} x 277Z. Comme le quotient R /277 n’est rien d’autre
que le groupe SO(2) des rotations de centre ’origine (c’est aussi le
groupe des angles de sommet P’origine), ¢ induit un isomorphisme
de groupes :

¢ : R x SO(2) — C*.
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La similitude 7 appligéegpoint A=1=(1,0) donne M = x + iy
tel que OM = r et (OA, OM) = 0 (modulo 27) (voir le dessin

ci-dessous).

N
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0.4. R-linéarité et C-linéarité

Une application linéaire f : z € C —— f(z) € C est toujours de la
forme f(z) = az avec o« = f(1). Si & = a + ib, alors

f(z) = az = (a+ib)(x+iy) = (ax — by) + i(bx + ay). Donc, si on
voit f comme application du R-espace C dans lui-méme, sa matrice
par rapport 2 la base {1, /} est nécessairement de la forme

(a _b> avec a, b € R.
b a

On peut vérifier facilement qu’une application R-linéraire de C dans
C dont la matrice par rapport & cette base est de cette forme est
aussi C-linéaire.

Par exemple, Papplication conjugaison z € C —— Z € C est
RR-linéaire mais elle n’est pas C-linéaire!
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Soit f : C — C une application C-linéaire (mais qu’on voit comme

a —b
R-linéaire) de matrice A = ( b ) ; alors on peut toujours écrire :
cosf) —sinf
A=vVa2+b2( .
- sinf  cosf

ot  est un réel (donné modulo 27). Par conséquent, du point de vue
géométrique, une application C-linéaire n’est rien d’autre qu’une
similitude directe de centre ’origine : c’est la composée de
I’homothétie de centre 0 et de rapport /a2 + b? et de la rotation de

centre 0 et d’angle 6.
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0.5. Exercices

© Soient A, M et P trois points du plan complexe ayant
respectivement pour affixes 1, z # 1 et z2.
Pour quelles valeurs de z, le triangle AMP est-il rectangle et

isoceéle en A?

@ Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixes

respectives a, b et c.
Montrer que le triangle ABC est équilatéral si, et seulement si,

a,betcver1ﬁenta+jb+j 2c=0o0ua+j?b+ jc=0.Ici

2im

Jj = e 3 (racine cubique de 1).

Dans la mesure du possible, donner une preuve géométrique.
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1. Fonctions d'une variable complexe

Dans toute la suite de ce chapitre U sera un ouvert de C. On parlera
de domaine s’il est en plus connexe.

1.1. Définition de I’holomorphie

Soit f : U — C une fonction.

On dira que f est holomorphe au point zy € U si elle est dérivable

en ce point, c’est-a-dire si la limite suivante existe :

lim 7)((2) — f(ZO).
z—27g zZ— 2
z#£2y

Cette limite est notée '(z)) et appelée dérivée de f au point zy. On
dira que f est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point
de U.
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e On vérifie facilement (exactement comme on le fait pour les
fonctions d’une variable réelle) que la somme f + g, le produit fg, le
quotient é (12 ol il est défini) de deux fonctions holomorphes sont

des fonctions holomorphes.

eSif:U— Cetg:V — C sont des fonctions holomorphes
avec f(U) C V la composée g o f : U — C est une fonction
holomorphe et on a (g o f)'(z) = f'(z)g'(f(2)). Sif : U — V est
une bijection et  est holomorphe en z; avec f'(z) # 0, alors f '
est holomorphe en wy = f(z) et (f1)'(wp) = ﬁ

e Une bijection f : U — V (U et V des ouverts de C) holomorphe
avec inverse f 1 holomorphe est appelée biholomorphisme de U sur
V. On dira aussi que U et V' sont biholomorphiquement équivalents.
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i—;; est un biholomorphisme du demi-plan
H = {z e C: 3z > 0} sur le disque unité ouvert
D={zeC:|z| <1}.
L’ensemble Aut(U) des biholomorphismes d’un ouvert U est un
groupe pour la composition des applications. Il est toujours contenu
dans le groupe Diﬁ'(U ) des difféomorphismes de U et est beaucoup
plus petit.

Par exemple z ——

1.2. Conditions de Cauchy-Riemann

Dire que f : U —> C est holomorphe en 7y € U, c’est dire qu’au

voisinage de ce point on a :
(%) f(z) — f(z0) = f'(20)(z — 20) + e(2)|z — 2

avec lim £(z) = 0. Ecrivons z = x + Iy, zg = xp + iyo,
Z—Z)

f(z) =u(z)+iv(z), f(z0) =a+ib,z—zp=h+ikete =a+if.

Alors l’expression (*) devient en coordonnées réelles :
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u(xo + h,yo + k) — u(xo, yo) = ah — bk + av/'h? + k2
(%) /
v(xo + h,yo + k) — v(x0, Y0) = bh+ ak + BV h? + k?

Ceci montre que la fonction
f:(x,y) € Ur— u(x,y)+iv(x,y) € C est différentiable au point
zp = (x0, o) et de différentielle :

du(yy Ou -
of = (T )= (5 )
ox(20) 5y (20) b a
avec (comme on le voit sur la deuxiéme matrice) :

ou ov ou ov
(CR) (()_X(ZO) = @(ZO) et @(Zo) = fa—x(zo).
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Les relations (CR) sont appelées conditions de Cauchy-Riemann.
Cela signifie que f est différentiable au point zp (au sens réel) et sa
différentielle d,,f (qui est une application R-linéaire de C dans C)
est en fait C-linéaire.

Si on considére / comme fonction complexe des variables réelles x et
¥, les conditions (CR) s’écrivent aussi :

L)+ it
20 Iay

Ox (Zo) =0.

Les deux assertions qui suivent sont donc équivalentes :

@ 7 : U — C est holomorphe en zj.
Q 1 est différentiable en z; et vérifie (CR).
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1.3. Exemples
© Une fonction polynéme P(z) = ag + ajz + -+ + a,z"

© une fonction rationnelle (14 ol le dénominateur ne s’annule pas) :

a+aiz+---+apz"
bo+ b1z + -+ + bpz™

f(z) =

o
© Toute série entitre 7 (z E an(z — zp)" & lintérieur de son

n=0
disque de convergence.

@ La fonction exponentielle ¢ = ZZC:O (Zn#)n
© Les fonctions :
_ eZte? _ ef—e 2
ch(z) = &5F—, sh(z) = &=—

cos(z) = % sin(z) = 55—
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Exemple non holomorphe

La fonction ¢ : C — C définie par ¢(z) = Z n’est holomorphe nulle
part. Vérifions-le au point zy = 0 en calculant

i 2= 0(0)

= lim — lorsque z tend vers O par valeurs réelles et

z—0 4 z—=0 7z
z#0 z#0
lorsque z tend vers O par valeurs imaginaires pures.
Ona:
) z D¢ . z .=y
Im —=Ilm—-—=1 et [im —=lm—=-1
z—0 7z x—0 X z—0 z y=0 y
z réel #0 x#0 z imaginaire #0 y#0

Les deux limites ne coincident pas, donc ¢ n’est pas holomorphe en 0.
On peut le voir aussi par la matrice jacobienne en O :

d(0) = (é 01)

qui ne vérifie pas les conditions de Cauchy-Riemann.
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1.4. Intégration complexe

On appelle chemin dans U d’origine 7y et d’extrémité z; toute
application continue 7 : [0, 1] — U telle que 7(0) = z; et

v(1) = z.

On dira qu’un chemin v est C 1 par morceaux s’il existe une
subdivision de Pintervalle [0,1] : 0 =1ty < t; < -+ < tp1 < t,=1
telle que 7y soit C 1 sur chacun des intervalles ouverts ]t,-, t,~+1[ (avec
i=0,---n—1) et 7 (t) admet une limite & droite de t; et une limite

a gauche de ;.

20
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Soit v : t € [a, b] — () = x(t) + iy(t) € U un chemin C! par

morceaux donné comme précédemment. On définit intégrale de f sur

~ comme l’intégrale ordinaire qui suit :

/ 2)dz = Z/t'“ dn(t)

n—1

:Z/tt’*l 0) X (t) + i/ (1)} dt.

i=0 /i

Cette intégrale ne dépend pas du paramétrage du chemin . On a :

A(f(2)+g(z))dz:/Nf(z)dz+./mg(z)dz

! /

//\f(z)dz = / f(z)dz pour tout A € C.

Y v
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Définition

On dira que deux chemins 7y et 71 (ayant méme origine zg
et méme extrémité z;) sont homotopes s’il existe une
application continue H : [0,1] x [0,1] — U, appelée
homotopie entre gy et 71, telle que pour tout t € [0, 1] on ait :

H(0, t) = vo(t) et H(1,t) = v1(t).

s
)

1t

I --=t
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Un lacet est un chemin dont I’extrémité et I’origine sont confondues.

Définition
On dira que U est simplement connexe s’il est connexe et si
tout lacet dedans est homotope a un point (lacet constant).

o Le plan complexe C lui-méme, le disque unité D et le demi-plan
supérieur H sont simplement connexes.

e On dira que U est étoilé par rapport au point z si, pour tout
71 € U, le segment [zpz1] C U. 1l est simplement connexe.

Ouvert étoilé
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Soient f : U — C holomorphe et 7y et 1 deur chemins
homotopes ayant méme origine et méme extrémaité. Alors :

[0 F(z)dz /1 F(z)dz.

!

Exemple fondamental

La fonction f(z) = 2_120 est définie et holomorphe sur I'ouvert

C\ {zo}. Calculons son intégrale sur le chemin v, (t) = zp + re?/™"

ou n € Z* et r est un réel strictement positif; 7, est tout simplement
le cercle centré en z; et de rayon r parcouru |n|-fois dans le sens
positif si n > 0 et dans le sens négatif si n < 0. On a :

©od S| . _ 1 .
/ z / - ntd(ZO + re2lunt) — 2,7”,/ dt — 2imn.
~ 0 re<'m

y’nZ_ZO 0
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En fait, pour tout chemin fermé 7 ne passant pas par 7, le nombre :

1 / dz
2im )., z— 29

/

est un entier relatif. On le note Ind(~, zy) et on I’appelle indice de
7o par rapport a zp.
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1.5. Formule intégrale de Cauchy

Soient f : U — C une fonction holomorphe sur un ouvert U et
zp € U\ 7 ot v est un chemin fermé dans U homotope & un point.
Alors :

Ind(~, z0)f (20) = i ﬁdz.

2/7T,A/Zfzo

En utilisant cette formule et le développement en série de Taylor :
1 1 zZ—Z z—2\"
= .{1+( O>+...+( 0) +}
§—z -2 §— 20 §— 20

oo
on obtient f(z Z fo(z — 2z0)" avec f, = 2”T [ Wdf
n=0

Ceci montre bien que f est une fonction analytique sur U.
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1.6. Deux théorémes fondamentaux

Théoreme de Liouville

Soit f une fonction holomorphe sur C tout entier (on dit
que f est une fonction entiére). On suppose que f est
bornée. Alors f est constante.

A\

Principe du maximum

Soit f : U — C holomorphe non constante sur un ouvert
connezxe U. Alors il n’existe aucun point zg € U en lequel le
module || de f soit mazimal. De fagon précise, il n’existe
pas de point zp € U tel que |f(z)| < |f(z0)| pour tout z € U.

-

Corollaire

Soit f : U — C holomorphe non constante sur un ouvert
conneze borné U et continue sur son adhérence U. Alors |f|
ne peut atteindre son mazimum que sur le bord OU de U.
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1.7. Singularités

Soient zy un point de C et  une fonction holomorphe sur un
voisinage ouvert de 7y sauf peut-étre en zg. On dira alors que zg est
un point singulier isolé de f.

Pour r suffisamment petit, f admet un développement de Laurent
sur la couronne 0 < |z — zo| < r: f(z) => 7 fo(z—2)". Ilya
trois possibiltés :

e Les coefficients f,, sont nuls pour n < 0. Dans ce cas on dira que zy
est une singularité apparente.

e Il n’y a qu’un nombre fini de coefficients f, avec n < 0 qui sont non
nuls. Dans ce cas on dira que zg est un péle de f. Le plus grand

n > 1 tel que f_, # 0 est un entier naturel m appelé ordre du pole
Zp. Si m = 1 on dira que 7z est un pole simple de f.

e Il y a une infinité de coefficients f,, avec n < 0 qui sont non nuls.
Dans ce cas on dira que zg est une singularité essentielle.
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Définition

Une fonction f : U — C est dite méromorphe s’il existe un
ensemble discret © de U tel que f est holomorphe sur U\ *
et tout point de ¥ est un pole de f.

Il n’y a aucune restriction sur les poles comme le décrit le
Théoréme de Mittag-Leffler qui a été un pas décisif dans la
théorie des fonctions d’une variable complexe.

Théoreme de Mittag-Leffler

Soit (zx),>1 une suite discréte dans C et (my),>1 une suite
d’entiers naturels. Alors il existe une fonction méromorphe
sur C ayant z, - ,zx, -+ comme pdles d’ordres respectifs

ml?"' 7mk7...

On peut donc prescrire a I’avance les poles et leurs ordres respectifs.
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L’importance de la notion de singularité essentielle est par
exemple illustrée par les deux théorémes qui suivent.

Théoreme de Weierstrass

Soit f : D(zp,r) — C holomorphe sur le disque ouvert
D(zo,r) sauf en zy qui est une singularité essentielle. Alors,
pour tout € > 0 (avec € < r), I’image par f du disque épointé
D(zp,e) \ {z0} est dense dans C.

Encore plus fort :

Théoreme de Picard

Soit zyg une singularité essentielle d’une fonction f
holomorphe sur un disque ouvert épointé D(zp,r) \ {zo}.
Alors, pour tout ¢ > 0 (avec € < r), l’image par f du disque
épointé D(zp,c)\{zo} est C tout entier ou C privé d’un point.

1

Exercice : Tester le théoréme de Weierstrass sur f(z) = e:.
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2. Homographie

2.1. Généralités

On compléte le plan complexe en lui rajoutant le point a I’infini oo ;
on obtient alors ce qu’on appelle la sphére de Riemann et qu’on
note C = C U {o0}.

On prolonge une partie des opérations de I’addition et de la
multiplication de C & ((A: en posant :

zZ+oo=00+z=00 ocoxoo=00 et =0 pourzeC

ZXoo=00XxZz=00 et §=o0 pourtoutzec C.

On peut montrer que, du point de vue topologique, @ est la sphere
unité S? de P’espace euclidien R3. L’application ¢ : S? \ {w} — C
qui suit est une bijection :

Wey2) = o5 Hin
Quand m tend vers w, M est rejeté a Pinfini. Ainsi C s’identifie a la

sphére SQ, ce qui justifie ’appellation sphére de Riemann pour @
1) s’appelle projection stéréographique.
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Définition

Une homographie de C est une transformation h qui a M
d’affixe z associe le point M' d’affize :

5;13 sizeC\{-4
/ d

Z =< 00 stz=—=
©

a 5 —
z 81 Z = OO

ou a, b, c,d sont des nombres complezes.

On vérifie immédiatement que, si ad — bc = 0, la transformation h

est constante ; on supposera donc ad — bc # 0. Sic =0ona a# 0

et d # 03 h s’écrit alors h(z) = az + [ avec v = J et J = g.

Si on pose p = || et § = argument(«), h se décompose comme suit :
z+— pz— pellz =az—— pellz + 3 =7

C’est donc une similitude directe.
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2.2. Décomposition canonique

Rappelons qu’on appelle inversion de péle O et de puissance K,
application notée /( O, x) qui, & tout point M distinct de O associe

. / . — /] .
le point M’ sur la droite (OM) tel que OM - OM’ = k. On peut bien
siir la prolonger 4 toute la sphére de Riemann C en posant
1(0,k)(0) =0 et (0, k)(0) = O.

Soit h(z) = izz—ig une homographie avec ¢ # 0 et ad — bc # 0. On

peu I’écrire sous la forme : h(z) = o + —2 a

e aveca':Eet

8= bC;Cad. On pose Z = cz + d et on note s la similitude directe
qui & z associe Z. On a la décomposition qui suit :
Z>—>Z:C2+dl—>%'—>%'—>%'—>(k+%.
On voit donc qu’on passe de z &4 z/ = h(z) en appliquant la similitude
s suivie de P’inversion de pole I’origine O et de puissance 1, de la
réflexion par rapport a I’axe (0x), de ’homothétie de centre ’origine
et de rapport |/, de la rotation de centre 0 et d’angle ’argument de
[ et enfin la translation de vecteur .
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2.3. Les points fixes

Soit h(z) = 224D yme homographie qui n’est pas 1’identité. Un point

cz+d b
, . 02 . az+
fixe de h vérifie ’équation o1d

e Si ¢ = 0, on sait que h a un seul point fixe =00 si 3 =1 et deux

= Z.

points fixes 00 et ;== si 3 2 = 1. Donc au plus deux points fixes.

e Supposons ¢ # O. lilors 00 n’est pas un point fixe de h et z € C en
est un si, et seulement si, cz> + (d — a)z — b = 0. On résout cette
équation en calculant le discriminant

A= (a+d)?—4(ad —bc)=(a+d)>—

—8Si A = 0, cette équation a une solution double, c’est-a-dire h a un
seul point fixe.

- Si A # 0, I’équation a deux solutions distinctes c’est-a-dire h a
deux points fixes différents.

Aussi bien dans le cas ¢ = 0 que ¢ # 0, si h a trois points fixes
distincts dans C (Pun de ces points peut trés bien étre 00), h est
I’identité. Par suite deux homographies qui coincident sur trois points
distincts sont égales.
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2.4. Le groupe des homographies

L’ensemble H des homographies de C muni de la loi de
composition des applications est un groupe non commutatif.

Soient hi(z) = ‘Zi—igi et hy(z) = Zi—isi deux homographies. Un

calcul simple donne I’expression de la composée :

_ (aai1+bocr)z+(aob1+brdr)
ha o hl(z) T (caitdaci)zH (b1 +drdh)

qui montre bien que hy o h; est une homographie. L’élément neutre

est 'identité donnée par a=d =1let b=c=0oua=d = —1et
b=c=0.
Toute homographie h(z) =

hil(z) = :jiz_fa

Ainsi ’ensemble 7{ des homographies muni de la composition des

az+b
cz+d

est inversible et a pour inverse

applications est un groupe. Il n’est pas commutatif car, si on prend
hi(z) =z+ let ho(z) = 1, ona hiohy(z) = Z- alors que

h2 (e} hl(Z) = z_—}—l
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2.5. La forme matricielle de H

a b
Soit GL(2, C) le groupe des matrices (C ) a coeflicients

d

complexes et inversibles. L’application déterminant

det : A € GL(2,C) —— det A € C* est un morphisme de groupes.
Son noyau est un sous-groupe normal de GL(2, C) qu’on note
SL(2, C). Alors l’application :

(4 b az+b
@.(C d>€SL(2,C)»—>(Z%>CZ+d)€’H

est un morphisme de groupes. Ceci découle du calcul du produit de

deux homographies fait précédemment. Ce morphisme est en plus
surjectif puisque toute homographie est associée a une matrice de
SL(2, C).

a b
Le noyau de © est constitué de toutes les matrices A = (C d)

azth — ; est-a-dire

telles que, pour tout z € @, on ait 21d
cz?> +(d — a)z — b = 0. Ce qui implique b = ¢ = 0 et a = d.
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Mais comme ad = 1 (car ad — bc = 1) on doit avoir a = d = 1 ou
a = d = —1. Par suite ker© est réduit aux deux matrices :

N
01 0o -1)°

Comme ker© = {/, —/} est un sous-groupe normal de SL(2, C), le
quotient de SL(2,C) par {/, —/} est un groupe noté PSL(2,C). On a

donc un ismorphisme :
©:PSL(2,C) — H
a b
qui & tout élément de PSL(2, C) représenté par une matrice (C d)

associe ’homographie :

h(z) = 55



00000000800
2.6. Exercices

@ Soient 71,2y, 73 € C distincts deux & deux. Montrer qu’il existe
toujours une unique homographie h € H telle que :

h(z1) =

© On appelle birapport de quatre points z;, 25, 73, z4 € @ pris
dans cet ordre, la quantité :
p(z1,20,23,24) = % : %
i) Soit h une homographie qui envoie z; sur oo, z> sur 0 et z3
sur 1. Montrer que h(zs) = p(z1, 22, 3, 24).
ii) Montrer que toute homographie ¢» € H préserve le birapport
de quatre points, c’est-a-dire, on a :
/)((/)(Zl)t (/)(22)7 (/)(23)7 (/)(24)) - p(Zl, 22, 23, Z4)

=~

pour tous 71, 2>, 23, z4 € C.
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