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mxercice I

!

%n supposant qu'il n'y a pas de répétitions :

iYcombien de mnombres de 3 chiffres peut-on former 2 1t'aide des 6 chiffres

N

3,5 ,06,7et97

i+)ycombien de ces nombres sont inferieurs a 400 7

.

ii)combien sont pairs ?
iv) combien sont impairs 7

v) combien sont des multiples de 5 7

Exercice 1T

De combien de fagons peut-on répartir un groupe de 7 personnes
i)sur une rangée de 7 chaises ?

iilautour d'une table ronde ?

Exercice III

Sachant que les personnes de méme naftionalité s'asseoient les umes

[Vl

c8té des autres,de combien de fagons 3 américains, 4 frangais, 4 danois
et 2 italiens peuvent-ils prendre place sur un banc ?

Réscudre le méme probldme en supposant gue les personnes s'asseolent
autour d'une table ronde.

Exercice IV

De combien de maniéres peut-on offrir 7 jouets & 3 enfants dont le

plus_jeume_recoit 3 _jounets_ et chacun_des autres recoit 2 jouets 2

Bxercice V

L T At A e e

Démontrer le résultat suivant :

Soit A un ensemble contenant n éléments et soisnt Nyseewsn T entiers

strictement positifs tels que : n = n

alors il y a :

nt

t § S
n—f ..,nz. P ,nr.

partitions différentes de A,de 1la forme (A1’°°°?Ar} ot A, contient ny

éléments, Ap n, éléments etc...



SoTutions
Exercice 1

i)Pour former un nombre de 3 chiffres parmi 2 ,3 ,5 ,&6 ,7 et 8 on

commence par choisir le chiffre des centaines,par exemple.Pour cela
on a 6 possibilités.& chacume de ces possibilités correspond le nom-
bre dE'possibilités poﬁr chaisir le chiffre des dizaines parmi les 5
qui restent et le chiffre des vmités parmi les 4 qui restent.On peut
donc former :

6 .5.4=12
nombres de 3 chiffres parmi les 6 indiqués précédemment.

Ce nombre nfest dtailleurs rien d'autre que le nombre dlarrang-
ements AE de n objets avec n=6 pris k & k avec,bien sfir k=3,0n sait

que le nombre Ai est égal a :

nt .

(n—ki!

3 6!
A6=W = 120 .

ii)Parmi>tous ces nombres,ceux qui sont inferieurs & 400 ont le ch-
iffre des centaines qui ne peut &tre que 2 ocu 3.I1 y a donc :
2.5 .4 =40
nombres inferieurs & 400 et & 3 chiffres choisis parmi 2 ,3 ,5 ,6 ,7
et 9. |
iii)Ceux qui sont pairs ont le chiffre des unités pair et ne peut donc -
8tre que 2 ou 6.Par conséquent ils sont au nombre de :
4 . 5. 2= 40 .
iv)On en déduit que les impairs sont au nombre de :
120 - 40 = BO .
v)Les multiples de 5 se terminent par O ou 5;mais comme il n'y a pas

de O le nombre de possibilités est égal & :

5»4‘:31:209



Exercice 11
Loctbie®

s gre .
i)Pour répartir les 7 personnes sur un bhanc,on place la 1 qui

2me
1

a 7 possibilités;la seconde en 2 6 et 1a 3 es 5 qui restent stc...

En tout il v =2 :

7 .6 .5 <4 3. 2.1 =05040
possibilités pour les placer sur un banc.

ii)Sur une table ronde 2 dispositions obtenues 1‘'une a partir de
1tautre par permutation circulaire sont .supposées identiques.Par exemple

les 2 disposgitions suivantes :

. 1
S e e I
p o2 ~7
/ \
4/ 27 \
£ Y
i ¥ 1 L6
i , :
. 3%
5 LY
& o
6,, . 7 4 2 5
I1 v a donc 7T!/7 = 6% = 720 possibilités de placer les 7 personnes

sur une table ronde.

Exercice IIT

On peut disposer ies nationalités de 4! facons différentes.A chacune

de ces dispositions correspond :

i) 31 dispositions diffé rentes des 3 zaméricains:

ii) 41t " " 4 francaisg
iii) 41 " " 4 danois;
iv) 2t ¥ 2 italiens.

En tout,les différentes personnes considérées ont 4t!.31.41,41,21 =165888

- &

possiblités de stasseoir sur un banc.



En raisonnant de la méme manidére gue pour l'exercice II ii),on mon-
tre facilement qufil y a 3!.31.41.41.2! = 41472 possibilités sur une ta-
ble roﬁde‘

Exercicve IV

Notons J 1'ensemble des jouets.Le nombre cherché est le nombre de
partitions ordonnées (Jl’JZ’JB) de 1'ensemble J avec J, =3-et J, =J5 =2,
Ce nombre est égal & :

7!
31.21,21

= 210 °

Exercice V

Le nombre de choix possibles de l'ensemble A, est égal au nombre de

1
combinaisons des n éléments de A pris ny a n; i.e :

n, _ . nt
cnl B nl!(n—nl)! "

Pour choisir A_,on choisit ses éléments parmi les {n—nl) qui restent.

21°
Encore 1& on a :

- 1
n (n nl).

2
- =5h 1ln-n — 1
n-n, nz.(n ny n2).

c

choix possibles.

Finalement on a :

T —— . - - —_ - ]
. n!? (n nl). (n Ny =N, eee nr_l).
- - [ s e L] ;
: - 1 (pen. — y t(n-n — .
n ! (n n;) B! (n-n; n,)! n,t(nn - ..... 0!
mais comme n-n;-n,~ ... -n, =0 on a (n-nl—nz- . nr)€ =1 j;on a fina-
1emenf :
nt
X = .




ShVBLE FONDAMENTAL - EVENEMENTS

i)
<5y
92}

'}?' \

puste

Soit E un ensemble ayent n €léments.®On note P(E) 1

de B.

fensemble des parties

Montrer en utilisant le bindme de Newton que P(E) a 2~ éléments.

Exercice I1I
Soient E un ensemble,i et B deux parties de E.

Démontrer la formule de Morgan :

AUB=ANB,

In déduire la formule duale :

LB =4U B,

Exercice IIT

On jette un dé deux fois et on observe le résultat obtenu.

Quel est ltensemble fondamental 7

O
=
[
®
oF
ot
®
(]
ko)

obtenu,
1)Quel est 1'ensemble fondamental ?
i1)Expliciter les événements suivants :
-obtenir au moins une fois "pile';

~obtenir au plus deux fois "face®,

~———Rxerciee—V - e

s2ce de monnaie trois fois et on observe le résultat

On jette une pidce de monnele jusqu'a ce qu'on obtiemne "pile" et on

observe le nombre de jets.
Quel est l'ensemble fondamental ?

Exercice VI

Sur 1'axe reel on choisit 2 points M et N dont les

comprises respectivement entre -2 et 0,0 et +3.

Expliciter 1%événement : la distance de ¥ 2 N est

abscisses x et y sont

superieure ou égale 3 3,
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Solutions

Exercice T

L'ensemble P(E) est constitué de toutes les parties a :

L ’ - 0
- 0 éléments et qui sont au nombre de Cn =1 3
£ A [ 1] 1
- 1 €éléments Cn =n 3
- ¢ 6o ) oo
ni

- p éléments et qui sont au nombre de C§ =§Tzzf§7? 5

etCave
Te cardinal de P(E) est donc égal & :
o 1

n
c + C + oes + cn = ; Cp -
n n n n

p=0

Pour calculer cette somme on considére le polyndme de Newbon :
(x + 1)" = / cP P
n
p=0-
Cette égalité est vraie pour tout x reeljelle est donc vraie a fortiori
pour X = 1, On obtient domc :

n
o7 =p§o cg i.e P(E) = ot .

Exercice II

- -

ILvégalité AU B = A {1 B est équivalente aux deux inclusions :

AUBCANTE e afvB C AvUB

iYMontrons que tout é1ément x de A U B est aussi élément de A N\ B,

En effet xe€ AU B signifie que x n'appartient pas & A U B, donc n'app-
artient ni & A ni & B et par conséguent x appartient au complémentaire de
A et au complémentaire de B, c'est-a-dire & ARE,

Lfautre inclusion se démontre de manidre analogue.

La seconde formule découle de la premiére en posant A4 = 0 et en



remarquent gque le complémentaire du complémentaire dfune partie de E

L'ensemble des résultats possibles est 1l'ensemble de tous les couples

., £ -
(z,7) ol x et y sont des ¢eléments de €,1 s 2,3 .4 ,5, 6}

Bxercice IV

i)LYensemble fondamental s¥identifie naturellement 1'ensemble & 8

€1 ément

u
on

g1 - {PPP&PF&?FQEFP,FFF,,FFP,FPP,F’PF),

1331t événement "obtenir au moins une fois pile" est la partie de ) :

A = % PPP,PPF,PFF,PFP, PFP, FPP, FPF )
J.

et i1 n'sst pas difficile de voir qu'il coincide avec 1%événement "obtenir

)

gu plus deux fols Tace™,

Exercice V

. . . \ . dme |
On peut obtenir ¥pile” au bout du 1%F jet ou du. 2 jet etcese

ensemble fondamental est donc liensemble de tous les eniiers strictement

Consideérons l'axe reel sur leguel on a choisi une unité de longueur,

Choisir les points i et N revient & choisir x et y donc le couple (x,y)

Mais un couple (x,y) represente toujours un point du plan relativement &

un repére orthonormé, L'ensemble fondamental Sk est donc

Sl = {(Ksy) e R%/ -2 ¢ x £0 e 0 g3y £+ j

AN
"



.//3

i

Af x
-2
De manidre générale on a distance de M & N = dis(M,N) = !y - xli.e
dis(M,N) = y - x puisque x <Y -
L'événement A = "distance de M & N superieure ou égale & 3 " est la partie

de ._.Q;, donnée par

p={eel /y-x3 3}

La droite d'équation y - x = 3 partage le plan en deux parties ayant
cette droite en commun. Sur 1'une des parties oma y - X &3 ; sur 1l'autre
partie om a y - x*;:}« 3 ..0n constate aisément que la partie qui convient

est celle qui ne contient pas 1l'origine des coerdonnées,



CATLCUL DES PROBABILITES

Un lot contient 12 articles dont 4 sont défectueux.On tire au hasard
3 articles du lot, 1'un aprés liautre. Calculer la probsbilité p pour que
les 3 articles ne soient pas défectueux.
Exercice II

Trois machines A, B.et C produisent respectivement 50% , 30% et 20%

du nombre total des pigces fabriquées dans une usine, Les pourcentages de

piéces aéfectueuses de-~ ces machines sont de 3% , 4% et 5%.8i 1'on prend

une pi&ce au hasard, guelle est la probabilité pour qufelle soit défectu-

xercice IIT

Dans un lycée 25% des éldves échouent en mathématiques, 15% échouent
en chimie et 10% échouent & la fois en mathématiques et en chimie. On choisit
un éi&ve au hasard.

i}S1 1'éléve a échoué en chimie, quelle est la probabilité pour qu?il
ait aussi dchoué en mathématiques ?

3ii)31 1*é1dve a échoué en mathématiques, quelle est la probabilité pour
qufil ait aussi échoué en chimie ?

3ii)Quelle est la probabilité pour qu'il ait échoué en mathématiques

ou en chimie 7 T
'@xercice v

On jette un dé bien équilibrée Soit X la variable representant le
double du nombre obtenu, et soit ¥ une variable prenant les valeurs 1 ou 3
suivant que 1'on obtient un nombre impair ou un nombre pair. Calculer la

distribution et 1'espérance mathématique de X , ¥ , X + ¥ et XY .



Solutions
s ——C A —_——.

Exercice 1
AR TR O —————C

-10-

L'ensemble fondamental est l'ensemble de toutes les parties a trois

articies que 1'on peut former & partir-du lot.I1l a pour cardinal :

2] -

Notons A 1'événement "les trois articles tirés ne sont pas defectueux®.

3
12

121

37,01 220

ey

c

1°~Les articles non defectueux seront tirés parmi 8. D'ol :

3 8!
[4]= % =375 =% -
' . 56 T
D - [ iy P —
onc p(4) 555 5| -
Soient :
" _er .
Al = 1 article tiré non defectueux™
A2 = "0, rticle $iré non defectueux”
ot Ay = n3%M€orticle tiré non defectueux™
On a bien-sfir : A = Al(\ Azf\.AB et
p(4) = p(Al).p(A2/A1)ep(k3/A1ﬁ A2) .
. 8 7
Mais p(Al) v p(AZ/AI)-=ii- et
.8 1 & _ 14
p(A) ""12 o 11 o, lO - 55 3
Exercice 11
Notons A ,
A = "la piéce tirée provient de A "
B = "la pigce tirée provient de B "
¢ = "la pi&ce tirde provient de C "
et B = "la pidce tirée est defectueuse™,

Les parties A , B et

£

AUBUC

avec

AR B=BAHC

2o.Retrouvons ce résultat en utilisant les probabilités conditionnelles,

»
.

y 6
i} Y . LAYy e
p(Aﬁ/Al A2, = T5 Diou

B et C respectivement les événements suivants :

C constituent une partition de )} i.e :

CAA=¢ .

=



On a donc

e

p(AA B) + p(BNA E) + p(C A E) .

fe}
t["/
i

Mais comme ©p(Af E) = p(&).p(E/A) etc... on obtient :

p{a).p(B/4) + p(B).p(E/B) + p(C).p(E/C) , cfest-i~dire :

i)
i)
b
S
it

o
~
(&3]
S’
Il

0,5.0,03 + 0,3.0,04 + 0,2.0,05 .

i.e ip(E)

0,037 f.

Exercice ITIT1

Notons

M 1!événement "1téldve échoue en mathématiques ™

c " ] 9&18ve échoue en chimie ¥ ,
Oon a

1) p(w/C) = w&%q) = %ﬁ% =°§=’ 3

1) plom - 2ER0 L 230 2

iii) pM U C)

p(M) + p(C) = p(M Y C)

i

0,25 + 0,15 = 0,10 = 0,30

Exercice IV

poaRa R ey

hppelons R le résultat du jet. I1 prend 6 valeurs 1 , 2 ., 3 , 4 , 5

et 6 avec la probabilité 1/6; donc X prend €& valeurs 2 , 4

» 6 , 8 5 10

et 12 avec la méme probabilité 1/6. On dresse le tableau suivant :

R 1 2 3 4 5 6

X 2 4 5 8 10 12

iz 1 3 1 é | i 3
X+ ¥ 3——“~ ;“ Il i 11 —il 15
ZY 2 12 & 24 10 36
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Ce qui nous domne les distributions de X , ¥ , X + ¥ et XY :

Valeurs de X 2 4 6 8 10 12

Probabiltés 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Valeurs de Y 1 3

Probabilités 1/2 1/2

Valeurs de X + Y 3 T 11 15

Probabilités 1/6 1/3 1/3 1/6

Valeurs de X.Y 2 6 10 12 24 36

Probabilités 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Rappel

Soit X :_f1=~———-—4a R umne variable aléatoire reelle sur_rl fini.

N\

Elle prend donc un nombre fini de valeurs quton notera xl s seo 3 X OL
n

n est le cardinal de.fL s Soit py = p(X:xi) la probabilité pour que
X prenne la- valeur X;o

I,'espérance mathématique de X est le nombre E(X) défini par :
n

—

B(X) = 7

i=1

. X,
Ps%; -

Ce nombre n'est rien d'autre que la moyenne de toutes les val .urs X de X
pondérées par les probabilités Ps.

A partir des distributions de X , ¥ , X + ¥ et X.Y on obtient :



et

E(X)-:-jg(2+4+6+8

B(Y) =51

B{(X + Y)

i

o*\ll'—l

B(X.Y) =

r b

B(Y)

]

10 + 12

7+ 2 =

12 + 24

N’

W

36)

]

had

W
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VARTABLES ALEATOIRES

Exercice I
Une boite contient 5 jetons de forme identigque , mais numérotés de 1 & 5.
L'expérience consiste & extraire un jefton de- Ia beite, & noter son
numéro X3 puis, aprés evoir remis dans la boite ce premier jeton, & extraire
% nouveau un jeton de la boite et & noter son numéro y. Le couple (X,y) est
ainsi le résultat de 1'expérience, A chaque extraction on suppose évidem-
ment 1'équiprobabilité.

On définit la variable aléatoire Z par :

2 si X =1y
Z =40 si x <Ly
-1 si x>V

1°-Donner la loi de probabilité de Z.

2o.Calculer 1'espérance mathématique E(Z) de Z.

Exercice IT
On considére une pidce de monnaie telle que_si on la jeite la proba-
bilité d’avoir "pile"™ est p>> 0 et donc celle d'avoir "face" est g= 1 - p.
On jette n fois cette piéce de monnaie &t on note X la variable
aléatoire définie par :

1 si YpileYapparait au 3 °me jet,

i . . éme |,
0 i “face"apparait au i Jjed.

1°® - Pour chaque i trouver la loi de probabilité de Xy
2° -~ Calculer 1'espérance mathématique de Xi.
3° - Donmer la loi de probabiiité de la v,a X = Xl t oee ;n; calculer

son espérance mathématiques



Solutions

i

Exercice

\

Tes variables x et y prennent leurs valeurs dans T’ensemble{;,2,3,4 5

9/‘{ e

T,'ensemble fondamental associé & 1'épreuve a 25 éléments et tous les événe-

ments élémentatres sont Aquiprobables.

RE 1 2 3 4 5
N .
1 X <Y
2 XY
3 X»y \\\\
4 \\
5 N

1°~ La loi de Z est donnée par le tableau

Z -1 0 2

p(z=2,)} 2/5 2/5  1/5

26~ L'espérance de Z est le nombre :

E(Z) =~E—(~l) +£‘=O+']:‘“=.2‘—'=O .
> 5 5

Adnsi % est une variable aléatoire centrée,

Exercice IT

Pour tout i la variable aléatcire Xi prend deux valeurs

1°- La loi de probabilité de X est donnée par le tableau :

X E 1 0

p(Xi=x> ‘ P q

Ctest la loi de Bernoulli de paramétre p.
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2°—~ Espérance de 7 : On a :

E(Z) = p.1 + 9.0 = p

39~ La variable X = Xl + o + Xn, prend ses valeurs dans l'ensemble
{O,l,... ,n}.Pour calculer la loi de X notons Ai et Bk les événements
"'Xi prend la valeur 1. " e3 "X prend la valeur k". Nous voulons calcu-
ler la probabilité de 1'événement By. Dire que X est égale & k , c'est
dire que parmi les variables Xl s ovee o Xn il y en a k¥ qui valent 1
et les n-k autres valent O,
Soient {il s eae ’ik% une partie & k éléménts et {jl s see 9 jn-k}
son complémentaire. On a :

B_=_J (Ailf'\» Aik/‘\Ijl eer INE
olL la re’u‘niqbn porte sur toutes les combinaisons & k éléments qu'on peut

former & partir de {l s coo g n}e‘b qui sont au nombre de Cg N

i)Les événements OC. o= AN eee MA, Y A, M ees /’\T
llo e 1k ll lk Jl jn-—k
et Ciy 4y = 40 M ew N4, A Aj,ﬂ.“. N Ay sont disjoints
1 k 1 k 1 n-k

si la combinaison lfil’»‘ .o ’ik}’ est différente de {ii’ sen ,iﬂ:} .En effet il

. . . . N (U X s . f . q
existe lsé{/ll’”""lk‘f et 14 !ill,.,.,ﬁ% et donc 13‘:{33'."’“’%—%

<R
Commwe A, N A, = { on en déduit que G, (Y Chy sy = B .
ls :Ls :ng.agll.c llanelk
ii)Tous les événements A, seeoshs o AL .., Al sont indé-
1 x 91 In-x

pendants et tels que pour tout ie-,.{l, cos s n} p(Ai) =p et p(Ai) = Qs

En vertu de ces deux remarques on obtient que pour toute partie

P(C- . ) = p(A. )e oo e op(A- )op(Ao ), e 0.0 ,p(A.. ) i,e
Lyeeely 1 Tk J1 In-x



k n-k
P(C—i i ) = p q ®
. l.be 1{
Finalement :
o
P(B-l{) = < P‘(Ci - )
- ilgoa@,ik I"°°" 7k
k k n-k
p(B) = C pd .

La loi de X est donc définie par

k¥ k n-k
p(X=k) = C_pq .

Jtegst la loi binomizle de taille n et de paramétre

Do

cette loi par la suite.

Espérance mathématique de X .

On & @

n
E(X) = E(Z%l X, ) = Z_B(E) .
i=1 i=1

Comme E(Xi) = p pour tout i {cf. 2°) on a :

E(X) = np .

Nous reviendrons sur -
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VARTABLES ALEATOIRES

(suite)

-t L L

Tonctions de répartition densités

Execice I
e
Soit X une variable aléatoire continue dont la distribution f est

constante sur un intervalle [a ) b] et vaut 0 ailleurs :

:Hx)={k si xgla, bl

0 sinon
1o-Calculer k et EB(X);

2o.D&terminer la fonction de répartition F de X.

Exercice II

Deux amis A et B, se donnent rendez-vous & la sortie de leur trav-

2i1 entre 18" et 197

h . s
et llarrivée

On appelle X la fraction d'heure qui s'écoule entre 18
de A et Y celle gui s'écoule éntre 18h et 1'arrivée de B.On définit
ainsi deux variables aléatoires & valeurs dans 1%imntervalle [9 ’ lj,On
suppose qu'elles sont indépendantes et uniformes.

On note T le temps d'attente du premier ami arrivé,
19-Calculer T en fonction de X et Y .
no_Calouler la fonction de répartition de T et en déduire la densité de
probabilité de cette variable.
3o.Calculer 1'espérance mathématique de T et son. moment centré dfordre
deux,
4°-Les deux amis ont convenu que le premier arrivé attendrait 1'autre

au plus 30 minutes,Quelle est la probabilité pour que le rendez-vous ait

lieu ?



Solutions

Exercice T

1°-La fonction f est continue sauf peut-8ire en a et b,Pour gqu'elle soit
1la densité de probabilité dtune variable aléatoire X il faut qu'elle so-
it non négative et que son intégrale sur R soit égale A 1. On a dont :

o:0] a b +00
1= f(x)dx = f(x)ax + f{x)dx + ¢ f(x)dx

- bt ()] \j a b

Mais comme f est nulle en dehors de 1‘intervalle-E;a s ﬁj cette integ-

b b e b
1 = f{x)dx = kdx = L.k,x i.e 1 = k(b - a).
a a

k = 1/(b - a) f(on a suppcsé bien-entendu que a est distinct deb).

J
Q
(;: v

est domnnée par :

el

Ltespdrance. mathématique de

{+e & 2, 1" w2 2
B{X) =) xf(x)dx =} k,xdx =] k.x/2 = éé-’(b - a“) 4i,e
§ =00

b

)=a

T e

+
2

b

E(

2%-par définition la fonction de répartition de X est la fonction réelle

F donnée par :

?(x)

i
3
P
]
b
N’
I
‘s.m«.e.\
Hy
N
Ly
N
prs

' 5
PoUr t & & on a IT(T) =0 "donc F(X) =0 ;81 téif , bj on decom-

pose l'integrale de la fagon suivante

a X X X -
F(x) =5 f(t)at =+ f(t)dt = ( kdt = rkt} = k(x - a)= =2,
L b - a

00 a Ja a

Si t:?13 on a :

b
F(x) =§;f(t)dt =1 d'epres la question qui précéde., En résumé :
a



{O pour x £2a
- a

ix
F(x) = —f pour agXx &b

.1 pour xb
F est une fonction affine par morceaux., Sa representation graphique

est donnée ci-dessus

%F(x)

%X

d tm-w.-d-l-'q —y P .!"i

Exerciqe IT

1°-T,a variable aldatoire T represente le temps dfattente du premier ami
arrivé, Elle est positive;donc elle est égale a ‘X - YE.

2°-TLes variables X et Y prennent 1eﬁrs valeurs dans [O s 1} .Un 'év‘enement
élémentaire. est representé par un point du plan de coordonnées (x,y) ol
x et v sont des éléments de E’_E) s 11 . Lt'événement A = {T <t}est donc

1l'ensemble des points dw plan défini par les inégquations :

QO gxg1l ’ 0 £ v £ 1
X -y&t y-x &t

representé ci-dessous :
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Droite d'équation v - x = %

Droite d'équation v - x = -t

-

Ta probabilité de A est 1'aire de la partie hachurée :

P(t) = pla) =1 - (L - £)° = t(2 - %) pour tEEO s 1]
Pour t « O l'ensemble A est vide e? donc F(t) =0 3 pour +t3%» 1

1tensemble A est 1l'ensemble fondamental tout entier, Dol F(t) = 1,

Pinalement la fonction de répartition associée & la variable aiéatoire T

e .M.___s..’..é.-c-rli . J— - . —— e e i e e —
0 si 1 €0
F(t) = t(2 - t) si 0 £t 41
1 si Tt » 1

On remarque gque F est continue partout, dérivable sauf en 0.0n peut

donc prendre comme densité la fonction :

.
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[o si t <0

£(t) =¢ 2(1- ) si 0 gt gl
0 si t >l

Remarque : La densité de probabilité n'est pas unique:choisir comme déri-

vée en O la dérivée & gauche O ou la dérivée & droite 2 ne change en rien
la fonction de répartition F de T.

3°- L'espérance mathématique de T est donnée par 1'imtegrale :

w rl_m

+00 1 — -1
E(X) = tf(‘t)dt = 213(1 - t)dt = L‘tz - 3 - 1/3 R

-0 ‘ 0 -— 0

Le moment centré dlordre 2 de T n'est rien d'autre que la variance

de T qui est égale a :

{ +00 1
Var(m) =t 2(t- %—)2(1 - t)at = %— (3t - 1)2(1 - $)as
-0 0
\ X 1
_2f 94, 153 _ 1.2 _
= 3( 413 + 317 "'é"t + t]o = z—-

4°- TLa probabilité pour que le rendez-vous ait lieu est la probabilité

de 1?éveénement {T <f1/2}- i.e :

F(1/2) = $(2 - 1/2:)' =3/4 .
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VARIABLES ALEATCIRES

{suite)

xercice I
T A e — AT M.

Soit (X,Y) un couple alédatoire dont la distribution de probabilité

est donnée par le tableau qui suit :

y | 1 -1
X
P 1-p
-1 > >
1 A-p P
2 3

oli p est un réel strictement compris entre O et 1 et distinct de 1/2 .
On pose 2 = XY ,

1°=Calculer 1la distribution de probabilité de Z et son espérance math-

dmatique.

oo Calculer 1tespérance mathématique de X et celle de Y,

3o-Montrer que X et Y sont  dépendantes.

Exercice 11

Un essai pouvant conduire & un succés ou a un échec,on fait n

N

. e e sz s .eme .
egssais indépendants.On note p; la probabilité d*un succeés au i essai

et on pose :

T =-£(p 4 o + D)
n 1l n
Soit ¥ le nombre de succés rencontrés au cours de ces essais.

je-Calculer 1fespérance mathématique de X et sa variance.

2°-Démontrer 1*inégalité :

X — . 1
p({jg- -P i D
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Solutions

—r——— ORI,

Exercice I

1° - Ta variable aldatoire Z prend deux valeurs : -1 et +1. Sa distr-

ibution de probabilité est donmée par le tableau qui suit :

bs P. 1 -0p

Son espérance mathématique est : E(Z) = -p + (1 - p) =1 -2p ; élle
est non nullé car p est différent de--]é-par_hypo'th‘eseo
20.. T,es lois de X et Y sont les lois marginales respectives du couple

aléatoire (X,Y) :

X -1 +1 Y -1 +1
1 1. 1 1
by 2 2 P3 2 2

oma E(X) = B(Y) = -F+

rol-

=Oo

30. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car E(Z)
est non nulle alors que le produit E(X)E(Y) est nul (si deux variables

aldatoires sont indépendantes alors E(X.Y) = E(X)EX) ).

Exercice IT

Pour tout i = 1,...,n soit X, la variable aléatoire définie par

. . eme . N
1 s1i le i essail donne un succes
0 sinon

Les essais sont indépendants les v.a X; sont aussi indépendantes et

vérifient clairement :

X=X-l+cau+xn
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1°- On a2 : E(X) = E(X‘.L F oeee xn> = E(Xl) + oeee + E(Xn)

Var(X) = Var(Xl) + oeae t Var(Xn)

Comme Xi suit une loi de Bernoulli de paraméire p, on a E(Xi) = p; et

- v ) = - 15.) . D'ol -
Var(ii, pi(l pl) Dioh

B(X) = Py + +ee + P =TD

Var—(X) = pl(l - pl) + see + pn(l el pn) @

. - I __X___u- 2 1 P = 1
20~ Ltindgalité 111 I’EE c est equivalente a iX -n pk'}.nc i.e

| x - 5@ 3 ne

Diaprés 1'inégalité de Bienaymé-Tcheycheff on a :

(| %~ B@|ynec) Var(X)

N n202
cfegt-a-dire : n
> D, (1 - ;)
X -=E L iat
POiT -2} 3 cIs 22

Considérons le terme pi(l - pi) .

&

C'est une fonction de 12

Notons 1a f(p.). Elle a pour dérivée f£'(p;) =1 - 2p; qui s'annule &U
point py="5 en leguel f atteint son maximum qui est f(%& = %f‘

Le maximum de Var(X) est donc n;%- s ce gul impligque gque le maXimum

de Var(X) est 1? . Ce gui démontre 1l'inégalité :
2,2 ne<

=E-sle <F

n02
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L0IS DE PROBABILITE

Exercice 1

La probabilité pour qu'un tireur atteigne une cible est p =-%—,

i)En supposant qu'il tire 7 fois quelle est 1la probabilité pour
qu'il atteigne la cible au moins 2 fois 7

ii)Combien de fois doit-il tirer pour que la probabilité qu'il

atteigne la cible au moins une fois soit plus grande que-—%—n

BExercice II
On suppose que dans un livre de 500 pages,il y a 300 fautes d'imp-
ression distribuées au hasard,
Calculer la probabilité pour qufune page donnée contienne :
iYexactement 2 fautes d'impression

i1i) 2 fautes d'impression ow plus .

Exercice III

On suppose que 2% des articles produits par une usine sont défe-
ctueux.
Calculer la probabilité pour que dans un échantillon de 100

articles,il y ait 3 articles défectusux .
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Solutions

B —————

Exercice I

T —— - ———

Soit Xi la variable aléatoire définie comme suit -

. . ) .eme .
£f1 si la cible est atteinte au i tir

X, =
i

0 sinon

Cette variable suit une loi de Bernoulli de paraméire p =%%—, La variable
n

.7
T AE &
represente le nombre de fois ou la cible est atteinte au bout de n tirs,
Elle suit uné loci bindmiale de taille n et de paraméire p,
i)On cherche la probabilité de 1'événement A = {'X > 2%', I1 est
plus simple de calculer celle de A ={ X s\lae Mais I est la réunion

isjointe des événements {X:O}’ et ~{Xﬁl} . Dol :

P(E)

. _ (1,0,347 1y (3,6 _ 7290
P(X=0) + P(X=1) = (4) ) +7.(.(4).(4) =

(4 16364

Dot P(A) = 1 - 12?2‘2 - gig; = 0,555 .

&
ii)Soit E = t X_}/ _L\P .0n cherche n tel que P(E) > -§-—- Ce qui
1 - B(

J
4 - - = 2 — 1
est dquivalent & - P(E) > =5~ ou encors P(E) € S
mais P(E) = B(X=0) = (1 - P = ). Ce qui domme (< 1/3. En

appiiquant la fonetion Log aux deux membres de cette indgalité on obtient

nLog(i} < Log(%% i.e =n{log3 - Leg4) < -Log3
ou encore :

n>.logv3

= 8
~"TogZ - Log3 2,81

Le nombre de tirs doit donc &tre supérieur ou €égal 3 4 ,

Exercice IT

On prend une page au hasard parmi les 500. La probabilité pour que

cette page contienne une faute d'impression est p = 5%5 . Le nombre X de
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fautes d'impression dans une page est une variable aléatoire qui suit

—-1 Comme
500" me n

une loi bindmiale de taille n = 300 &t de parameire p
est éssez grand et p assez petit on peut supposer gue X suit une loi
de Poisson de paramétre A=np = 300.§%B¢= 0,6.

i)La probabilité pour que la page considérée contienne exactement

2 fautes d'impression est

.—036 2 .
P(X=2) = = 21(096> =o,12764

= 0,1

ii)La probabilité pour que cette méme page contienne 2 fautes d'imp-

ression ou plus est :

P(Xy2)=1-P(Xgl)

I

1 e"o,6'_{0 6)0 e—0,6(0,6)1
- TOTTTIT

O3 5
= 0,122

Bxercice ITT

Le nombre X des articles défectueux suit une loi bindémiale de
taille n=100 et de parametre p=0,02 . Mais comme n est grand et p petit
on peut considérer que X suit une Joi de Poisson de paramdtre ,\:np=2.
Dol :

3
2”7 e 1,08

P(X=3) = 37 = z
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c

n directeur de société a son domicile dans 1la localité A. I1 quitte

. s R - B . .. . . B
son domicile & 845 et se rend en voiture 3 son bureau gui ouvre a 9 .

La durée de son trajet est en moyenne de 13 mn, avec un écart-type de

3 mn,

e directeur dfarriver en retard ?

-t

Quelle est 1a probabilité pour
26. Ta secrétaire du directeur a son domicile en A, mais elle se rend au
burgau en empruntantAen A je train de 8h32; elle descend 3 la staﬁion B.
Elle se rend de B a son buféau par 1’aufobus'qui part de B & 8h50 et qui
siarréte devant le bureau. La durée du trajei en train a pour moyenne
16 mn, pour écart-type 2 mn et la durée du trajet en autobus a pour moy-
enne 9 mn, pour écart-type 1 mn.

Quelle est la probabilité pour la secrétaire dfarriver & l'heure ?
3%~ Quells est la probabiliité pour que le directeur ou la secrétaire

rrive 5 ltheure ?

Ay

Tes durdes de trajet du train, de voiture et de 1'szutobus sont
supposées indépendantes et suivent foutes des lois normales.
Solution
ettt

Notons X la durée du trajet en voiture du directeur , ¥ et 7 les

durées de trajet de la secrétaire respectivement em irain et en autobus.

On obtient ainsi 3 variables aléatoires X , Y et % suivant respactive-
ment des lois normales N(13,3) , N(16,2) et N(9,1).

1.l e directeur sera en retard s'il arrive aprés 9hﬁ Comme il
quitte son domicile a 8h455 ceci signifie gque la durée de son trajet est

strictement supérieure & 15 mn. La probabilité cherchée est donc :

-

P(X > 15)
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Pour le calcul effectif de cette probabilité, nous procédons a
un changement de variable afin de nous ramener & une lol normale centrée

réduite pour pouvoir utiliser les tables numériques. On pose alors :

g o X =13
3
Dire que X %15 , c'est dire gue X'>.:L_5-:—l-3 =—32— . D'ol :
3

PC X > 15)=P(X'>'§°)=1-—P(X'~\<-—32-§

Mais P(X' < -§—) = Aire de la partie hachurée i.e la partie délimitée par

1'axe des abscisses, 1a2droite d'équation x = 2/3 et le graphe de la
t

—

fonction f(t) = Le 2 gui est la densité de probabilité de la loi
VE{?

normale N(O , 1), On a :

P(X > 15) =1 ~-P(X' < §)

= 1 - 0,7454 = 0,2546 .

A
£(+)

_t°
2

-» “courbe d'équation f(t)= L e

o ¥

2/3




2°-La secrétaire arrive & ltheure si l1a durée du *trajet en train
est inférieure ou égale & 18 mn et celle du frajet en avtobus est infé-

rieure ou égale & 10 mn. La probabilité cherchée est donc

P(Y €18 et Z2_ £°10) = P(Y €18).P(Z < 10)

puisque Y et Z sont indépendantes.

Y - 16, .y _ B~39

2 : 1

En posant 3 Y' =

on trouve : P{(Y £18) = P(¥' < I} et P(Z2 <« 10) = P(Z* < 1) et done :

P(Y £ 18 et Z < 10) = (098413)2 = 0,7078 .

3%°~Spoient B et F respectivement les événements "le directieur arrive
% 1°'heure" et "la secrétaire arrive & l'heure™. On a ;

B(EUF) =P(E) +2(F) -P(EA F) .
or P(E) = 1 - P(E) = 0,7454 d'aprds 1° et P(P?) = 0,7078 d'aprés 2° et
E et P sont indépendants, DTol @

P(E U F) = 0,7454 + 0,7078 ~ 0,7454.0,7078 = 0,9256 .
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LOIS DE PROBABILITE

Droite de Henry

La distribution des poids de 10CQ individus est donnée par le

tableau suivant :

Poids en Kg Effectifs
(50 , 550 35
[55 . 60 : 70
[so , 65 L | 120
65 , 70 | 185
o, 5[ | 210 i
frs , eo [ 175
o , 85 [ 115
g5 , 90 L - 65

@0,95[ 25

On note X la variable aléatoire "poids", On veut alors vérifier
graphiquement, & 1l'aide de la droite de Henry, si X suit une loi norme-
le,

1°- Calculer la fonction de répartition observée de X,

2°—~ Déterminer & 1'aide de la table de N(0,1) les valeurs de la
variable Z correspondant a cette fonction.

3°- Representer dans le plan (X,Z) les points dont les abscisses
sont les bornes supérieures des classes et les -ordonnées les valeurs de
Z correspondantes.

4°- Ajuster le nuage de points ainsi obtenu en utilisant la méth-

ode des moindres carrés,

50~ Estimer la moyenne m et l'écart-type & de la variable aléatoire

normale qui ajuste X.



Solution
1 = La fonction de répartition observée de X associe 2 la borne sup-
drieure ds chague classe la fréquence curmulée de cette classe., Les val-

eurs de cette fonction Fc sont données dans le tableaun gqui suit

Poids Borne supérieure - 3 Fc
(50 , 55[ 55 0,035
i55 , 60] 60 0,105
E;_*SO , 65%'-_ €5 0,225
{65 ’ TOE 70 0,410
[70 , 75 [ 75 0,620
(75 , 80| 80 0,795
[so , 85 85 0,910
Fs5 , g0 f 90 0,975
foo , 95 [ 95 1,000

2¢ = Calculons les valeurs de lz variable normale centrde réduite %

correspondant a Fc“‘ La premigre valsur Zy esti ftelle que

Probabilité( Z <lz. ) = 0 035
En utilisant la table de N{(0,1) on obtient 3z = -1,82 .
La méme démarche permet de déterminer les autres valeurs de Z.FEllss

sont données dans le tablezu suivant ¢

7. -1,82 -1,25 -0,76 -0,25 0,31 0,82 1,34 1,96 3
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&
3° -  Representation du nuage de points défini par (X,2).
Z
I /
/u
Droite ‘de Henry
/"
/e
e
- & ?/ & proa '3 r-3
O 55 60 65 ) 75 80 85 90 95

On remarque que tous ces points sont
"presque alignés", Ce qui montre que
la variable X peut &tre ajustée par
une normale dont on estimera les param-

étres en ajustant d'abord le nuage de

.

points ci-dessus a l'aide de la droite

des moindres carrés.
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4%~ Ajustement du nuage de points per la droite des moindres carrés.,

On cherche la relation linéaire gui dcnne Z en fonction de X.

Elle est de 1la forme :

. . N Cov(X,Z) y - -
- < e T E — —
7 = aX + b o & = Var(X) et b=2Z a.x

H
{cf appendice pour ces formuies).

£-75 . Dol X = 5.X% + 75

i

Posons X°
>

Par suite Var(X)

25Var(X') et Cov(X,Z) = 5 Cov(X',Z), NWous

résumons les calculs dans le tableau ci-aprés :

X yA Xt sz X%z
55 | -1,82 | -4 16 7,28
60 |-1,25 | -3 9 3,75
65 -0,76 -2 4 1,52
T0 -0, 25 -1 1 0,25
75 0,31 o 0 O
80 | 0,82 1 1 0,82
85 | 1,34 2 4 1,68
aC 1,96 3 S 5,88
95 | 3 4 16 12

3,15 0 60 33,18

En utilisant ce tableau on calcule :

Xt =0 , d'od X =75 x'% - 6,66
”':7:‘ = 3$15 = 0935 X’Z :‘_——_—:’918 = 3,68 ©

9 9
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Ce gqui donne :

P )

Var(X) = 25 Var(X!') = 25.X'° = 25.6,66 = 166,56

Cov(X,Z) = 5 Cov(X*,3) = 5.X'Z = 5.3,68 = 18,4 .

On a utilisé le fait que i; = 0 pour calculer Var(X') et Cow(X",2).

On obtient finalement :

a=28% _011 et b=0,35 -0,11.75 = -7,9 .
166,6
L'équation cherchée est donec Z =0,11X ~ 7,9}.

52 — La variable % est la normale centrée réduite associde & la nor-

male X dont les paramétres sont m et o- que l°on va estimer. On a :

7 = d'une part; et d'autre part dlapres la question

O—
qui préceéde on a % = C,11.X - 7,9.

En identifiant ces deux équations on obtient les égalités suivantes:
S = 0,11 et —= 17,9 .
o—-

Ceci donne m = 71,89 et o= 9,1
En conclusion on peut considérer que X suit une loi normale

N(71,89359,1).



Appendice Droite des moindres carrés
1° =  Position du probléme.

Soit S une population de N individus cu'on numé-otera de 1 & N.
On suppose définis sur cette population deux caractires quantitatifs
X et ¥ : & n'importe quel individu i = 1,...,N on associe deux
valeurs Xi et yi, On obtient ainsi deux séries statistiques ( ou deux

variables aléatoires reelles) X et Y dont les distributions sont donn-—

ées par le tableau qui suit :

!
[ -
X X X2 cecoeon lﬁ
.Y. y‘l ‘JZ s o ec 00 YN
F,.,S ence _:J-'m m]—-‘ : -;:u )
1Cqu N N 8 06 6 @ o Iq-
] g

Les deux variables aléatoires X et ¥ suivent foutes les deux
mne méme loi uniforme.

Pour chaque i le couple (zigyi) définit un point dans le plan
(qu’on suppose muni &'un repdre orthonormé par exemple) dont I'abscisse

est x. et lfordonnée Vse On obtient alors un nuage de points,
l N N

4y

bl

L

. Nuage de points

X
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I1 est alors naturel de se demander s'jl existe ume courbe
qui soit "la plus proche de tous lem points™ (en un sens (uton pré-
cisera par la suite). L'inter&t d'une telle courbe est,bien-entendu,
d'établir une relation fonctionnelle entre X et ¥ gqui permettra de
calculer par exemple ¥ connaissant X. Rechercher cette courbe,c'est
faire un ajustement du nuage de points.

Le choix de la courbe.n'est pas facile,encore moins son calcul.Nous
nous contenterons de traiter la question dans le cas d'une droite.

Dans ce cas,on dira que l1l'ajustement est linéaire,

Y Y
& &
P 7
f"‘ ®
. .
. e ;’ ’
¢
%?X —px X
Ajustement lindaire Ajustement non linéaire

20 - Ajustement par la droite des moindres carrés.

Considérons les N points M; i=1,....N définis par les deux
séries X et Y et netons D la droite cherchée, La distance de M, a
D est la mesure du segment MiHi ol Hi est le pied de la perpendi-
culaire & D passant par Mi. Le calcul de cette distance est rela-
tivement compliqué. On utilisera plutdt la distance "verticale" de

M & D, Notons Ki le point de rencontre de D et de la droite d'équ-~

ation X=Xi et supposons que 1'équation de D est de la forme :

Y = aX + b

o & et b sont des réels.
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bl
=

s

‘mmm'mmw-—-v“. mxep AW

|
b

M
L

Za distance de Mi & K, est 1le nombre positif ou nul :

-

d. = Valeur absolue de (ordonnde de K, - ordonnée de Mi).=

Or le point Ki est sur la droite D; donc si son abscisse est X, (1a
méme que celle de M%) son ordonnée est ax.+b puisque tout point de la

droite D vérifie 1'équation Y = aX + b . Dol ¢

4, = Eax. + b - x E o
L i

g %

Nous chercherons la drcite D de telle sorte gue la somme des

soit minimale,

Une telle droite est appelée droite des moindres carrds de Y

en X .
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Pour déterminer completement et uniquement cette droite il
suffit de montrer que a et b existent,sont uniques et rendent U
minimale,

Reprenons la quantité :

N

=
It
par

2
(axi+b - xi)

On a d'abord :

2_2 2

2 _ 2 _ _ _
(axi+b - xi) = x;8 2xi(yi bla + (yi b)

et par suite :

N
U= (ggixi)a -2 ( ;E;xi(yi - b)a + :giﬁyi - b)2
I=1" i=1

i=1

N N
On pose A = :E:xi B = Zzlx,(y, - b) et C = (y = b)2
i il i1 1

i=1

IL'expression U est alors un polyndéme du second degré en a :
2 !
U =428 - 2Ba+ C .

Puisque A est positif ce polyndme atteint son minimum au point a qui

est racine de la dérivée de U considérée comme fonction de a :

U+(a) = 24 a - 2B.

D'onr U'(a) = 0 si et seulement si :

B
a = ===
A

clest-a-dire




— \

. Kol = Deli . R — .

(A a = == — = ou la notation Z designe pour la série 2
2

sa moyennsz arithmétique.
Si on comnsidére cette fois-ci U comme un polynfue du second

degré sn b, un calcul analocgue a celui qufon vient de Taire dorme :

1 N . X
Z a
b_ P 4 :.yr:, - } Xi
N l=1 - N i:l -

gui ntest rien dfautre que :

o

(2): b=Y - a.x

On montre donc que le point moyen G = (X,Y) dont les coordonnées sont
les moyennes arithmétiques respectives de X et ¥ est sur la droite des
moindres carrés.

Les équations (1) et (2) donnent finalement -

ot oy

v

L XY - X.Y G0 (%,1)
:3 o Var(X)
L o L
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LOIS DE PROBADILITE

(Suite)

Exercice 1

On suppose que le nombre de personnes fréquentant un grand magasin
dans une journée est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parmetre " et que chague personne fréguentant ce magasin a une PITO b=
abilité p de se faire voler son poxrtefeuille.

1o~ a)Calculer la probabilité pour que k portefeuilles soient volés
sachant que n personnes ont fréquenté le magasin.

b)Calculer la probabilité p(n,k) pour que n personnes fréque-
ntent le magasin et k_a'entre elles se fassent voler 1e‘portefeuillezd
2o-0On désigne par q(k) la probabilité pour que k vols de porte-

feuilles soient effectués dans une journée.

00

a)Démontrer que qgl(k) = izf p(n,k%) .
n=k
b 2 7
b)En utilisant la formule e = :Z: = déterminer
n=0 )

qa(0) puis qlk).

c)Quelle est la loi de probabilité du nombre de portefeuilles
volés dans une journée ?
Exercice I1

La probabilité dfobtenir 1l'as dans le jet d'unm dé donné est égale
4 1/6, On lance le dé n fois.

Déterminer des valeurs de n telles que la proportion d'apparitions
de 1'as soit égale & 1/6, & 1/100 prdés , avec une probabilité au moins
égale a 0,98 :

P EX "% "’(]3;'0) 2 0,98 .

- - . -
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Exercice I

Soient X et Y respectivement le nombre de personnes qui ont

réqguenté le magasin et le nombre de portefeuilles volés.

Hh

1°~Lfévinement "k portefeuilles ont été volés sachant que n
. e o £ e Z x hS 3 s . 2 ~
personnes ont frequente le megasin® ol 0 £ k &n est Tassccie" 3

une loi binomiale de taille n et de paramétrs p. Dfon :

)nuk'

™
e

P(Y=)/%=n) = C_ p" (1 - p

P(X=n et Y=k) = P(X=n).P(Y=k/X=n) = p(n,k).

Mais : .
1’_\'_ e_y}’.
Bl Ve )
X=n
P(X=n) nt

car X suit une loi de Poisson de paramdétre /A . Ce qui donne
Y
R &
T k n-k
pl{n k) = G o= (1 ~ =
(n, n nl p{ B/ ’
1 nq
Somme C R — pln,k) peut s'éecrire encore :
- kiln<k)1?
=-2i s N =k
e (Ao A(dl-p))™
S(ak) < S (he)E (AGep)) ,
ki {n - k) !

zo-Lévénement "k portefeuillss ont ét€ volds au cours dfune

journeée” stéerit

é'f:k’}; . W/ §xen et Y:k} .

L

g

Lo ~ [ r g A
Comme les évenements ik;n et l:k‘} et % =n? et Y:k% sont dis-
e = !

joints pour ngn® on a

P(¥=n et Y=k)

Ikt

aj a(k) = 2iv=x) =
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00
soit qlk) = Z_p(n,k) .
n=%

Bn remplagant p(n,k) par sa valeur obtenue & la guestion pré-

cédente on trouve :

®
e—k (A )k ( A(l—D))n“k
k) = Sl (n-k)!
k! =k
b) S5i k=0 on a :
n
w0y - N F (2
g nl! .
£ %
En posant t = % (1-p) et en utilisant la formule =7 =¢ on
n=0 :
obtient : q(0) = e_)\et = euk e‘)‘(l-p) = g ®p .

Si k est quelconque on fait un changement d'indice m = n-k ;
on utilise & nouveau le developpement de 1'exponentielle et sous forme
de série et on obtient :

) !n—-k _ @ ,_'EE _ et
i RSN " .
- (n-k)! L= m!

Ce qui donne finalement :

e~ ¥ (apyfe M-P)

A(k) = o
k!
i.e qa(k) =£,;>:im<‘2w>k _ ilj‘;i.n(».')k
ki k!

avec Al = Ap .
c) Ce qui précéde montre gue la variable aléatoire ¥ suit une loi

de Poisson de paramétre &' .
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Exercice I1

Soit ¥ la variable aléatoire qui compte le nombre 4fapparitions

de lfas. Elle suit une loi binSmiale de taille n et de paramdtre p =1/6.

Elle a donc pour espérance mathématique ZE(Y) = %ﬁet pour variance O:{2= 225
Si X est la proportion des as cbtenus, 1'évinement %?;- %_%<i%6:”65t
égal 3 1t'évenenent {%Y »‘%=E<%%3 r - I1 suffit donc de déterminer des
valeurs de.n tellies que :

p( - Ly > 0,98 .

o (I ‘”ZL§4331_ } = 1 = P %‘_,iii I tindgalitd 5 o
Comme P\E_ 51 E) 1 - 2( z E;IOO) 1%inégalité (1} est équiv

n e S ” ~S
P(|Y - A2 5 ) £ 0,02 (z) .

Mais d'aprés 1°inégalité de Bienaymé-Tchebycheff on a

"P(gt{ ,,,cultg'o >_.£_uwu) g O.YZ ] e Pf Y - ;‘(:L_i ...n.. ,< "'—)0104
) 11000 S -, T T TR 100’ T 36m
(lOO>

4 )
5,10 - 5,10
o Pl .\ ©
3671 o Og«O/— 168 I }.b 72 @
C2 gui donne n = 635445 .

Que peut-on odbtenir si on utilise une- approximation de Y par une
variable sléatoire Y'! suivant une loi normale 2

Supposons que n est grand de telle sorte gue ¥ se confond avec Y°',

il - 51
Elle a pour moyenne m = T et pour eécart-type = £~ . Posons :
7 = XY -
o— o

lia variable Z sul® une loi normals centrée réduite. 7.7inégalité (2) devient
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p(|z | >9007) < 0,02

3\ [

£ S & e =
ou P(|Z\>/ ) L 0,02 avec O =g——=55\[5

En utilisant la table de la loi normale on obtient :

X >0,26 .

|

(50 0'0326 [ \/;)2

== 0,26 i.e n 3

3
D'ou %)

i

\/

On voit donc que la différence est appréciable ! Ceci explique
pourquoi 1'inégalité de Bienmaymé-Tchebycheff, bien qu'elle soit inter-
essante du point de vue théorique (elle permet par exemple de démontrer

certains théordtmes de convergence),n'a pas une grande utilité pratique.
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Exercice T
On affecte p tlches A& n personnes.De combisn de manidres cecs est-11
possible si :
i)Les t&ches sont discernables,chaque personne mne pouvant accomplir
qutune seule t&che ?
ii)Les téches sont discernables,chaque personne pouvant accomplir un
nombre quelcongue de tiches 7
iii)Les t&ches sont indiscernables, chaque personne ns pouvant accomplir

gufune seule tiche ?

Exercice IT
Alors que monsieur Hasard s'habillait pour aller & une réception il
se produit une panne d'éléctricité.Sa chambre €tait dans une obscuritd to-
tale,il se dirige vers le tiroir ol &taient jetés dams un désordre complet
ses chaussettes ( 10 noires et 10 vertes) et ses gants ( 2 paires de noirs
et 4 paires de verts);il y prit 2 chaussettes et 2 gants.
i)Quelle est la probabilité pour qu’il soit correctement habilid 2
ii)Quelle est la probabilité pour que les chaussettes et les gants
pris soient de la méme couleur ? '
iii)Sachant qu'il porte des chaussettes et des gants de la mB8me couleur

quelle est 1a probabilité pour gque cette couleur s0it noire ?

Exercice ITT

Un laboratoire fabrique un siccol-test e} les essais montrent que :

-

i) 2% des personnes qui subissent cet alcool~test sont en dtat dtébri-

(7D
i
{+18

ii) 96 fois sur 100 1'alcool-test a donné un résultat positif alors
que la personne éiait vraiment en Stat d'ébridtd,
iii) 97 fois sur 100 1l'alcool-test a domnné un résultat négatif alors

——_que Ja personne n'était pas en Stat §'&bridtd,

Omr essaie 17appareil sur une personne et on consiate que le résultat
est positif.Quelle est l1a probabilité pour qu'elle ne soit pas en &tat 4'éb-

riété 2

Exercice IV

Soit (X,Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnde
par le ftableau qui suit :

(X,Y) (0,1) (0,2) (1,1) (1,2) |

'

Probabilité| 1/3 1/6 1/6 1/3 }

i)Donner la loi de X et celle de Y.Calculer E(X) et B(Y).
ii)0n pose Z = X,Y .Donner la loi de Ze

iii)Calculer E(Z) et en déduire que X et Y pe sont pas indépendant
: 2 es,
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Corrigé du Paertiel T

Exercice I

Notons tl,.,&yt_ les téches dans liordre d'affectation.

B
i}tl peut &tre af

.

fectée de n manidres différentes parce que il

¥y & n personnes. La tiche tz reut &tre affectée de (n-1) manidres., En
effet une personme ne pouvant accomplir quiune seule thdche, il ne reste
plus que (n-1) personnes,

En poursuivant le méme raisomnement, on montre aisdément que le nombre

x cherché est égal au nombre de p~arrangements parmi n objets i.e :

X = Ai =n(n - 1}(n «2)..c(n - p+ 1) .
ii)Une persomnne pouvant accomplir plusieurs tiches 3 la fois,
chague %tache ti pour i=l,...,p peut &tre affectés de n manidres diff-
érentes, Dol le nombre y cherché :
¥ = Ne coe o = n®
p fois
iii)Dans ce cas le nombre z cherché n'test rien dfautre que le

nombre de p-combinaisons de n objets i.e :

Exercice IT

e

Le résultat d'un tirage suivant le cas sera noté :

D

If

“gant droit® G = "gant gauche"

v "couleur wverten N = "couleur noire®

it

On notera i 1l'ordre du tirage d'un gant qui peut prendre 2 valeurs

1 et 2.

i)L'événement A = "Monsieur Hasard est correctement habillé"
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signifie gu'il a pris 2 gants de la méme couleur dont 1'un est droit,

1ltautre est.gauche et 2 chaussettes de la méme couleur. D'ou :
= - I \ T \ ] - 7 A - .
A E(Ole\ on ) u(ev. N cvzfj A L(DNl/‘\ GN,,)U(DV, M\ GV, ) U(GV, DV, )U(CN, N DNZ)__\_

Pour simplifier on posera :

] 3 = g ﬂ . ¢ =

Al CNlﬁ}CNZ A2 CV1 CV2 Al DNfﬂ GN2
¢ = n = st = : N

AZ = DVf\ GV2 Al GNrﬁ DN2 A2 lem DV2

Toutes ces 2-intersections qui composent A sont des évémements incom-
patibles et indépendants. Dol :
: = i ¥ ‘AT n "
p(a) = [®(a) + 2] . [P + 2ap) + 2(a]) + P(aY)].
Calculons par exemple P(Aé) . On a 4 possibiltés sur 12 pour choisir un gant
droit vert. Il restera donc 11 ganits parmi lesquels il y a 4 gants gauches

verts., Ce qui donne :

P(A}) = i’AzbeAf' .

Un raisonnement du méme type permet de calculer les probabilités des autres

évinements gui composent A, On cbtient finalement :

10 9,10 9y 2 2 4 4 .2 2 .4 4
P(A) = G5 i5 + 5505 501 *io T Y ITTT Y T2aT)
i.e | P(4) = 0,1435] .

ii)Soit B 1'événement "“Les chaussettes et les gants sont de la méme

couleur", On a :
- - -t
= t [ 1 BRI
= [Al v Ai)l U LAZ['](AEL;_AZ)J .
Donc

2(a) = 2(a). o(ap) + 2(an)] + () [Ray) + 2Cam)]

iy . 10 4. 4 4
(zo 1%5 (31 + 12 _Ll T+ & i’g') (ﬁ":v * 1% 11) = 0,0718 .



111)301t N 1févenement "Monsieur Hasard porte des gants et des chaussettes

noirs¥. On a :

P(N/B) = ;ﬂ%%%%f&l .
P(%é)s(P(Ai? + P(%;}}

P(B)

Mais- N f1B = 4, N (47 U ATY . Dol : P(N/B) =

942 2,

10 2 2
f 20° 197°12 *11 iz i
0,718

P(N/B)

Exercice IIT

Pour une persomne guil a subl un alcoocl-test notons lszs événements :

E = "état d!'ébriété®
+ - - ‘s
A= "Alcocol=test positif"®

A"= "Alcool-test négatif”

On a :
- P(EA aF o s
?(E/A+) =~—L=m—fz——} par definition d*ume probabilité conditionnelle.
P(4T)

Tifapreés le théoréme de Bayes om a :

P(E)y.P(47/E )
P(E).P(AY/E) + P(E)GP(A+/E) .

P(E/AT) =

D¥aprés les données du probléme on a :
P(E) =1 -P(E) =1 -0,02=0,98

P(a¥/8)

1 ~-P(A/E) =1 ~0,97

i

P(AT/E) = 0,96 .

On obtient finalement :

= Y O 8 © s
P(E/8T) = 298 - 0,03 — =0,6049 .

0,98 . 0,03 + 0,02 ., 0,96
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Exercice IV-

i)Loi de-X . La variable aléatoire X prend 2 valeurs qui sont O et 1.

Sa distribution est donnée par le tableau qui suit :

-

X 0 1|

P(X = xi)J- 1/2 1/2 !

Clest donc une loi de Bermouilli de paramétre p = 1/2. Elle a pour espérance
mathématique :

B(X) = 1/2.0 + 1/2 « 1 = 1/2 .

Pour ¥ on trouve la distribution suivante :

Y | 1 2

P = yy) 1/2 1/2
5

Son espérance mathématique est :

B(Y) =1/2 . 1 + 1/2 . 2=3/2 .

ii)Loi de Z = XY

la V.a 2 prepd 3 valeurs : O ,.1 et 2 , Elle a pour distribution :

4 l 0} 1 2

P(z = ) j 1/2 1/6 1/3

Son espérance mathématique est :
E(Z) = 1/2 .0 + 1/6 . 1+ 1/3 . 2 =5/6.

iii)on remarque que E(Z) = E(X.Y) n'est pas égale au produit des
espérances E(X) et E(Y). Ceci implique que les variables aléatoires X et ¥

ne sont pas indépendantes.
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Probabilités et Statistiques

Partviel IT

Exercice I

Le Directeur se précipite sur ses 2 secréiaires pour la frappe d'un

texte de 2 parties chacune de 1000 caract®res. I1 confie & chacune une par-

.

-

tie. La probabilité que la 1%7° fasse une erreur de frappe est 0,002 par
caractére (0,001 pour la seconde),

Quelle est la probabilité de trouver dans le texte frappé 3 erreurs
au moins 7 Faire une approximation s'il y a lieu.
Exercice IT

Les notes obtenues lors diun partiel Philosophie, dfun échantillon

de 100 étudiants se répartissént comme suit :

S ) s{ 5,8l e, 1o Do, 12] 2, 15{{15 , 2oL

n. 5 18 20 26 21 10

Peut on dire que X suit une lei normale ? Si oui estimer ses paraméires.

Exercice IIT

Dans une entreprise lz nombre d¥empioyés absents un jour quelcongue
-

une variable aléatoire X dont la distribution de probabilités est la

suivante :

Observer par une simulaticn, a l'aide des nombres au hasard qui suivent,

le nombre dfabsents aux 10 jours ouvrables de 2 semaines consdcutives.

Nombres au hasard ¢ 6 3 8261 4146 40 99393849

T ©
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Exercice IV

Les 400 inscrits en Zémeannée AES ont un poids dont la moyenne est
m = 65 kg et un écart-type o-= 5 Kg.

On choisit au hasard 100 étudiants pour visiter les entreprises de
la- région. Pour cela on. dispose de 2 bus de charge maximum (les 2 ensemble)
de 6600 Kg.

Avec quelle probabilité ces 2 bus suffisent-ils -pour transporter

-sans bagages ~ ces 100 étudiants ?

Corrigé du Partiel IT

Exercice T
Pour i=l,...,1000 soit Xi la variable aléatoire définie par :

: as P . éme N
1 si la premiére secrétaire commet une erreur au i caractere

X, =
1

0 sinon
la v.a Xi suit une loi de Bernouilli de paramétre py= 0,002, Toutes les

V. a Xi sont indépendantes ét suivent la m8me loi. La somme :

X=X + .o + Xn,

represente le nombre total dYerreurs commises par la premidre secrétaire
et suit une loi bindmiale de taille n = 1000 et de paramétre p; = 0,002,
Soit Y le-nombre total d'erreurs commises par la seconde secrétaire. En
raisonnant comme précédemment on montre que Y suit une loi bindémiale de
taille n = 1000 et de paramétre p2=0,001°

Tes variables aléatoires X et Y sont indépendantes., Leur somme
§ = X + Y represente le nombre total dferreurs de frappe commises par les
2 secrétaires,

Soit A 1'événement "Le texte frappé comporte 3 erreurs au moins".

T *événement contraire s'éerit
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o

(s <2}

On remarque que n est grand n=1000 , pl=0,00Z petit et np1=2. On

peut donc supposer que X suit une loi de Poisson ds paramgire ,kl= np, =2,

De 12 méme m

V.2 suivant

Pa)

~

aniére on peut supposer gque ¥ suit une loi de Poisson de

paramétre ;‘2= np, = 1 . Par suite S = X + Y peut &ire approximée par une
une loi de Poisson de paramdtre =)y Ap =3 . Dol :
=1 -PA) =1-2(5 g 2)
~
=1 - gP(S=o) + P(S=1) + P(S:Z)}
“ =3.0 -3.1 =32
-1 - e 73 N e "3 . e 73
. Ot 1z 21

Exercice IX

0,5767

Pour
Henry,

Nous aurons

assocides z

tester la normalité de X nous allons utiliser la droite de

besoin de calculer les fréquences cumldes et les valeurs

de la normale centrée réduite. La valeur zy est telle que

P(Z { Zi) = fic 2@

Pid Pl o = —= P = i - - -
T 5 Bl B, oL ho, 12l iz, 5L [15, o]
n, 5 18 20 26 21 10
fi.] 0505 0,23 0,43 0,69 0,90 1
7. -1,64 -0,74 -0,18 0,45 1,28 3
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On represente le nuage de points défini par (X,2)
Z '

3

. nwﬁ g ¥ ot __a,

On constate que les points sont presque alignés, On peut donc

gerire :

Nous estimerons graphiquement les valeurs de m et o

8i Z=0 ona X=my la droite de Henry coupe l'axe des x en Mm=10,2.

It

S8i Z2=1ona X=o0-4+m; d'oll o= 13,5 - 10,2 = 3,3 .

I

La variable X suit donc une loi normale de moyenne 10,2 et

d.‘ écart—'type 3 p3¢

Exercice ITL

On considére 10 tranches de 2 chiffres chacune parmi les 20 Proposés,
63-82-61-41~46~40-99~39-38-49

A chaque valeur de X on assccie un ensemble dfentiers de la fagon

suivante :
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1 -———-——;%009 cec g 2&?

’

{30, ces s 547

o

3 {55, eee » T4y}
4 475, ..., B9Y
5 $90, oo, 96
6 {97, oo, 99}

v

La premiére tranche considérée 63 se trouve dans l’ensemble{559,6,974}
—

gui est associéde & la valeur X = 3,

En procédant de maniére analogue on obtient finalement les valeurs suivantes

Exercice IV

Les 400 inscrits en 2T anmde AES forment une population sur laguelle
on a considéré le caractire “poids” moté X de moyenme m = 65 et d'ecart-type
o~-= 5. Les étudiants choisis au haserd pour visiter les entreprises de la
région constituent un 100=-échantillon exhaustif dont la moyenne X et 1'écart-
type B sont tels que :

¥ pon oo,

X=m et (& ='Ji: i.e m=65 et E& = 0,4335,
I

D'aprés le théoréme central 1imite la variable X peut &tre approximée

par la normale de meoyenne b5 et d'ecart-type 0,4335 .
Dire que les 2 bus suffisent pour les 100 €tudiants, cfest dire
gue le poids moyen X dfun individu de cet échantillon est inférieur ou

€gal & 66 ., Ce qui donne :

P(les 2 bus suffisent) = P( X & 66) = T{(Eé_:mﬁé_) = 0,989 .,
0,4335






