EXTRACTION DE LA RACINE CARREE
A. EL KAciMmI

Cela fait belle lurette que j’avais appris (en classe de cinquieme) la méthode d’extraction,
a une unité pres par défaut, de la racine carrée d’un entier. Il me semble que depuis lors,
je n’en ai plus entendu parler. Je ne crois pas que les collégiens d’aujourd’hui savent ce
que c’est et, évidemment, ils n’en ont pas besoin du tout : ils utilisent une machine a
calculer ; c’est simple, ils appuient sur quelques touches et ils ont le résultat. Pourquoi
devraient-ils se poser des questions ? J’ai eu dernierement a effectuer un calcul qui
passait par celui de la racine carrée d’un entier (assez grand pour que je ne puisse pas
le faire de téte, ou mentalement comme on dit). J’ai voulu essayer par cette “vieille”
méthode mais je n’ai plus su comment ! J’ai alors pris mon mal en patience et décidé
de passer le temps qu’il faut pour réapprendre et, surtout, pour comprendre comment
ca marche (a 1’époque je n’ai eu que la “recette” a “exécuter de maniere automatique”).
Ce n’était vraiment pas si immédiat que je le pensais !

e On sait que tout entier naturel a s’écrit de maniere unique dans le systéme décimal
habituel sous la forme :

4= ap-10n—-2 - "0A100

avec 0 < a; <9 pour tout : =0,1,---,n—2et 0 < a,_1 <9. Ceci signifie :
a=a, 1-10""1 4+ 4+a; 10+ ag - 10°

La condition a,_1 # 0 assure 'unicité de I’écriture ; sans elle on pourrait évidemment
avoir des choses du type :

1556 = 01556 = 0001556 = 000000001556 = - - -
qui sont toutes des écritures du méme nombre 1556. Le nombre a a donc exactement n
chiffres ag,as,---,a,—1 pris dans {0,1,---,9}.

e Soit a un nombre réel positif. On appelle racine carrée de a le nombre réel positif
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tel que 22 = a et qu’on note y/a. Supposons a entier. La racine carrée de a a une unité

prés par défaut (en abrégé RCPD) est I'entier positif x tel que :
v? <a<(z+1)>%

1. Question : Comment calculer cette RCPD ?



Pour les petits entiers ou ceux d’apparence proche d’un carré parfait, on peut a
peu pres le faire & la main. Mais pour a assez grand (tout le monde comprend ce qu’on
entend par 1a), ce n’est pas si évident que ¢a !

e Remarquons tout d’abord (c’est un exercice tres facile laissé au lecteur) que si le
nombre a utilise 2n ou 2n — 1 chiffres, sa RCPD en utilise exactement n, c’est-a-dire :
sia = agp—1a2p—2- - A1Q0 OU G = Agp—2 - A100, ON & T = Tp_1Tp—2 - T1Zo (avec bien
sur z,_1 # 0).

e Supposons que a a k = 2n ou k = 2n — 1 chiffres agp, a1, --,ax—1 (avec ax_1 # 0).
Dans 'écriture a = ag,,_1a2,_2 - a1ag OU @ = a9y, _3 - - - G100 regroupons ces chiffres en
blocs de deux a partir de la droite :

a = (a2nfla2n72)(a2n73af2nf4) T (a3a2)(@1a0)
sik=2nou:
a = (a2n—2)(a2n—3a2n—4) te (a3a2)(a1ao)

si k =2n — 1. Posons & = aiap, &1 = aszag, -+, &1 = Aop_10A2p,_2 OU &1 = Aop_o.

2. Lemme. Le chiffre x,_1 de la RCPD z de a est la RCPD du nombre (d un ou
deux chiffres) &,_1.

Preuve. Faisons d’abord une remarque. Avec les notations que nous avons choisies,
le nombre a peut s’écrire a = &,_1 - 10?72 + 7 avec 7 < 10?"72. Si jamais on a une
inégalité « - 10272 < En_1 - 10272 4 7 pour un « tel que 1 < a < 99, alors on a
nécessairement o - 102772 < ¢, 1 -102""2 i.e. a < &,_1 (le lecteur méditera la-dessus).
Démontrons maintenant le lemme.

Comme z =x,,_1 - 10" ' + ...+ 2, - 10+ 20, on a :
Tpop- 10" <2 < (2py +1)-10"71
(avec bien str (z,_1 +1)-10""! = 10" si jamais z,,_1 = 9) et par suite :
Tpo1- 10" P <z <z+1< (g +1)-10"1
Comme x est la RCPD de a, on a 22 < a < (x + 1)? ; ce qui implique :

2 1072 <a< (2,1 +1)*- 10272

n—1"
ou encore, tenant compte de la remarque par laquelle on a débuté la preuve :

1,2_1 . 10272,72 S fn—l . 1027172 < (:Un—l + 1)2 . 10277,72.

n
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Apres simplification par 102"~2, on obtient :
xi_l < gn—l < (xn—l + 1)2

ce qui est exactement ce qu’on cherche a démontrer. &

e Nous venons de voir comment déterminer le premier chiffre x,,_; du nombre x. Les

autres s’obtiennent de proche en proche mais différemment. Supposons connus les (k—1)

keme

premiers chiffres z,,_1, -+, x,_k41 et essayons de déterminer le qui est le chiffre

Tp—k. Posons Xx_1 =1 - Tp—k+1. On peut écrire :
T=Xp 1 -10"F L g 110" 4+ avec 1< 10"7F.
On a:
Xpoq 10" F g 10" P <ox <o+ 1< X - 107 R (1, g + 1) - 107" 7F
ou encore :
(10X3—1 + 2y p) 10" F <z <24+1<(10Xp 1 +2p_p+1)- 10775
En élevant chaque membre au carré, on obtient :
(10X—1 + 2 p)? - 10°"72F < 2% < (2 4+ 1)? < (10Xp_1 + 2yp +1)% - 1027 2F
ou encore, puisque x est RCPD de a :
(10Xp_1 + 2y )? - 10°"72% <0 < (10Xp_1 + 2y + 1) - 1027725,
D’autre part, on peut écrire a sous la forme :
a= (61 Eng) - 10°"72F 4y avec v < 10272,
D’ou :
(10X 1 + Tp_p)? 10772 < (&1 -+ En )10 < (10X 1 4+ i +1)2 - 1027 72K
qui nous donne, apres simplification par 10272 .
(10X, 1+ Tp_1)? < Z1 < (10X 1 + Tp_p +1)2

ou Zx = &1 -&n_k. On en déduit que le nombre 10X;_1 + z,,_ est la RCPD de
Ientier Zp = &,_1---&,_k et donc x,,_j est le plus grand entier tel que :

(10X5—1 + Tn_k)? < Zg,
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c’est-a-dire (apres calcul) :
(20X 1 4+ Tp )Tk < Zp, — 100X7_,.

3. Et l'algorithme ? Comment extrait-on la RCPD de facon pratique ?
e On a a = as,_102,_2" " A3020100 OU G = A2,_202,_3 * * + A30201009. On regroupe les

chiffres en blocs de deux en commencant par la droite :

a = (agn—1a2n—2)(a2n—302n—4) - - - (azaz)(a1ap)
ou .
a = (a2n—2)(azn—3a2n—4) s (a3a2)(a1a0)-

Donc (avec les notations qu’on a adoptées) :
§n—1 = Q2n—102p—2 OU &1 = A2p—2, {n—2 = A2n—3G2n—4, " ,8§1 = azaz, {o = aiap.
On pose :
Zy=6&n—1"&n—k €t Xp=ap_1--Tp_p pour k=1 n

Le nombre Z;, a 2k ou 2k — 1 chiffres et X} en a exactement k.

e Le chiffre z,,_; est la RCPD du nombre 1 < ¢,_1 < 99 (donc facile & déterminer).
On a alors X1 = xp—1, Z2 = &£p—1&n—2 (et Z1 = &,—1 dont on n’a pas besoin en fait).

e Le chiffre z,,_o est le plus grand entier 0 < e <9 tel que 'on ait :
£(20X, +¢) < Zo — 100X7.

On a ainsi déterminé Xy = x,_12,_2. Continuons ! On a Z3 = &,_1&,_2&,_3 et
le chiffre x,,_3 est le plus grand entier 0 < e < 9 tel que 'on ait :

£(20X5 +¢) < Z3 — 100X3.

e Ainsi, de proche en proche et en suivant la méme démarche, on détermine tous les
chiffres x,,_1, -+, o qui permettent d’écrire (dans la base 10) la RCPD par défaut x de
I’entier a. Regardons de facon concrete ce qui se passe sur un :

4. Exemple : Extraction de la racine carrée de a = 136540967

On regroupe les chiffres par tranches de deux a partir de la droite a = 1 36 54 09 67.

On a ainsi :
&4=1, & =236, & =054, & =09, & = 67.
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Ceci nous dit déja que I'écriture de la racine carrée x utilise exactement 5 chiffres i.e.
T = X4T3T2x129 avec xyq # 0.

(x) La racine carrée de §&, =1 est x4, = 1. D’ou X; = 24 = 1 et donc :

Zy —100X7 = 136 — 100 - 1% = 36.

(x) Le plus grand entier 0 < & < 9 tel que £(20.1 +¢) < 36 est x3 = 1. Par suite
Xy =11.

(x) On a Z3 = 13654 et Xy = 11. Dol Z3 — 100X3 = 13654 — 100 - 112 = 1554. Le
plus grand entier 0 < e <9 tel que :

£(20.11 + ¢) < 1554

est o = 6. Par suite X3 = 116.

(x) On a Z4 = 1365409 et X3 = 116. D’olt Z, —100X3 = 1365409 — 1001162 = 19809.
Le plus grand entier 0 < e <9 tel que :

£(20.116 + ) < 19809

est x1 = 8. Par suite X, = 1168.

(x) On a Zs = 136540967 et X, = 1168. D’olt Z5 — 100X 7 = 136540967 — 10011682 =
118567. Le plus grand entier 0 < e <9 tel que :

£(20.1168 + £) < 118567

est o = 5.

La RCPD du nombre a = 136540967 est donc z = 11685. On vérie facilement la
double inégalité :

r? = (11685)% = 136539225 < a = 136540967 < (11686)% = 136562596 = (z + 1)?.

5. Extraction de la racine carrée 3 107" pres

Sur I'exemple qu’on vient de traiter on voit que 'écart a — 22 = 1742 est quand
méme assez grand. On pourrait donc avoir besoin de se rapprocher plus de a ; x ne sera
plus un entier mais un nombre décimal. On considere alors le nombre A = a - 10%* ; on
en extrait la RCPD X comme on vient de le faire. Ensuite on prend z = X - 107 et
on obtient ainsi la racine carrée par défaut de a a un # pres.



