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0. Polygones du plan

Ay

A ®

Ay
. (]
A: A4 A5

Convere Non convexe



Une symétrie d’un polygone est une
tsométrie du plan qui le laisse invariant.

L’ensemble de ces symétries (I’identité
en fait partie bien sir) est un groupe G.

On dira qu’un polygone est symétrique
st G n’est pas réduit au groupe trivial et
asymeétrique sinon.




Théoréme. Soit ¢ =4,---A, un polygone
a n>3 cotés du plan euclidien. Alors
il existe un entier « divisant , tel
que le groupe de symétrie ¢ de y est
le groupe cyclique ¢, engendré par

une rotation r d’angle ¢-2, ou le

groupe diédral o, -c,«z, (00 7,-12/22).
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Groupe de symétrie = Cj

Groupe de symétrie = Dg




Exercice

Soit n un entier plus grand ou égal
a 3. Construire un n-polygone dont
le groupe de symétrie G est trivial.



n pair et une symétrie centrale. C’est un :
multi-parallélogramme



1. Sin Pan

Sin Pan, géometre chinois d’antan, révait
de fonder une académie de géométrie.




Il a demandé a I’empereur de lui céder
un terrain a cet effet. Ce dernier lui répond :

< Je dispose d’un terrain sous forme
de pentagone. J’ai fait marquer par cing
bornes les milieux des cotés. Trace les limites
de ce pentagone et le terrain est a toi. >
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2. Probleme général

Soient M, -- .M, (avec n>3) des points d’un
plan euclidien. Construire un polygone
Ar--- A, ayant My, - M, comme milieux
respectifs des cotés AiAy, - AA;.

Plus explicitement :

e Que doit vérifier le polygone M, --- M, pour
que A;--- A, existe ?

e Dans le cas ot A, - A, existe, comment le
construire géométriquement ?



Les symétries centrales oy, --- 0, qu’on voit
sur le dessin ci-dessous donnent la clé pour
la résolution du probléeme.
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Soient M, et M, deux points du plan euclidien
et o, et 0, les symétries centrales ayant pour
centres respectifs M, et M.

Qu’est-ce que la composée 0,00, ?



Soient M, et M, deux points du plan euclidien
et o, et 0, les symétries centrales ayant pour
centres respectifs M, et M.

Qu’est-ce que la composée 0,00, ?

Il suffit de bien regarder le dessin ci-dessous
pour constater que 0,00, n’est rien d’autre

que la translation de vecteur 7 =2M;M-.




Donnons-nous maintenant trois points M;, M,
et Ms;, centres respectifs de trois symétries oy,
or et 03. Qu’est-ce que o300p00; ?




St M, désigne le quatriéme sommet du
parallélogramme M MMM, et o, la symétrie
dont zl est le centre, alors, en posant

71 —2M1M2 et 72 —2M3M4, on a .

o4003002001 = (04003)0(0p007)

qut n’est rien d’autre que :

T3 OTo, = T4+, = Tg = identité.

D’ou lV'on déduit : o0500,001 = 04.
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Théoréme de Varignon !



3. Résolution

2.1. Cas ou n est pair

On pose n = 2r. Evidemment r > 2, sans cela le
probléme est sans intérét pratique. Pour tout

i=1,---,n, on désigne par o; la symétrie de
centre M;.
On a :

f:(0-2"00-2’*1)0"'0(0-200'1):TrOH'oTl

ou, pour ic{l,---,rt, 7, est la translation de
vecteur ;= 2My; 1 Mo;.
Par suite, la transformation f est la
translation - de vecteur o = .+ -+ U,.



FElle n’admet donc de point fixe que si :

— e
7:71+"'+7r:2<M1M2+"'+M2r71M2r): 0.

Mazis cette condition force f a étre l’identité.
Tout point A; convient et nous permet de
construire notre polygone A;---A,.

Pour n=4, la condition ci-dessus signifie que
My Mo Ms M, est un parallélogramme. On
retrouve le cas particulier que nous avons
déja examiné.



2.2. Cas ou n est impair

On pose n=2r+1 ot ’entier r est tel que r > 1.
Dans cette situation, on va prendre la
décomposition de f en répartissant les
symétries o; autrement. On commence par :

f = (02r41002,0---004)0(03002001) = (02,41002,0---004)00,

ol w; est le quatriéme sommet du
parallélogramme dont les trois premiers sont
My, M, et M;. De la méme maniére :

f = (02r41002,0---006)0(0500400,,,) = (02r+1002,0- - -006)00,

ol w, est le quatriéme sommet du
parallélogramme dont les trois premiers sont
W1, M, et M5.



En continuant ainsi, on construit une suite
finte de points w,, - ,w, tels que :

My MyMzw; est un parallélogramme
wiMsMsw, est un parallélogramme

wr_1Ma, Mo, 1w, est un parallélogramme.

et f est la symétrie o,,. Son point firxe est son
centre w, ; ce sera A;. Notre probléme a donc
une solution unique A, ---A, avec A; = w,,

A2 — Jl(Al), A3 — JQ(AQ)... An - 0',7_1(A,,_1).

En effet, on peut vérifier que quelle que soit
la permutaion circulaire qu’on applique a
l’ordre de composition de

02r4+1 002, 0---0050040030020071

on tombe toujours sur le méme polygone.



Le dessin ci-dessous tllustre le cas n=4 ou on
voit qu’il y a plusieurs solutions.




Pour n=5, voict comment aurait pu procéder
Sin Pan (il U’a peut-étre fait ainst)

Q@ On construit w, de telle sorte que M;M,Msw,
soit un parallélogramme.

Q@ Ensuite, on construit v, tel que wiM;Msw,
soit un parallélogramme.

© On prend A, = w, qui permet de construire
le polygone cherché.



















4. Polygones dérivés


































