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PROLOGO

Los espacios de funciones E = F(X.K) (donde X es un conjunto y K = R
o C) juegan un papel fundamental en Matematicas. Si el conjunto X es
finito. el espacio E es de dimensién finita; por tanto, todas las topologias
razonables (separadas y que hacen continuas las operaciones suma y pro-
ducto por escalares) que podemos definir son iguales y enalquier operador
sobre IV es continuo. Asi, en estos espacios podemos tomarnos la libertad de
clegir la topologia del modo mas simple y manejable. Cuando X es infinito
el espacio vectorial F puede ser “muy grande”, v la situacion se hace mds
compleja. El estudio de E se limitara, en general, al estudio de algiin sub-
espacio vectorial propio; en primer lugar esto es asi porque no se necesitan
todos los elementos de E v segundo porque no siempre es posible definir
topologias ttiles en todo E. Esto estd intimamente ligado a la naturaleza
de X: en la prictica serd un espacio topoldgico o un espacio de medida y
las funciones que se consideren serdn como minimo continuas o medibles.
Cuando X es numerable, el espacio [ obtenido es el espacio de sucesiones
(reales o complejas) y sabemos entonces que, dotado de la topologia disc-
reta, toda funcidn (es decir, una sucesidn) es continua. Pero incluso en este
caso es necesario considerar sucesiones particulares para obtener espacios
interesantes (por ejemplo, las sneesiones acotadas, nulas en el infinito . de
potencia p suwmable, ete. ).

Cuando X no es numerable la situacién es algo mas complicada. En el
mismo conjunto X ya necesitamos una estructura topolégica suficientemente
“buena”. Afortunadamente la mayorfa de los problemas hacen referencia a
funciones (medibles, continuas, diferenciables o analiticas) en un abierto de
R™ o C". Esto permite definir toda una gama de espacios funcionales cuyas
topologias son compatibles con la estructura vectorial, muchas de las cuales
se definen mediante normas o métricas invariantes por traslacion.

Fl estudio de estas cuestiones constituye el objeto del Analisis Funcional,
que se ha convertido en un herramienta eficaz e imprescindible en la mayorfa
de las ramas de la Matemitica. FEl objetivo de este curso es introducir
al lector, de un modoe bastante elemental, en este tema. Esta destinado
principalmente a los estudiantes de la Licenciatura de Matemdaticas. El
lector deseoso de ampliar sus conocimientos en esta area puede consultar la
bibliografia que se da al final del texto.

En el capitulo 1 se repasan, en una primera etapa, las nociones elemen-
tales de topologia (abierto. cerrado, métrica. espacio completo, compacto,
ete.) v se abordan tres teoremas importantes: el teorema del punto fijo de
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una aplicacion contractiva en un espacio métrico completo, el teorema de
Baire y el teorema de Ascoli. En una segunda etapa se introduce la nocién
de espacio vectorial topoldgico poniendo especial énfasis en los ejemplos. Se
ha incluido también la demostracion del feorema de Riesz sobre la equiva-
lencia de la dimension finita v la compacidad local de un e.v.t. separado.
Otra parte de este primer capitulo se consagra a recordar la teoria de la
medida y de la integracion con el propésito de poder introducir los espacios
L?, tan importantes en Analisis.

Fn el capitilo 2 se estudian las propiedades de las aplicaciones lineales
continuas en espacios normados vy se demuestran los teoremas principales: el
teorema de Banach, ¢l teorema de Banach-Sehauder y el teorema del grifico
cerrado. El teorema de Hahn-Banach (de fundamental importancia) se pre-
senta en dos formas: la geométrica y la analitica.

En el capitulo 3 se aborda la dualidad en espacios normados: estudio del
dual topolégico v sus diferentes topologias (débil, fuerte, etc.). topologia de-
bilitada sobre un espacio normado. reflexividad. trasposicién, ete. También
se da con todo detalle un ejemplo de espacio reflexivo.

El capitulo 4 se dedica a los espacios de Hilbert. Una vez introducidos
los ingredientes esenciales, se prueban dos teoremas importantes: proyeccion
ortogonal v caracterizacion de las boses de Hilbert.

En el capitulo 5 se estudian los operadores acotados sobre espacios nor-
mados, el espectro de un operador v los operadores compactos. También se
demuestran algunos teoremas relativos a la naturaleza del espectro de un
operador compacto asi como a las propiedades de los operadores del tipo
I —7T con T compacto.

Por 1ltimo, el capitulo 6 precisa algunas propiedades de los operadores
acotados que actian sobre un espacio de Hilbert. Es remarcable el {eorema
de descomposicion espectral de un operador hermitico compacto. Este teo-
rema demuestra hasta qué punto dichos operadores se parecen a sus andlogos
en dimensién finita.

El texto termina con un apéndice en el que se tratan las soluciones de los
diversos ejercicios propuestos en cada capitulo. Las indicaciones se detallan
mas o menos en funcién de la naturaleza v dificultad de cada problema.

Agradezco a mis alumnos de las promociones 1991 92 y 1992 93 de la
Licenciatura de Matematicas en la Universidad de Valenciennes por su avuda
en las labores de correccion de errorves del texto original.

A. Kl Kacimi Alaous
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CAPITULO 1

ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS

1.1 REPASO DE TOPOLOGIA

El objeto de esta seccidn es recordar algunas nociones elementales de topolo-
gia (abierto, entorno, compacto, comparacion de topologias. metrizabilidad,
ete.). La mayorfa de ellas se dan en cursos de Topologia General o Anélisis,
por lo que nos limitaremos a enunciar las definiciones y propiedades princi-
pales.

1.1.1 Definicion. Sea X un conjunto no vecio. Una topologia sobre X es
un subconjunto T de P(X) (conyunto de partes de X ) tal que

YyleT yXeT,

i) toda reunion de elementos de T es un elemento de T,

iit) toda interseceidn finita de elementos de T es un elemento de T.

El par (X,7) se denomina espacio topoldgico v lo denotaremos simple-
mente por X cnando no haya riesgo de confusion.

Los elementos de 7 se llaman abiertos de X y el complementario (en
X) de un abierto se denomina cerrado. Veremos més adelante que estas
denominaciones estin ampliamente justificadas, se hardn més palpables en
algunas topologias particulares (denominadas metrizables).

Definir una topologia en X es dar una nocion de proximidad y por tanto
de entorno: diremos que V es un entorno de x € X si V contiene un abierto
que a su vez contiene a r. Evidentemente toda parte de X que contiene un
entorno de x es ella misma un entorno de .

Sean (X, 7) e (Y, 5) espacios topoldgicos. Diremos que una aplicacién
f i X — Y es continua en el punte x € X si para todo entorno V de
y = f(x) en Y existe un entorno U de z en X tal que f(U) C V. Diremos
que f es continua en X si es continua en todo punto de X. Es sencillo
verificar que f es continua si y sélo si la imagen reciproca por f de cualquier
abierto de ¥ respecto a S es un abierto de X respecto a 7. Diremos que
la aplicacion f es abierta cuando la imagen directa de todo abierto de X es
un abierto de Y. Si f es biyectiva, continua v abierta diremos que f es un
homeomorfismo de X en Y.
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Sea X un conjunto dotado de dos topologias 7; v 75. Diremos que 7 es
mas fina que 75 si satisface una de las signientes condiciones equivalentes

iy T C h,

ii) toda parte de X cerrada respecto a T es cerrada respecto a 7;.

iii) la aplicacidn idx : (X, 77) — (X.73) es continua.

81 {Ti}ier es una familia de topologias de X entonces () 7; es una topologia
de X denominada cota inferior de la familia {7;}icr; es menos fina que
cualquier topologfa 7;. Por otra parte, si (S;);c s es la familia de todas las
topologias mds finas que cualquiera de las 7, entonces la cota inferior de
(Sj)jea serd por definicion la cota superior de (7;);; es la menos fina de las
topologias en X que son mas finas que cualquier 7;.

Sea B una parte no vacia de P(X). La cota inferior de todas las topologias
sobre X que contengan a B es la topologia engendrada por B.

Pongamos Z = X xY yW={UxV | Ue T,V € S}. Entonces W
engendra una topologia sobre Z denominada topologia producto de T vS
La misma construceidn se generaliza al producto cartesiano de un nimero
finito de espacios topoldgicos (X, Tili<igns

1.1.2 Ejemplos. i) Pongamos 7y = {0, X}, esta familia de partes de X
constituye una topologia sobre X. Es la menos fina que se puede definir.
Aqui la nocién de proximidad no tiene sentido: un punto cualquiera de X
tiene un unico entorno. Esta topologia se denomina grosera y raras veces se
utiliza.

ii) Si al contrario que en el ejemplo precedente ponemos 7; = = P(X)
se obtiene la topologia mds fina sobre X. denominada topologia discreta.
|E°‘t‘1 es demasiado fuerte para resultar 1til! Es necesario buscar topologias
intermedias.

ili) La topologia usual (pues es la que se utiliza cuando no se especifica
nada més) sobre el conjunto de los nimeros reales R es la topologia engen-
drada por los intervalos abiertos.

Las topologias més interesantes vienen dadas a través de métricas y
practicamente seran las tinicas que nos interesardn.

Sean (X, T) un espacio topolégico y A una parte de X. Se llama

— adherencia de A en X al cerrado mds pequetio, denotado por A, d
A que contiene 4. Evidentemente A es cerrado si v sélo si 4 — Z
Si A= X diremos que A es denso en X.

— anferior de A al abierto mds grande contenido en A.
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Diremos que un espacio topolégico (X, 7) es separado si para cualesquiera
x e y de X distintos existen entornos U, de x y Uy, de y tales que U,NU, = 0.

Diremos que X es compacto si es separado y si de todo recubrimiento
abierto U = (U;)ier (es decir, todo U; es abierto y X = UU;) se puede
extraer un ntimero finito de abiertos (U;)i<i<, que recubren aiin a X. El
espacio X es localmente compacto si todo punto 2 € X admite un entorno
compacto. ' '

Sea f : X — Y una aplicacién continua entre espacios topoldgicos
separados y A una parte de X entonces

- st A es compacto, f(A) es tarmbrén compacto en Y.

~ 51 f es exhaustiva y A es denso, entonces f(A) es también denso en 'Y,

Toda funcién continua f : X — R definida en un espacio topoldgico
compacto X es acotada v alcanza sus cotas inferior y superior en puntos de
X. Es decir, existen rp, 27 € X tales que

flzo) = inf f(ax) y f(x1) = sup f(x)

c€X " X
1.1.3 Definicion. Se llama métrica o distancic en X a toda aplicacion
d: X x X — R gue satisface las propiedades siguientes
1) dlz.y) = d(y,x) (sitmetria),
i) d(z,y) =0 <= z =y (separacidn),
wi) dlz,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdad triangular).

El par (X, d) se denomina espacio métrico.

1.1.4 Ejemplos.
i) Dados x = (z1,....Zn) € ¥y = (¥1,...¥n) de R™ consideramos

d(z,y) = max |z; —y;|

L<i<n

Se verifica facilmente que la aplicacion d asf definida constituye una distancia
en R™.
ii) Sea X un conjunto, si definimos & por

0 siz=y

1 en caso contrario

6(x.y) = {

obtenemos una distancia en X', que se denomina méirica discreta de X. La
topologia obtenida es la del ejemplo 1.1.2 ii).
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ii1) Consideremos el espacio B([0, 1]) de las funciones reales y acotadas en
el intervalo [0, 1] (una funcién f es acotada si existe una constante positiva
M tal que para cada z € [0,1] se cumple |f(z)] < M). Si f,g € B([0,1])
ponemos

do(f.g) = sup [f(z) - g(z)]
ce|0.1]
Se define asf en el espacio ([0, 1]) una distancia denominada de la conver-
gencia uniforme. Esta distancia es de gran interés en Analisis. A lo largo
del curso tendremos ocasion de tratar otros ejemplos.

Sea (X.d) un espacio métrico. Diremos bola abierte (respectivamente
bola cerrada) de centro x € X y radio r € R, al conjunto de los y € X cuya
distancia a x es estrictamente inferior (respectivamente inferior o igual) a
r. Diremos que U es un abierto de X si para todo punto z € X existe un
numero real 7 > 0 tal que la bola abierta B(x,7) de centro z y radio r esta
contenida en U. Se verifica ficilmente que los abiertos de X forman una
topologia de X: es la topologia asociada a la métrica d. En general, una
topologia sobre un conjunto no viene definida por una métrica, es lo que
ocurre en el ejemplo 1.1.2 i).

Obsérvese que un espacio métrico (X, d) es siempre separado. En efecto,
si 2,y € X son puntos distintos, su distancia 7 es estrictamente positiva y las
bolas abiertas B(z, 2) y B(y, %) son entornos de x e y sin puntos comunes.

Un espacio métrico es separable si contiene una parte densa y numerable.

Si dos métricas dy v dy definen la misma topologia en X diremos que son
equivalentes. En particular esto es asi cuando d; y dy son cuasi isométricas,
es decir, si existe una constante real k& > 1 tal que

1
(1.1) Eduﬂr-. y) < dola,y) € kdi(z,y) Ya,ye X

Sean (X,d) e (Y.8) dos espacios métricos y f: X — Y una aplicacion.
Diremos que f es
— uniformemente continua si
Ve >0,In>0 Vo,z' € X : d(z,2') < n=>6(f(z),f(z') < e
— lipschitziana de razén k > 0 si

(1.2) 6(f(z), f(y)) < kd(z,y) Va,ye X

Cuando k € (0.1) diremos que f es contractiva.
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Es evidente que una aplicacién lipschitziana es uniformemente continua y
que una aplicacién uniformemente continua es continua. Los reciprocos son
falsos en general, de todos modos si X es compacto entonces toda aplicacion
continua f es uniformemente continua, pero f uniformemente continua no
siempre implica lipschitzianna, sea el espacio X compacto o no (véase el
ejercicio 1.D).

Dos métricas dy v ds en X son uniformemente equivalentes si las aplica-
ciones

de I{:)f,dl) _ (.X—;dg) e ?:dg{ . (X dg) e (_X,_ d[)

son uniformemente continuas.
Sea (xy,)n una sucesion en X. Diremos que (&, ). €s convergente si existe
un r € X tal que

(1.3) Ve>0, INeN : n>N=d(z,,z) <e

Cuando tal punto existe, es tinico ¥ se dice que es el limite de (x, )n.
Dicho de otro modo, cuanto méds grande es n mds cercano estd el elemento
T, de x. Diremos que (2,), es de Cauchy si

(1.4) Ye>0, INeN : n,p>z N=d(z,5p) <c¢

Si dy y dy son dos métricas equivalentes (resp. uniformemente equiva-
lentes) entonces toda sucesidn convergente (resp. de Cauchy) para dy es
convergente (resp. de Cauchy) para dy y viceversa.

Es evidente que una sncesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco
es falso; veamos como prueba el ejemplo siguiente: sea X = (0.4+oc) ¥
d(z,y) = | — y|. la sucesion @, = L es de Cauchy pero no converge en X
ya que 0 ¢ X, jhubiera sido necesario anadir el 0 al espacio X! Diremos
que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en X
es convergente. Por ejemplo, el conjunto de mimeros reales R es un espacio
métrico completo, jha sido construido para que asi sea y todo el Analisis
reposa practicamente en este hecho!

Una parte A de un espacio métrico (X,d) se denomina completa si el
espacio métrico (A, d) (restringimos la métrica d a la parte 4) es completo.
Toda parte completa de X es cerrada; sin embargo, una parte cerrada no es
siempre completa excepto si el espacio X es completo. Tenemos el impor-
tante resultado siguiente:
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Sea (X.d) un espacio métrico, entonces exviste un espacio métrico corm-
pleto ( T r?) y una inyeccidon isométrica {es decir una inyeccion que conserva
las distancias) j : X — X con imagen densa.

En otras palabras, todo espacio métrico puede considerarse como una
parte densa de un espacio métrico completo. Diremos que (X , r?} es el com-
pletado de (X, d). Por ejemplo, el cuerpo de los mimeros racionales @ con
la métrica d(z.y) = |r — y| no es completo y su completado se identifica de
modo natural con R dotado de la misma distancia d.

Un espacio métrico compacto es completo, el reciproco es falso. Un ejem-
plo fundamental de espacio métrico completo es el siguiente: sea KX un
espacio métrico compacto y denotemos por £ = C(K,R) el espacio de las
funciones continuas con la métrica

doo(fug) = sup |f{*1) = Q(I”r
e K

(hemos tratado ya esta distancia en el ejemplo 1.1.4. iii)). Es bien conocido
que si fi, es una sucesién de Cauchy en £ entonces f,, converge a una funcién
continua f, es decir (E, d) es completo.

Este importante ejemplo nos permite construir de manera facil el com-
pletado (i;c?} de cualquier espacio métrico (X, d) de didmetro finito (se
llama didmetroe de un espacio métrico (X,d) al nmimero finito o infinito
8(X) = sup, yex d(x,¥)): sea j : X — E la aplicacion que a todo a € X
asocia la funcion continua f, definda por f,(x) = d(z,a). Es facil comprobar
que j:

— es inyectiva,

— es una isometria (es decir, dc(fo, fo) = d(a, b)).

El completado de (X, d) se identifica entonces de manera natural con la
adherencia X = j(X) de la imagen de j que es completa por ser parte
cerrada de un espacio completo.

Si el diametro de E no es finito respecto a d reemplazamos esta métrica

. 5 I ) Ny . 5 = - . d oz
por otra uniformemente equivalente, por ejemplo inf(1.d) o 175 (véase el

ejercicio 1.B).
Supongamos aliora que A es una parte densa de un espacio métrico (X, d)
v f: A — Y una aplicacion uniformemente continua definida sobre 4 con
Y completo. Entonces f se prolonga o una aplicacién f uniformemente
continua de X en Y,
Terminaremos con dos propiedades remarcables de los espacios metricos
completos enunciadas en los teoremas que siguen.
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1.1.5 Teorema del punto fijo. Sean (X,d) un espacio métrico com-
pleto y f : X — X wuna aplicacion contractiva (existe k € (0,1) tal que

o), f() < kd(x.y), Yo,y € X). Entonces f admite un tnico punto
fijo, es decir, existe un tnico a € X tal que f(a) = a.

Demostracién. Sea r € E un punto cualquiera. Definimos (z, )nene cOMO
sigue
zg=1c y Zn= f(xp—1) cuando n > 1.

P&T'd- tOdO n < N teneiios
d(;r:!£+l'l:'fl) < kd(;!?-”,.’.l'n_L]
kzd(ln 1 — 2)

Sin y pson enteros tales que n > p = () se tlene que

d(2n, 2p) € d(Zn, Zn-1) + d(Tn1,Tn-2) + ...+ d(Tp+1,7p)
& (,!c”'_l AL gE g b kp) d(xy, zq)
P

i
= A

d(xy,xq0).

Como k € (0,1), k¥ tiende a 0 cuando p tiende a infinito, por tanto (o s
es una sucesién de Cauchy en E que es completo; entonces converge hacia
un punto a. Se tiene

a= lm z,= lim x,y1;= Ilim S e lim =)= fla),
e n s n+1 n—u+'x;f( n,) f(u_’_!_x_ n] f( )
es decir, a es un punto fijo de f. Demostremos que dicho punto es 1nico.
Para ello supongamos la existencia de otro punto fijo b diferente de a. Ten-
dremos entonces

d(a,b) = d(f(a), f(b)}
< kd(a,b).

Como a # b, d(a,b) > 0, de donde k > 1, lo enal contradice que k € (0. 1).
La unicidad de a demuestra también que dicho punto es independiente de
la eleccidn del 2 que ha permitido construirlo. |
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1.1.6 Teorema de Baire. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si
(Ap)nen= es una sucesion de partes cerradas de X con interior vacio en-
tonces la union A de las A, tiene también interior vacio.

Demostracion. s necesario demostrar que 4 no contiene hola alguna. Sea
x € X yv B = By una bola abierta centrada en . Al ser la parte 4; de
interior vacio, el abierto B M A{ (donde E° denota el complementario de E
en X) contiene la adherencia de una bola B centrada en un punto x; v
de radio < 1. Igualmente 737 M A§ contiene la adherencia de una bola By
centrada en un punto zs v de radio < % De este modo construimos una
sucesion de bolas B,, = Bz, 7,) con 1, < 51,; tales que para todon > 1

B_n C Bn—L @ fl:‘ ;

La sucesion (2, )n>1 de centros de las bolas es una sucesién de Cauchy en X.
Por tanto converge en un punto a € X que pertenece a la interseccion de las
adherencias de todas las bolas B,,, asi pues a € N, A% y por consiguiente a ¢
U, A,. Pero a € B, luego U, A, no puede contener B. Hemos demostrado
que ninguna bola puede estar contenida en A y por tanto que la unién A no
tiene interior. ]
Sean ahora (X,7) un espacio topolégico y (E.d) un espacio métrico.
Diremos que una familia F de aplicaciones de X en E es equicontinua en el
punio x € X si para todo £ > 0 existe un entorno (7 de x en X tal que

y € U= supd(f(x), f(y))
feF
Diremos que F es eguirontinua s1 es equicontinua en todo punto = € X.
Denotemaos por C'(X. E) el conjunto de las aplicaciones continuas de X
en F. Vamos a definir sobre C'(X. E') una topologia de gran importancia en
Analisis. Sea K un compacto de X y U un abierto de E. Ponemos

O(K,U)={f e C(X,E)| f(K) c U}

y denotamos por Ky el conjunto de los O(K, U) cuando K varia en el con-
junto de compactos de X y U en el de abiertos de E. La topologia K
engendrada por la familia Ky se denomina topologia de la convergencia com-
pacta en C(X, F). Esto significa que una sucesién f, en C(X, E) converge
a f € C(X,E) segin K si y solo si para todo compacto K la sucesion
obtenida al restringir cada f, a K converge uniformemente a la restriccién
de f en ese compacto, Tenemos entonces el importante resultado siguiente
que enunciaremos sin demostracidn (véase Schwartz (1970), por ejemplo).
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1.1.7 Teorema de Ascoli. Sea F una parte de C(X, E). Para que F sea
relativamente compacta (es decir, su adherencia es compacta) respecto a la
topologia K es suficiente que
i) sea equicontinua,
ii) para todo x € X el conjunto {f(x)| f € F} sea relativamente com-
pacto en F.

Si X es localmente compacto las dos condiciones anteriores son también
NECeSaris.

1.2 ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

En un espacio vectorial a veces es necesaria una nocién de proximidad. Para
tenerla es necesario definir una topologia y en este caso preferiremos aquellas
que se comporten bien con la estructura lineal y afin del espacio. De modo
méas preciso sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K dotado de una
topologia 7 (el cuerpo K que serd siempre R o € se considerard con la
topologia habitual).

1.2.1 Definicién. Diremos que (E.7) es un espacio vectorial topologico
(e.v.t.. para abreviar) si las aplicaciones naturales

i) (z,y) e EXxXE —x+y€eE
i) (Mz)eKxE—Arek
son continuas (considerando en los conjuntos E x E y K x E las topologias
producto respectivas).
De esta definicién obtenemos las siguientes consecunencias inmediatas

i) Para todo A € K la aplicacion lineal x € E — Az € E es continua
y por tanto la aplicacion (z.y) € E x E — x —y € E es continua.
i) Sia€ E yU es un abierto de E entonces a+U y AU (con A € K*)
son abiertos de E. ; S
iii) Si f: E — F es una aplicacion lineal de E en un e.v.l. F entonces
f es continua en E si y solo 51 es continua en el origen.

La propiedad ii) significa en particular que, salvo nna traslacion adecuada,
puede considerarse que los abiertos contienen el origen 0. Esto permite
transportar a un entorno de 0 el estudio de muchas propiedades de E. Un
entorno U7 de 0 se llama equilibrado si para todo A € K con [A| £ 1 se
tiene que AU C U. En un e.v.t. todo entorno V' de () contiene un entorno
equilibrado: en efecto, al ser la aplicacién (A, z) — Ar continua existe un
£ = 0y un abierto W que contienen 0 tales que para todo A € K con |A| <
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se tenga AW C V. Entonces el conjunto

U= |J aw

|Al<=

es un abierto equilibrado contenido en V.
El producto cartesiano de dos e.v.t. con la topologia producto es un e.v.t.
Una propiedad importante de los e.v.t. (que nos resulta habitual en los
espacios numéricos K"} dice que dado un entorno I/ de 0 en E entonces
cualquier compacto del espacio £ puede recubrirse por una imagen ho-
motética de IJ. Mds coneretamente tenemos la siguiente proposicion.

1.2.2 Proposiciéon. Sean E un e.v.t., U un entorno abierto equilibrado
{esto no es una restriccion) de 0 y C' un compacto. Entonces existe A € K
tal que C' C AU.

Demostracion. Supongamos que la proposicion es falsa. Entonces existe
una sucesion de nimeros (A, ), con (|A,|), creciente y tendiendo a infinito
tal que ningin A,U contiene C, es decir C' \ A\, U es no vacio. Por otra
parte C'\ A, U es compacto, como la sucesién (de compactos) (C'\ AU ), es
decreciente (pues (A,U), es creciente) la interseccién

(CA\AT)

es no vacfa. Lo eual es un absurdo, pues esta interseccién es igual a C'\ E
que es vacia. La proposicidn queda asi demostrada. O

Con ayuda de esta proposicién se puede demostrar el famoso teorema de
Riesz.

1.2.3 Teorema de Riesz. 5i F' es un e.v.t. separado y localmente compacto
entonces es de dimension finita.

Demostracion. Como E es localmente compacto el 0 admite un entorno
abierto U equilibrado y relativamente compacto (la adherencia U es com-
pacta). Consideremos el recubrimiento de la adherencia U dado por los
abiertos (U, )=y de la forma x + %U. De este recubrimiento podemos ex-
traer un recubrimiento finito (U7, )1 << pues U es compacto. Los vectores
{#i)1<i<k generan un subespacio vectorial F de dimensién finita < k. En-
tonces
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— i ic. P4 %U de manera evidente, por otra parte
~UCF+IUCF+i{F+3U)=F+ 35U,
repitiendo el proceso obtenemos en general que para todo entero n

" e -
(1.5) UCF+gU.

Probaremos que £ = F. Sean x € U, V un entorno abierto cualquiera
dexzyVy={2€E|z2=y—x conyéeV} Como 7 es compacto, por la
proposicién 1.2.2. existe un entero n tal que %—F C Vg, por consiguiente
v+ LU c x+ Vy. Por otra parte, segtin (1.5)

2"
; -
Fﬂ(;?ﬁ—l— IJ) #@

2'}’1

Por tanto V N F # 0. entonces € F, pero como F es cerrado (por ser
de dimensién finita en un ev.t. separado) z € F y U C F, al ser F
un subespacio vectorial, para cualquier A € K resulta que AU € F. Por
consiguiente

E=| | WcF

AEK
Deducimos entonces que E = F v el teorema queda demostrado. |

Los ejemplos de e.v.t. son muy diversos, nos limitaremos a aquellos cuya
topologia viene definida por una sucesion de seminormas, por una norma o
por un producto escalar. El objetivo de las secciones siguientes es estudiar
este tipo de ejemplos. El dltimo, que es bastante particular, tendrd derecho
a un capitulo propio que desarrollaremos posteriormente.

1.3 E.V.T. LOCALMENTE CONVEXOS
En lo que sigue, sea F un espacio vectorial sobre el cuerpo K =R o C.
1.3.1 Definicién. Llamamos seminorma sobre £ a cualquier aplicacion p
de E con valores en R, y tal que

i) p(Az) = |A|p(z), Vo € E y VA €K,

i) p(x +y) < plz) +py), Yo,y € E.
Si ademds p(x) = 0 implica = = 0 para cualquier x € E diremos que p es
una norma sobre E.
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Sea r € E y r un ntimero real positivo. El subconjunto
={ye Elplr—y) <r}

de E se denomina p-bola abierta de centro x y radio r. Se verifica facilmente
que toda p-bola es conveza (véase 3.3 para la definicidn).

Sea P = (p;)ies una familia de seminormas en E. Supondremos que
para toda parte finita J C I, sup;c;p; € P (diremos que P es estable
por envolvente superior finita). Este os el caso cuando P es una sucesién
creciente de seminormas sobre E. Sea 7 el conjunto de las partes U de F
verificando la propiedad

(P) Vecll Shel, Sl ¢ B izl

1.3.2 Teorema. (E,7T) es un espacio vectorial topoldgico.

Demostracion. Empecemos demostrando que 7 es una topologia sobre F.
Es inmediato que , F € T v que toda reunion de elementos de 7 es un
clemento de 7. Sea (Up)g=1. . una familia finita de elementos de 7,
pongamos U = MUy y consideremos un punto z € U, entonces para todo
k€ {l,... ,n} existe un 4 € I y un rx > 0 tales que By, (2,7) C U.
Pongamos p = maxy p;, v 7 = inf ry, resulta evidente que la p-bola B, (x, r)
estd contenida en V. Esto prueba que U € 7 v 7T es una topologia sobre E.
Queda por demostrar que para esta topologia las aplicaciones

) e B st yek

o

A\z)cKxE ™) rcE

son continuas. Sea U7 un abierto de E para la topologia 7, consideremos un
elemento (z,y) € E? tal que z = = +y € U. Sabemos que existen i € [ y
r = 0 tales que

By (gr) c UL

Se verifica facilmente que By, (r,%5) X By, (y. §) estd contenido en s~ (U).
Esto prueba que s~ (U) es un abierto de £ x E (para la topologia producto).

Sea ahora (A, z) € m~1(U) y pongamos z = Az. Existeni € I, yr > 0
tales que

By, (z.1) C U.



1.3  EV.T. LOCALMENTE CONVEXQOS 13

Queremos demostrar la existencia de j € I, p > 0y o > 0 tales que
m (D(A, o) x By, ('J_'._p}) =i

donde D(A, @) es la bola abierta de K con l‘ruho a v eentro A. Es sencillo

E;n: @ yp= T son los adecuados. [

Un e.v.t. cuya topologia venga definida por una familia P de seminor-
mas estable por envolvente superior finita se denomina localmente convero.
Esta denominacién viene justificada por el hecho gque todo punto admite un
entorno convexo para cualguier p-bola abierta centrada en dicho punto con
p € P. Estos espacios se denotaran (£, P). Cuando la familia P se reduce a
una seminorma p diremos que (£, p) es un e.v.t. semtnormado, desgraciada-
mente estos espacios no son nunca separados si la seminorma p no es una

comprobar que j =17, a <

norma.
Diremos que una familia P de seminormas sobre E es separanie si

(ple) =0 YoeP)—2=0

En este caso el e.v.t. FE es separado.
La proposicion siguiente es facil de probar v muestra el interés practico
de las seminormas en un e.v.t. localmente convexo.

1.3.3 Proposicién. Sea E un e.v.t. localmente convero cuya topologia
wene definida por una familia separante de seminormas P = (p;),er estable
por cnvolvente superior finita. Una sucesion (x, ), de E converge hacia ()
st y solo si para todo i € I, pi(xr) tiende hacia 0.

En lo que sigue los e.v.t. localmente convexos que consideraremos tendrin
la topologia definida por una sucesion separante y creciente (por tanto es-
table por envolvente superior finita) de seminormas.

Sea (E, p,) uno de estos espacios. Entonces existe en E una distancia d
que define su topologia. Basta poner

+o0

d(z,y) = Z 2%lllf'[l Pu(z —y))

n=>0

o bien
1 pafz—1y)

‘.I’ T 5
) Fl+ﬁdw—m

n=fl
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Estas dos distancias son invariantes por traslacion, es decir,
VeyaceE de+ay+a)=dey).

Diremos que £ es un e.v.f. localmente convero metrizable. Llamamos espa-
cio de Fréchet a todo e.v.t. localmente convexo metrizable completo.

1.3.4 Definiciéon. Un e.v.t. E se llama espacio normado si su topologia
estd definida por la distancia d asociada o una norma || |, es decir d(z,y) =
|z —yl|. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

Todo espacio de Banach es un espacio de Fréchet. El producto cartesiano
de un nimero finito de espacios de Fréchet (resp. de Banach) dotado de la
tapologia producto es un espacio de Fréchet (resp. de Banach).

Sea F un e.v.t. metrizable (por una métrica d invariante por traslacion)
que [jaremos para el resto de la seccidn. Notemos por E su completado
como espacio métrico. Entonces si

FE es localmente convexo, E es también localmente convexo y por
tanto un espacio de Tlechet

— F es normado entonces E es también normado luego espacio de
Banach.,

SiVoes un subespacio vectorial de E, entonces V' con la topologia inducida
es un e.v.t. Su adherencia V' es un subespacio vectorial topoldgico de E. Si
E es de Fréchet entonces todo subespacio vectorial cerrado de E es también
de Fréchet.

Si A es una parte de E, la interseccidon de todos los subespacios vectoriales
cerrados que contienen A es un subespacio vectorial cerrado denominado
subespacio vectorial topoldgico engendrado por A.

El espacio E/V esta dotado de una estructura de espacio vectorial topold-
gico: por definicién un abierto de E/V es la imagen directa por la proyeccion
candnica 7 : £ — E/V de un abierto de E. Es la topologia mas fina sobre
E/V para la cual la aplicacion 7 es continua.

1.3.5 Proposicién. Supongamos V' cerrado. Entonces

i) el ev.t. E/V es metrizable,

i) st E es localmente convero, E/V es localmente convero.
wi) s1 E es normado., EfV es normado.

iv) si E es completo, EJ/V es completo.
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Demostracion. 1) Sean XY € E/V, entonces X e Y son dos clases de
equivalencia modulo V' en E. Ponemos

(1.6) d(X,Y)= inf d(z,y)

TeEXN yeY
que es una distancia en E/V. En efecto, d se escribe también

d(X,Y)= inf d(x.y + ),

es decir, d(X,Y) es la distancia de Y a cualquier punto x de X. Esto
permite demostrar de manera casi inmediata que d verifica los axiomas de
una distancia invariante por traslacion. Se verifica facilmente que d define
la topologia de e.v.t. sobre E/V que acabamos de considerar.

ii) Sea (py), una sucesion creciente de seminormas que definen la topo-
logia de E', entonces

(1.7) Pn(X) -——aggiiu(-’f)

es una sucesion creciente de seminormas que definen la topologia de E/V.
iii) Sea || || la norma sobre E. Para definir una norma en F/V basta
poner

(1.8) 1X[1 = inf [l

iv) Demostraremos este punto cuando E es normado. el caso métrico no
normado se trata de la misma manera. Sea (X, ), una sucesion de Cauchy
en E/V. Podemos extraer una sucesion (X,,, )i tal que

ra 4 l
X ik = “Xﬂ”‘"l” = :_)f—"‘

Utilizando la definicién de la norma || || en E/V a partir de la | || sobre
E podemos encoutrar en cada X,,, un elemento xy tal que

1
|2k — 2ppal| < 5"
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Esto prueba que (zp); es una sucesion de Cauchy en L. luego converge
hacia un elemento x. Pongamos X = r(z). Como || X,,, — X|| < |lzp — 2|
la sucesion X, converge hacia X. Por consiguiente ( X )i converge hacia
X en E/V ., es decir, E/V es completo. O

Vamos a recordar ahora algunos aspectos de la teoria de la medida v la in-
tegracion. Esto nos permitira diversificar los ejemplos de e.v.t. Los espacios
funcionales de la teoria de la medida son de capital importancia en Analisis
v aparecen de forma natural en muchos problemas de la Matematica. Para
mas detalles sobre esta parte se puede consultar Fernandez (1976), Jacob
(1984), Kolmogorov (1974) o Métivier (1979).

1.4 NOCION DE MEDIDA
En lo que sigue 2 serd un conjunto no vacio. 5i A es un subconjunto de €1,
Af serd su complementario.

1.4.1 Definicién. Llamamos dlgebra de Boole sobre € a toda parte A de
P(Q) (conjunto de las partes de Q) tal que

i) e A,

i) Ae A= A€ A,

1) Ae AyBed— AUBe A
Diremos que A es una tribu si verifica i), i) y lo siguiente condicion mds
fuerte que iii)

iv) si (A )nen es una sucesion en A, enfonees la reunidn Uy, ey A, sigue

siendo un elemento de A.

De esta definicidn resulta que § € A v que si A es una tribu, entonces la
interseceidn MpenA, de toda sucesion A4, de A sigue estando en A.

El par (Q2, A) donde A es una tribu sobre ) se denomina espacio medi-

hle. Volveremos a hablar de dlgebra de Boole para enunciar el teorema de
prolongacion de medidas que permitira construir la medida de Lebesgue en
%,
1.4.2 Ejemplos de tribus. i) Es evidente que P(£2) es una tribu sobre
(2, es la mas grande (en el sentido de la inclusion) ¥ es demasiado extensa
cuando  no es ni finito ni numerable. La tribu mas pequena sobre () es
Ay = {0,9} y su interés es casi nulo.

ii) Sea A € P(2). Entonces ={0, A, A°, Q} es una tribu sobre .

iii) Una interseccidn cualcquiera de tribus sobre € es también una tribu.
Si C es una parte no vacia de P(f2), entonces la interseccion de todas las
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tribus que contienen € (hay por lo menos una que es P(§2)) se denomina la
tribu engendrada por C y serd denotada por ¢(C). En el caso de que €2 sea un
espacio topolégico v € el conjunto de sus abiertos, la tribu o(C) se escribira
Be v la denominaremos tribu boreliono de 2, también esta engendrada por
los cerrados de Q. Por ejemplo, para R" se verifica que Bg estd engendrada
por una cualquiera de las familias siguientes:
los productos de intervalos abiertos o cerrados de R,
— las bolas abiertas o cerradas de R,
— los productos de intervalos abiertos o cerrados de R con extremos
racionales,
las bolas abiertas o cerradas de R™ de radio racional v centradas en
puntos racionales.

iv) Una semidlgebra de Boole S sobre () es una parte de P({2) tal que
0.2 € S, es estable por interseccién finita y A € § implica que A° es
reunion finita de elementos de § disjuntos dos a dos. Se verifica facilmente
que el algebra de Boole engendrada por una semialgebra & puede obtenerse
anadiéndole las uniones finitas de elementos de S disjuntos dos a dos.

v) Sean (2;,41),....,(Q,. A,) espacios medibles y pongamos € igunal
al producto cartesiano 27 X ... x Q,. La clase & de partes de la forma
A x...x A, donde A1 € Ay, ..., A, € A, es una semialgebra de Boole
sobre Q. La tribu A sobre Q engendrada por § se denomina tribu producto
(o producto tensorial) de Ay, ..., A,. La denotaremos A = A, ® ... ® A,.
Tenemos, por ejemplo, que si los £2; son espacios métricos y 2 esta dotado
de la topologia producto entonces Bo = Ba, @ ... ® Ba,. En particular
Brn = Bz ® ... ® Bg (producto tensorial n veces).

La tribu boreliana By (v en general de R™) es tan grande que no resulta
evidente encontrar una parte de R que no pertenezca a Bg, los métodos
conocidos actualmente para obtener un objeto de este tipo (véase el ejercicio
1.G) recurren al azioma de eleceion:

Si (E,);er es une familie cualguiera de conjuntos no vaecios, podemos
elegir un unico elemento en cada E;.

Esto equivale a decir que el producto cartesiano
[1E
el

existe v es no vacio.
Sea ahora A un dlgebra de Boole sobre €.
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1.4.3 Definicién. Llamamos medida sobre (£2, A). o stmplemente sobre (),
a toda aplicacion p: A — E_,, =Ry U {+oc} no constante con valor +oc
y que verifique
i) u(®) =0,
1) st (Ap)nen es una sucesién en A tal que la unidn de los A, estd
en A (condicidn automdticamente satisfecha si A es una tribu) y
n#p= A, NA, =0 entonces

(1.9) I (U A.”_) = Z 1(Az).

el el

La propiedad 1) es la o-aditrvidad de .

Para A € A, el nimero p(A) se denomina medida de A. El triple
(Q, A, ), donde A es una tribu sobre  y 4 una medida sobre €2, se de-
nomina. espacio de medida.

La suma vy el producto de niimeros reales se prolonga a R4 de la manera
giguiente: sea a € R, entonces

+00+ (+00) =+,  a+ (+oc) = +oo
+o0o x (+00) =420  +ax (+oc)=+0c cona # 0.

Por tanto la expresion (1.9) tendra siempre sentido, sean los p{A4,) finitos
110,
Diremos que p es
i) finita si para todo A € A, p(A) < +oc. Como para A, B € A,
A © B implica pu(A) < pu(B) p es finita si y solo si p(0) < +o0,
ii) o-finitasi Q= ),cy An con A, € Ay u(A,) < +oco.
iii) una probabilidad sobre Q si p(Q) = 1.

1.4.4 Ejemplos. i) Supongamos (2 finito con cardinal n v A = P(Q). Para

todo 4 € A denotamos por | 4| el cardinal de A y ponemos
A
p(d) = —.
n

Obtenemos asi una medida (una probabilidad de hecho) sobre (0.
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ii) Supongamos @ =Ny A =P(N) v pongamos para todo A C N

Entonces p es una medida finita sobre €.
iii) Supongamos 2 cualquiera y A = P(2). Para A € A pongamos

|Al s A es finito
m(A) = .
+oc  en caso contrario

Es féacil ver que la m asi definida es una medida sobre (2, A) lamada medida
de contar. Es o-finita si v sélo si 2 es numerable.

La introduccidn de medidas interesantes en conjuntos no numerables
necesita algo mas de material tedrico, de hecho un teorema, cuya prueba
no es en absoluto trivial v del cual nos contentaremos con ver su enunciado.

1.4.5 Teorema de prolongacion. Sea Ay un algebra de Boole sobre () y
A la triby engendrada por Ag. Entonces toda medida o-finita sobre (§2, Ag)
se prolonga de manera wnica en una medida sobre (Q, A).

Con ayuda de este teorema podemos construir uno de los objetos mas
importantes de las Matematicas.

1.4.6 Medida de Lebesgue. Pongamos () = (0, 1]. Entonces el conjunto
de las partes de ©

;".
(1.10) A= U(a,._h,]

=l

con 0 < ap < b <as < by ... <ap < by <1 esun dlgebra de Boole Ay
sobre {1 que engendra la tribu boreliana Bg. Para un A € A de la forma
(1.10) sea

k.

(1.11) u(A) =) (b — ),

t=1

entonces p es una medida finita sobre Ay, Por el teorema de prolongacion,
se extiende de manera tinica a una medida Ay sobre Bo.
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Para todo A € By ytodon € Zsea Ay, = AN(n,n+1]. Siae R a+ A
denotara el conjunto {a +x : r € A}. Ponemos

(1.12) AMA) =Y Mo(—n+ An)

NnEL

obteniendo asi una medida A sobre R o-finita denominada medida de Lebes-
gue.

Sean (2,.A) v (E. B) dos espacios medibles y f : Q — FE una aplicacion.
Diremos que f es medible si para todo B € B, f~*(B) € A. Evidentemente,
si A = P(Q) toda aplicacién de Q en E es medible.

Si Qv E son espacios topoldgicos vy A y B las tribus borelianas respectivas,
entonces toda aplicacion continua f : £} — E es medible,

Cuando hablemos de aplicacion (o de funcién) medible de £2 en K supon-
dremos siempre que R estd dotado de la tribu boreliana canénica Bz.

Diremos que f : 0 — R es una funcién escalonada si existe una particion
de Q en conjuntos A;,... A, € Ay nimeros reales a, ... ,a; tales que
e zle a;1 4, donde para cualquier A C £, 14 es la funcidn indicatriz de
A, es decir,

1 sizxed
la(z) = _ .
(0 en caso contrario
El lector observard facilmente que la particidn A;.... ,A; no es tnica.

Toda funcidn escalonada es claramente medible. Al conjunto de funciones
escalonadas lo denotaremos por &.

En lo que sigue los limites y cotas superiores e inferiores de funciones que
se consideran seran siempre en sentido simple, es decir, tomados punto a
punto.

Para toda funcién f: 2 — R pondremos

fH=sup(f,0) y S~ =sup(~f.0).

Es sencillo comprobar que f = f* — f~ v |fl=f"+f".
Vamos a dar. sin demostracion, una serie de propiedades de las funciones
reales medibles sobre ().
1) El conjunto M de funciones reales medibles sobre {) con las opera-
ciones suma y multiplicacién forma un algebra unitaria.
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i) Sif,g € M entonces sup(f.g), inf(f.g), f*, /= v |f] son de M.

iii) Sea (fn), una sucesion de M, entonces sup( f,,), inf(f, ), limsup( f,,)
v liminf(f,) son de M (cuando existen).

iv) Todo limite simple de funciones medibles es medible.

v) Toda f € M positiva es limite simple de una sucesidn creciente de
funciones escalonadas positivas.

vi) Toda funcién medible es limite de una sucesion de funciones escalo-
nadas.

1.5 LA INTEGRAL
Sea (. A, 1) un espacio de medida. Consideremos

My={feM: fz0} v E&.={f€€& : [f20}

1.5.1 Integral de una funciéon medible positiva. Sea f € &, con ex-
presién f =377, a;14,, a; € Ry. El nimero finito o igual a +o00

I
/ fd[u = Z (I.”_I(flj_)
S0 =1

no depende de la particidn elegida para definir f v se llama integral de la
funcién escalonada f respecto a (o para) la medida .
La aplicacién f € £, — Jﬂ fdu € R, verifica las propiedades siguientes

f£g= / Jfdu < /gd;_;.
Jo Jo

1 = / Tndp ]‘] fepe.
JO 4]

Sean f € M, vy [, una sucesién en £, que tiende de forma creciente a
f. Entonces el nimero finito o infinito

/fd,uz lim /fnd,u
Jo R=—1+0Ca ]

no depende de la sucesion f,,. Se denominard integral de f respecto a p.



22 | ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

1.5.2 Definicién. Sea f € M. Diremos que f es integrable (sobre (1 para
la medida 1) o p-integrable si [, fTdp < o0 y [ f~dp < +oo, el mimero
real

fdup = j frdu— [ fdu
WA Q Q

se denomina integral de [ respecto a p.

El conjunto £'(€2, ) de funciones p-integrables sobre € es un espacio
vectorial y la aplicacion f € M — [, fdp € R es lineal y verifica la
propiedad

f£a= | fdu < / gdp
Ja Q

y la propiedad de Beppo Levi

R W — /_f,!d;.r, 1 / [y
ES) 0

Es también cierto que f es infegrable si y solo si | f| es inlegrable.
Si A € A diremos que f € M es p-integrable sobre A si f 1,4 es -
integrable, en este caso la integral de f sobre A serda por definicion

[ fdu = | f5 Ladi
JA 9)

Si f € £1(9, 1) entonces para todo A € A, f es integrable sobre A.
Diremps que A C  es de medida nule para psi A € Ay p(A) = 0.
Diremos que A es negligible si esta contenido en un conjunto de medida nula.
Decimos que una propiedad sobre Q se verifica para casi todo punto respecto
a la medida p (en forma abreviada p-cpt) si el conjunto de elementos de {2
que no la verifican es de medida nula. Por ejemplo. diremos que
i) f.g € M son tguales p-cpt si

pi{z €0 : f(@) £ 9@} = 0.
ii) La sucesion f, de M tiende p-cpt hacia f € M si
p{x e : f.(x) no tiende a f(z)}) = 0.

Para acabar esta secclon vamos a ennnciar dos teoremas importantes en
teoria de la integracion.
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Sean (4. Av.jer). ... (Qn. Ay, j1,) espacios de medida. La familia S de
partes de Q = Oy x ... x ; de la forma A4, x ... X 4, con A; € A, es una
semidlgebra de Boole. Entonces, pouiendo

pigl Ay % oo x Ap) = pr (A1) X oo X paldn)

podemos definir una medida sobre el dlgebra de Boale Ag engendrada por &
que se prolonga de manera tinica en una medida sobre A=A1&...24,. La
denotaremos /11 & ... &y, y se denomina producto tensorial de las medidas
Fls vy s

En adelante supondremos, para simplificar, que n = 2 (lo cual no supone
restriceidn alguna).

1.5.3 Teorema de Fubini. Sea f: Q; x Qy — R una funcion integrable
respecto a 1 @ ig. Entonces la aplicacion Fy :xy € &) — j'm ey, xo)dus
estd definida j1i-cpt y es p-integrable. andlogamente la aplicacion Fy @ g €
0 — .fgg1 flxy,20)diny estd definida pa-ept y es ja-integrable. Tenemos
ademds que

/ flor, ma)dp @ pp = / Fy(xy)dpy = / Fy (2 )dpus.
01 % S

J g

Este teorema dice lo siguiente: para caleular la integral de una funcion
(integrable) sobre un producto (£ x 2,4 @Az, g1 @ po) se puede empezar
integrando respecto a una de las variables y después integrar cl resultado
respecto a la segunda.

El segundo teorema, debido a Lebesgue y conocido con el nombre de
teorema de la convergencia dominada, es un resultado clave del Andlisis.

1.5.4 Teorema de Lebesgue. Sea f, una sucesion de funciones reales
integrables sobre (2. A, p) tal que

i) fn converge p-cpt hacia f,

ii) existe una funcion h integrable en §) tal que

|fn| < h p-cpt para todo n.

Entonces [ es integrable y
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Los espacios L”(£, pu) {com p € [1,+00)) de las clases (médulo ignaldad
casi en todo punto) de funciones medibles de potencia p-ésima integrable
que han motivado las secciones 1.4 y 1.5 seran estudiados a través de los
ejercicios propuestos al final de capitulo (vease, por ejemplo, el ejercicio
1.E).

1.6 ALGUNOS EJEMPLOS CONCRETOS DE E.V.T.

1.6.1 Los espacios de Banach. i) Todo espacio E de dimension finita n
es isomorfo (mediante la eleccién de una base) a K* (K = R o C). Sobre
dicho espacio podemos definir varias normas, todas ellas equivalentes, que
lo convierten en espacio de Banach, demos por ejemplo dos:

-
»

7L
[EE I
i=1

lalle = sup

i=1 ST

24| -

Sobre un espacio E de dimensién finita existe una tinica estructura de
e.v.t. separado: la definrda por una de las posibles normas posibles en E.

Este hecho es importante y su demostracion no es inmediata.

i) Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces el conjuntc F =
C(X,R) de las funciones reales continuas dotado de la norma

[£llee = sup /()

zeX

es un espacio de Banach.

iii) Sea (€2, A, ) un espacio de medida, entonces, para tode p > 1 el espa-
cio LP(§2,R) de clases (mddulo la igualdad i-cpt) de funciones con potencia
p-ésima integrable normado por

MPZ(lJﬂMW¢¢ﬂ)%

es un espacio de Banach (para las demostraciones véase el ejercicio 1.E).

SiQ2 =N, A=P(Q)y 1 =m (la medida de conteoen N, es decir, m(A) =
cardinal de A si A es finito v +o00 en caso contrario) entonces LF(N. R) es el
espacio de Banach, denotado habitualinente por I¥. de lag sucesiones reales
de potencia p-ésima sumable.
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1.6 EJEMPLOS DE EV.T.

1.6.2 Los espacios de Fréchet. Constituyen un herramienta importante
en Andlisis y Geometria. Daremos uno de los ejemplos mas importantes.

Para todo n € N denotamos por C"(R) al espacio de funciones reales de
clase C™ sobre R (es decir, las funciones f : R — R tales que para todo
re{0,1,... ,n} la derivada F} de orden r de f es continua). Sea K, una
sucesion de compactos cuya unién recubre R y tal que K, esté contenido
en el interior de Kp,.q (diremos que K,, es una sucesién erhaustiva de
compactos de R). Para f € C"(R) ponemos

ki

pm(.f) :Z SUp lf(r)(‘r”

=0 TEHm

Entonces (pm)m €5 una sucesion separante y creciente de seminormas en
C"(R) que lo convierte en espacio de Fréchet.

Demostracion. Que (pp,)m €8 una sucesion de seminormas crecientes es evi-
dente. Sipn(f) = 0 para todo m € N entonces la restriccién de f a cualquier
compacto K, es nula, luego f es nula sobre su reunién que es R. Por con-
siguiente f es idénticamente nula y por tanto la sucesion (Pm )m €s separante.
Esta sucesion de seminormas define una topologia sobre C™(R). Se verifica
facilmente que esta topologfa es independiente de la sucesion exhaustiva de
compactos elegida para definirla: en efecto si K es otra sucesion exhaustiva
de compactos de R, entonces para todo m € N existe un [ € N tal que Kp,
estd contenido en el interior de K], si denotamos por (p;) la sucesion de
seminormas asociada a la sucesién K| tedremos que

pm(f) < pi(f)

para cualquier funcién de C™(R). Por tanto, toda p,,-bola abierta estd
contenida en una pj-bala abierta . Del mismo modo se prueba que toda
pi-bola abierta esta contenida en una p,,-bola abierta. Dicho de otro modo,
la topologia definida por la sucesién (p,. ). es la misma que la definida por
la sucesion (p)):.

Falta demostrar que C"(R) es completo. Para hacerlo podemos elegir
cualquier sucesién exhaustiva de compactos K. Sea f; una sucesion de
Cauchy, para todo r € {0,... ,n} y todo compacto K,, la sucesion gp =
I -‘.ET}|K es de Cauchy en la norma de la convergencia uniforme de funciones
continuas sobre K, por tanto converge hacia una funcién continua en Ky,
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Como ello es cierto para cualguier m, la sucesion f,f-"" converge hacia una
funcién g" continua en &,

Supondremos r € {0.... ,n—1} y zg € R. En un entorno de xy tenemos
cue

) = H )= / "

i ]

Por paso al limite respecto a s obtenemos

X

¢"(@) — 0" (20) = [ gt

CLa Y]

Derivando g" constatamos que ¢"' = (¢”V. tomando r = 0 ¢ iterando el
proceso obtenemos (g”)("‘:‘ = g". Esto prueba que la sucesion f, converge en
C™(R) hacia la funcién f = ¢°. Es decir, C*(R) es completo, luego es de
Fréchet. ]

Para todo n € N tenemos que C" ™ (R) ¢ C"™(R) y por tanto una sucesion
de inclusiones continuas

s OMFUR) o CM(R) & -+ s CY(R) — CO(R)

La interseccion de todos los espacios C(R) obtenidos al variar n en N no
es otra cosa que el espacio C*°(R) de las funciones de clase C'* sobre R. La
topologia menos fina haciendo continuas todas las invecciones naturales

C™(R) < C*(R)

se denomina fopologia C'*. Una sucesion f. converge a una funcion f de
clase C°° en esta topologia si v sélo si para cualquier compacto K de R y
todo r € N la restriccion de fEET} a K converge uniformemente (sobre K)
hacia la restriccién de ) en K. Esta topologia puede definirse mediante
una sucesion creciente de seminormas

™

pmlf) =) swp |f7(z)]

r—() TE K e

De manera analoga podemos definir el espacio de Fréchet de las funciones
' en un ablerto U de R™ conn > 2.
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1.7 EJERCICIOS

1.7 EJERCICIOS

1.A Consideramos en el plano P una referencia ortonormal de origen O.
Para dos puntos M (xy.29) v N{i1, y2) cualesquiera de P pouemos:

ff{i"ﬁf._'\") = \/(,1;1 = y1)3 + [1-2 : y2]2
d(M.0) + d(N.O) si M #N

d(M,N) = _
0 sidM =N

1) Demostrar que d y d’ son distancias en P.

ii) Demostrar que el espacio métrico (P.d’) es completo.

iii) Demostrar que la sucesion M, = (1. %) es convergente respecto a d y
que 1o lo es respecto a ’. ;Qué se puede concluir de este hecho?

1.B Sea (X.d) un espacio métrico. Para .y € X consideramos
d(z,y)

1+ d(:;:. y)
da(z,y) = inf(1,d(z,y))

dy(2.y) =

Probar que dy v ds son distancias uniformemente equivalentes a la dis-
tancia d.

1.C Sea (X,.d,)n>1 una familia munerable de espacios métricos. Supon-
gamos que para todo n el didmetro de X,, es menor o igual que 1. En
X =[], X, se considera la topologia 7 engendrada por aquellas partes de

la forma
H A i X H }{_;‘

il Jjer

donde I es una parte finita de M* v A, un abierto de X,.

1} Demostrar que para esta topologia las proyecciones m, : X — X, son
continuas y abiertas.

i) Demostrar que 7 es la topologia menos fina sobre X haciendo conti-
nuas las aplicaciones w,.

Definimos una distancia en X poniendo para cada 2 = (2,), V¥ = (¥n)n

i :
dlz,y) = Z 27%'('!"”' Yn)

n>=1
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iii) Demostrar que toda bola abierta B(z.2) en X contiene una parte de

la forma v
H B(xzi,m) x H Xy

i=1 j=N+1

donde x; = m;(x) v B(z;.n) es la bola de X; con centro z; y radio i menor
que .

iv) Deducir que la topologia asociada a la métrica d coincide con T .

v) Demostrar que para que una aplicacién f de un espacio métrico (Y, 6)
en X sea continua es necesario v suficiente que para todo . la aplicacion
m, o f: Y — X, sea continua.

vi) Demostrar que si para todo n el espacio X,, es completo también lo
es el espacio X

La topologia en X asociada a la métrica d se denomina topologia producto
de las topologias sobre X, definidas por las métricas d.,.

. w P L
1.D Sea f : [0,1] — R la funcién definida por f(z) = x+ con n entero
mayor o igual que 2. Demostrar que f es iniformemente continua pero no
lipschitziana.

1.E Sea (£2, A, p) un espacio de medida y denotemos por LP (con p > 1)
el espacio vectorial (el hecho que f,g € LP — f + g € LP implicard
la designaldad de Minkowski que se pide en la cuestion (iil)) de clases de
funciones reales medibles de potencia p-ésima p-integrable sobre Q. Para

f € LY ponemos
1

£l = ( / mp) "

Sea g > 1 tal que % + # =1y a v bdos nimeros reales positivos.
i} Establecer la designaldad
af b
ab < — + —.
P q
1i) Deducir para f € L y g € L% que fg € L' v que se cumple la
desigualdad (de Holder)

Ifglly < £ 1ln]lgllq-

iii) Aplicar este resultado para demostrar la desigualdad de Minkowski

”f + _"J'”;u < Hf”p K ||5"||P'
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iv) Deducir que || ||, es una norma en LP,
Sea f, una sucesion de Cauchy en L.
v] Demostrar que podemos extraer de f,, ima subsucesion f,,, tal que

: 1
||f“-.’.-+l - jn;,-”p S QT

Para todo k € N* ponemos

ﬁ.
hy = !,fu1| g Z |f“.1' 1 f”-f|

g=1

v para todo w € £, A(w) = limg_— . he(w) (limite que es finito o infinito).
vi) Demostrar que |hg|l, — ||k||, ¥ que bz € LP. Dedueir que h € LP y
por tanto que h es finita casi en todo punto.
vil) Demostrar que la sucesion (f,, ), converge absolutamente ept a una
funcion medible f. Indicacion: ndtese que la serie cuyos terminos son

= oy U U= Fax — fup; clondo k 22
tiene por suma parcial Sy = [, y recuérdese que es absolutarmente conver-
gente (el limite es precisamente h).

viii) Demostrar que f,, converge hacia f en LP. Indicacion: aplicar
el teorema de la convergencia dominadae a lo sucesidn de funciones gy =
|.fm,- - ff;."

1.F En C consideramos la sucesion exhaustiva de compactos I, = D(0, n),
donde D(0,n) es el disco cerrado de radio n € N*. Para toda funcién
holomorta f en C ponemos

pulf) = sup |f(z)].

=

Demostrar que el espacio vectorial H de funciones holomorfas en € con esta
sucesion de normas es un espacio de Fréchet.

1.G Considérese el espacio de medida (R, B, A). donde B es la tribu boreliana
de [ v A la medida de Lebesgue. Recordemos que esta medida es invariante
por traslacién, es decir. si A € By r € R entonces A(r + A) = A(A). Deno-
taremos por L' el espacio de clases de funciones A-integrables v admitiremos
que el conjunto K(R) de funciones reales continuas sobre R que son nulas
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fuera de un compacto es denso (para la norma || ||;) en L, Sea 4 € B tal
que 0 < A(A) < +oc v pongamos E={x—y /x,yc A}

1) Demostrar que para todo t € R la funcién @ — ~y(x.t) = 14(x +
£)14(x) es integrable en R.

Pongamos h(t) = [, v(z.#)dA(x). Sea = > 0. entonces sabemos que existe
p- € K(R) (que podemos suponer 0 < o, < 1) tal que ||[14 — |1 < =

ii) Demostrar que la funcion h.(t) = [ (2 + t)1a(x)dA(x) es continua
(Indicacién: considerar el teorema de la convergencia dominada.)

iii) Demostrar que sup, .z [2(t) — he(t)] < £ v deducir que A. tiende uni-
formemente a i cuando £ — 0 y por tanto que h es continua.

iv) Caleular 110} y ver que existe un § > 0 tal que para todo t € R con
[t| < é se tiene A(t) > 0.

v) Demostrar que para cualquier t con —¢ < ¢t < +6 existe un #, € R tal
quex; € Ay o +1 € A

vi) Deducir que E es un entorno de 0.

Si A(A) = +oc podemos encontrar siempre un entero relativo n tal que
Ap = ANn,n+ 1) verifica 0 < AMA,) < +o0. Segin vi) el conjunto
E,={r—y : x,y € Ay} es un entorno de 0, entonces F es también un
entorno de 0 va que E, C E.

En R definimos la relacién de equivalencia siguiente: z e y son equiva-
lentes si y sdlo si # — y es racional. En cada clase de equivalencia elegimos
un elemento (es posible gracias al axioma de eleccién) y denotamos por B
al conjunto de esos elementos.

vii} Demostrar que F' = B\ B = {2 —y : x.y € B} no contiene ningiin
racional no nulo. Deducir que F no puede ser un entarno de 0.

viii) Demostrar que la familia { + B},co forma una particién de R.

Vamos a demostrar que B no es medible (es decir. que no estd en B).
Supongamos que lo sea

ix) Demostrar que existe un v € Q tal que A(r + B) > 0. Concluir que
que A(B) > 0 (utilizar la invariancia de A por traslacién).

x) Deducir entonces, a partir de las cuestiones precedentes, que F es un
entorno de 0. Llegamos asi a una contradiccion con vii). luego B no puede
ser medible.



CAPITULO 2

APLICACIONES LINEALES
CONTINUAS

Todos los espacios vectoriales topologicos considerados en este capitulo seran
normados. Por simplicidad, v salvo algunas excepeiones. preferimos lmi-
tarnos a esta categoria; sin embargo. la mayoria de resultados son todavia
clertos en un warco mds general.

2.1 GENERALIDADES

Sean (E.|| ||g)y (F.|| ||#) dos espacios normacdos.

2.1.1 Proposicién. Una aplicacion lineal w - E — I es continua si y
solo st eriste o > U dal gue

(2.1) llu(2)||r < al|z||g-

Cuando (F.p,) v (F.qm) son dos ev.t. localmente convexos y p, v
i sucesiones crecientes de seminormas sobre E v F. respectivamente, el
enunciado general seria:

Una aplicacion lincol v E —— F es continun si y solo s1 para todom € N
erisien n € N y a > 0 (que dependen en general de m) tales que

(2.2) gnu(x)) € ap.(x) VreFE.

Demostracion. Supongamos t continua, esto equivale a que u sea continua
en el origen es decir si # — 0 en E, u(xr) — 0 en F. Entonces, para todo
= > 0 existe > 0 tal que

xlle < 5= |[u(z)||r <e.

Sea r € E no nulo (enando @ = 0 la designaldad que pretendeinos demostrar
es evidente), entonces
H &
A e L&y
2|z / F

3l
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. < %H.—rj[g. Entonces bastara tomar a = 5

es decir, ||u(x)
Es evidente que la condicidn (2.1) es suficiente para que u sea continna.

O

De la proposicion 2.1.1 se deduee gque hay equivalencia entre continuidad
en 0. continuidad uniforme y condicién r[e l i|')5c-hit7_.

Como E es separado el nucleo Ker = {x € Elu(x) = 0} de una
aplicacion lineal continua u : & — 7 es un hub{,hpa(:io vectorial topoldgico
cerrado de f£.

El conjunto L.(E, F) de aplicaciones lineales continuas de £ en F' es un
espacio vectorial sobre el cuerpo K. Como toda aplicacién lineal es acotada
en la bola unidad (cerrada) de E, en L.(E, F) puede considerarse la norma
(verifiguese}:

(2.3) lalll = sup_[[u()]]r

||| 2 <1

o lo que es lo mismo

(23) ] = sup L&le.
z#0 |||
Sean (E1. || |[1)s .. o (En.|l |ln) ¥ (£.]] || #) espacios normados. Dota-

mos el producto cartesiano Fy x ... x E, de una de las normas

n
1=S21 1l o Il l=sup{ll I}

1=1

2.1.2 Proposicién. Una aplicacion n-lineal

d: b x...xE,— F

es continua si y solo si eriste un a > 0 tal gue para todo (x1,... ,x,) €
Bl % ... % By

|8y oy || o] [Erl|1 o ||l e
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Demostracion. Es similar a la de la proposicion 2.1.1. O
Si®: L) x...x E, — F es continua entonces para todo i € {1,... ,n}
v € Eroooo 30 € Biaxiny € By, ..oz € By, fijados, la aplicacidén

parcial ®; : £; — [ definida por

D, (x;) = {1)(1'1 oo ei'n)
es continua. El reciproco es cierto si uno de los £ es de Banach (véase el
ejercicio 2.C).
Tal como se¢ hizo en L.(F, F) definimos una norma en el espacio vecto-

rial L.(Ey, ..., E,: F) de las aplicaciones n-lineales de F| x ... x E, en F
poniendo
(24) ]l = sup 1B (1, )|
ol €1l ln €1

0 bien

Blei. .. .5 -
(21') |”(I)||| = sp H ( 1 ’n}HI '

T1#0, ... ;0 0 ||-T| ||1 i ||:I,“._”‘,J

Dicha norma es el miimero mas pequeno a > 0 que verifica la desigualdacd

[ B0 y20)

Siw:E — Fyuwv:F — @ son aplicaciones lineales continuas entre
espacios normados se da la importante desigualdad:

(2.5) v o al[] < [[ful]-[l[]ll

Por otra parte tenemos el resultado siguiente. Su demostiracion no es
dificil de ver.

r £ ollm e | l@a ]l

2.1.3 Teorema. Si el espacio normado F' es completo, L.(Ey, ... , E,: F)
es un espacto de Banach.

Una aplicacion n-lineal con n = 2 y no idénticamente nula no puede ser
uniformemente continua. Verifiquese, por ejemnplo, con £y = Eo = F =R v
(D(.L'l ide) = %o,

Sean ahora V1,... .V, subespacios densos de Ey. . .. , E,. respectivamente,
vy@: V) x...xV, — F una aplicacién n-lineal continua.
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2.1.4 Teorema. 5t I' es completo la aplicacion ® se prolonga de manera

unica en una aplicacién n-lineal continua ® : Ey x ... x E, — F tal que
1Sl = [[1]]].
Demostracidn. Veremos el caso n = 1, para n = 2 basta razonar sobre

cada una de las aplicaciones parciales ®;. Sea v una aplicacién continua
de un subespacio denso V' de E a valores en F. Sea @ € E. entonces
existe una sucesion (xy )y de elementos de V' tal que x = limay., es pues
una sucesion de Cauchy, Como v es uniformemente continua, w(z,) es una
sucesion de Cauchy en F' que es completo, luego converge hacia un elemento
i(r) de F, si (x),), es otra sucesién de V' que converge hacia x entonces la
sucesion u(zy ), w(x]). u(xs), ulzs). . .. u(xy), u(z},), ... es de Cauchy en F,
por tanto convergente. Por consiguiente, limu(xy) = limu(z}) v el vector
t(r) no depende de la eleccion de la sucesion @y, Esto define @ sobre E.
La linealidad de % se deduce de la continuidad de las operaciones “suma”™ y
“multiplicacién por un escalar”™.
Por otra parte, como u es continua existe un a > 0 tal gque

[e(@)l|F < allz|lv
para todo = € V. por la densidad de V' en F tenemos que
[e(2)|e < allz||e

para todo ¥ € E. Esto demuestra la igualdad ||[#@]|| = |||u]l| ¥ acaba la
demostracion. O

Una aplicacion lineal bivectiva v de un ev.t. E en un ev.t. F que sea
continua y abierta (es decir, v~! es continna) se denomina isomorfismo
topologico de E en F. si ademas E v F son normados v u es una isemetria
(esto es, que Vi € £ ||u(e)||r = ||z]|&) diremos que u es un isomorfismo
de espacios normados.

Eu adelante no pondremos subindice para especificar el espacio sobre el
cual esta definida una norma excepto cnando haya algin riesgo de confusion.

Sea Voun subespacio cerrado del espacio normado E. Entonces consi-
deraremos que el espacio cociente /1 estd dotado de la norma (véase la
proposicion 1.3.5.)

X|| = inf ||2]].
= nf ll=]]

Para dicha norma se demuestra facilmente la proposicién siguiente.
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2.1.5 Proposicién. i) La proyeccién canonica 7w : E — EfV es continua
y tiene por norma |||x||| =1,

it) la imagen por w de la bola unidad Bp de E es la bola unidad B,y
de EJV.

Por otra parte tenemos la siguiente proposicion.

2.1.6 Proposicién. Sea u: E —— F una aplicacidn lineal continua nule
en V. Entonces existe una dnica aplicacion lineal continua

v BV — F
tal que v =vor y |llell| = lllull]

Demostracion. Sean X € E/V yz.2’ € X, entonces z —2" = f € V. Luego
0 = u(f) = u(x — 2') = u(x) — u(x’). Si ponemos v(X) = u(x) con x un
representante cualquiera de la clase X médulo V' definimos ¢ como aquella

aplicacién lineal que verifica « = vom. Por (2.5) tenemos que |||ul|| < |[[[||
(pues |||«|]| = 1). Por otra parte, como para todo punto X € Bg)y existe
r € Bg tal que X = w(x) tenemos que |||v]|] < |[|ul||. Es decir. |||ul|| = [|[¢]|
v esto pruleb'd la proposicidn. |

2.2 ALGUNOS TEOREMAS IMPORTANTES

Todos los espacios considerados en esta seccidn seran normados.

2.2.1 Teorema de Banach-Schauder. Sean E y F dos espacios de Ba-
nach y u : £ — F una aplicacion lineal continua. Para que u sea abieria
es necesario y suficiente que sea exhaustiva.

Demostracion. Siu es abierta, la imagen de la bola unidad B de E contiene
una bola B’ (con > 0) siendo B’ la bola unidad de F'. Luego. siy € F\{0}
es arbitrario mr{';:;t; € nB’, entonces existe un x € E tal que y = u(zx), es
decir, u es exhaustiva.

Supongamos u exhaustiva, bastard probar que u(B) contiene una bola

abierta de F centrada en 0. Tenemos

= U u(nB) = U nu( )
n>l n>l

(se deduce de la exhaustividad de u). Si todos los nu(L) tuvieran inte-
rior vacio. por el teorema de Baire, F' serfa de interior vacio, lo cual es
absurdo, Por consiguiente nno de estos conjuntos (de hecho todos, pues

son homotéticos) es de interior no vacio, en particular u(B). Como u(B) es
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simétrico respecto al origen, el interior int(u(B)) contiene el 0. En efecto,

existen yo € int(u(B)) v £ > 0 tales que la bola abierta B(yg,¢) de centro

Yo v radio £ estd contenida en int(u(B)), entonces es claro que la imagen de
1

dicha bola por la aplicacion y — 5(y — yo) es una bola abierta de radio

5 centrada en el origen y contenida en int(u(B)), entonces 0 es un punto
interior de u(B). Por tanto hay un p > 0 tal que pB’ € u(B).

Sea y € F tal que ||y|| < £ y definamos una sucesién (x,,) con zg =0y
tal que para todo n > 1

1 J2i
||Ir1+] — &Tn || = W il ||y = 'H.(.T-”)“ < on+2 "

Veamos que dicha sucesion existe, si la suponemos construida hasta el n-
ésimo término entonces

1
Yy — u(Zn) € u (FI—B)

por tanto podemos encontrar un z, € 2%5‘ que verifica

J2
ly — w(zn) —ulza)l] < PEESY

el elemento x,41 = z, + 2z, es entonces el (n + 1)-ésimo término de la
sucesion. La sucesion x, es de Cauchy, consecuentemente converge hacia un
punto » € K que verifica y = u(x) y

o
llel] € ¥l = @nsi| 1
n=1
luego z € B, por consiguiente y € u(B) y §B’ C u(B) puesto que y es
cualquier elemento que verifica [|y|| < 5. Esto prueba que u es abierta. [J
Algunas las aplicaciones importantes de este teorema se dan en los si-
guientes corolarios.
2.2.2 Corolario. Sea u una aplicacion lineal continua y biyectiva entre dos
espacios de Banach E y F. Entonees u es un isomorfismo topoldgico.
Denotemos por G la gréfica de u, esto es, la parte de E x F (E y F

son espacios de Banach) cuyos elementos (i, y) verifican y = u(z). G es un
subespacio normado del espacio de Banach £ x F.
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2.2.3 Corolario (Teorema de la grafica cerrada). La aplicacton u es
continua si y solo si G es cerrada.

Demostracion. Supongamos w continua, Entonces G es cerrada por ser
nucleo de la aplicacién lineal continua (z,y) € F x F — y —u(x) € F.
Reciprocamente, si G es cerrada en E x F' entonces es de Banach. Denotemos
por p: E x F — E la restriccion a G de la primera proyeceion, entonces
p es continua, bivectiva y admite »r € £ — (2, u(x)) por aplicacion inversa
que sera continua gracias al teorema 2.2.1, por consiguiente u es continua.
|

Para seguir con el estudio de las propiedades de las aplicaciones lineales
entre dos espacios normados E v F necesitamos introducir topologias en el
espacio vectorial L.(E, F) diferentes de la topologia fuerte definida por la
norma

|[[ul]] = sﬂp |Jw()|

Sea @ una familia filtrante de partes de E, es decir, una familia ® C P(E) tal
que para 4, B € @ existe ' € @ que contiene AU LB, Llamamos ®-topologia
sobre L.(E,F) y la denotamos por Tg a la topologia de la convergencia
uniforme sobre las partes de F que pertenecen a la familia &. Es decir,
una sucesion uy, en L (E, F) converge hacia 0 respecto a 7g si para todo
elemento 4 € @ la restriccion de u, en A converge uniformemente hacia
0. Para esta topologia cada elemento u € L.(L. F'} admite como base de
entornos las partes de la forma

Viu A e)= {'L‘ € LJ(E, F) ?L:l}i |u(z) — v(z)|| < 5} 5

donde Ac @ ye>0.

Nos interesardn principalmente tres familias: i) ® = B = {partes acotadas
de E} v T3 no es mas que la topologia de la convergencia uniforme sobre
conjuntos acotados, es decir, la topologin de lo norma. La denotaremos Tg.

ii) ® = C = {partes compactas de E'}. Es la topologia de la convergencia
compacta v la denotaremos 7e.

iii) ® = F = {partes finitas de E} da la topelogia de la convergencia
strple o topologia débil que denotaremos 7r.

Cada una de estas tres topologias define sobre L.(E. F) una estructura
de ¢.v.L.



38 2 APLICACIONES LINEALES CONTINUAS

Como F C C C B. tenemos las siguientes iimplicaciones evidentes entre
los diferentes tipos de convergencia

Convergencia respecto a Ty = Convergencia respecto a 7¢

Convergencia respecto a 7o = Convergencia respecto a Tr.

Las implicaciones reciprocas en general no son ciertas.

Podemos ver que foda parte U acotada en el espacio normado L.(E, F) es
equiconiinua. Cuando E es un espacio de Banach el resultado sigue siendo
vélido (véase el ejercicio 2.A) si Y verifica la siguiente condicién més débil

Yo e B sup||u(z)|| < 4oc.
weld

Diremos entonces que U es simplemente acotada.

2.2.4 Teorema de Banach-Steinhaus. Sean E wun espacio de Banach,
F' un espacio normado y wy, una sucesién en L.(E, F) que converge hacia
w en la topologia Tr. Entonces uw € L.(E.F) y u, converge hacia u en la
topologia To.

Demostracion. La sucesion u,, converge simplemente hacia «, es decir. para
todo € F la sucesién u,(r) converge hacia u(x) en F; es por tanto sim-
plemente acotada. Por el ejercicio 2.B la familia U = (uy, ), es equicontinua,
de donde 1 € L (E. F). Como U = {u,|n € N} U {u} es la adherencia de &/
en la topologia Tx es equicontinua y por consiguiente. las restricciones de
Te v Tr alf coinciden (véase el ejereicio 2.A), es decir, u,, converge hacia u
uniformemente sobre todo compacto de F, U

Mas adelante veremos muchos ejemplos de aplicaciones lineales continuas,
sobretodo en los capitulos 5 v 6. Las aplicaciones lineales £ — F que nos
interesardan de momento serdn las formas ineales, es decir, cunando Foes el
cuerpo base K (que es un espacio vectorial de dimension 1 sobre si misino).

2.3 EL TEOREMA DE HAHN-BANACH

iEste es un teorema de gran interés en Andlisis funcional! Admite dos for-
mas. la primera. denominada geoméilrica. permite separar estrictamente un
conjunto convexo cerrado de un conjunto compacto cerrado mediante un
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hiperplano cerrado. La segunda forma. denominada analitica. asegura la
prolongacion conservando la norma de una forma lineal continua dada en
un subespacio vectorial. Antes de enunciar v demostrar este teorema en sus
diversas formas haremos un repaso sobre convexidad y sobre la caracteriza-
cién de una forma lineal continna con la ayuda de su wicleo.

2.3.1 Proposicién. Sean f una forma lineal no nula sobre un espacio nor-
mado E y H su nicleo. Entonces f es continua si y sélo se H es cerrado.
Demostracion. Supongamos [ continua. entonces H es cerrado por ser ima-
gen reciproca de {0} que es un conjunto cerrado de K. Reciprocamente, si
H es cerrado el espacio cociente £/ H es normado. Como f es no nula existe
por lo menos un vector &y tal que f(xg) = 1, entonces todo & € I es equiva-
lente (modulo H) a f(z)xg puesto que f(x—f(x)ag) = fla)—flx)f{xe) = 0.

Denotemos por 7 £ — E/H la proyeccion candnica, entonces

(S @)ao)l| = ()]
]

PAN

Como xg ¢ H esta desigualdad implica

) < AL

a :|ﬁ(.'TO:]|:.
por consiguiente f es coutinua. -

2.3.2 Convexidad en un espacio vectorial. Sea E un espacio vectorial
sobre K. Diremos que una parte A de E es converasiVr.r' € Ay vt € [0.1]
el vector (1 — ¢)z + ta' pertenece a A. Equivalentemente A es convexo si
para todo n € N todo (2.... .2,) € A" y todo (t;,... .t,) € R tal que
Yoo 4 =1 ¢l veetor

n
T
E Tf,'ni.','
=1
estda en A, Veamos a continuacion algunos ejemplos que son partes convexas
de £
— un subespacio afin,
una bola en un espacio normado.
el semiespacio {x € E|f(x) = a} donde f es una forma lineal con-
tinua cuando E es un e.v.t. real v oo € R,
— un cono C' = | J, ., o4 con base una bola A C E.
o=l
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Se comprueba facilimente que
— 81 A es convexo v u: E — F es una aplicacidn afin entonces f(A4)
es convexo de F, andlogamente si B es un convexo de I, u *(B) es
un convexo de F,
— toda interseccidn de convexos es convexo,
toda suma de partes convexas de E es un convexo de £.
Sea A una parte de E, entonces la interseccion de todas las partes convexas
de E que contienen A es un convexo denominado enveolvente convera de A
v se denota habitualmente por A, es también (en el sentido de la inclusién)
el convexo mas pequeiio que contiene a A. Se verifica facilmente que

- Za‘:,-_:r:.,; [ t; e Ry .Zti =1, €A neN'
i=1

i=1

En un e.v.t. & habitualmente denominamos envolvente convera de A al
convexo cerrado mas pequena que contiene a 4. La adherencia y el interior
de una parte convexa son conjuntos convexos.

Un hiperplano H (subespacio vectorial de codimension 1) de un espacio
vectorial real E puede considerarse siempre como el nucleo de la forma lineal
w: E— FE/H =K. Sea f una forma afin en £ y pongamos

[z B! fl2)>0 ¥ E_(fi={zecE: flz)<l},

E(f)
E. (xeE: f)20} y E_(fi={z€E: f(z) <0}

(f)

Diremos que H = {f = 0} separa (vesp. separa estrictamente) dos partes
AyBsiACE_(f)y BCEL(f) (vesp. ACE_(f) y BCE+([))

Las demostraciones de los teoremas ue vamos a enunciar son tambien
validas en los ev.t. localmente convexos separados pero nos limitaremos.
para simplificar la exposicion, a los espacios normados. En toda la seccién
F sera un espacio normado.
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2.3.3 Forma geométrica del THB. Sean U una parte abierta convera
de E y V un subespacio afin de E tal que UNV = ). Entonces ewiste un
hiperplano afin H cerrado tal que V.C H y U N H = 0.

Demostracion. Mediante una traslacién podemos suponer que V' es un sub-
espacio vectorial. Distingniremos dos casos: £ real y £ complejo.

1% caso: F real.

Denotemos por V el conjunto de los subespacios vectoriales de E que con-
tienen a V' v cuya interseccion con U es vacia. Este conjunto esta ordenado
por la inclusidn.

i) Si Vy es una parte totalmente ordenada de V entonces (JVy, donde
Vo recorre Vy, es un subespacio vectorial de E que contiene a V' y sin in-
terseccidén con U, por tanto es un elemento de V. luego V es inductivo y
por el lema de Zorn admite un elemento maximal M. El subespacio M es
necesariamente cerrado, en efecto como [J es abierto y verifica U N M = ()
la adherencia M de M corta a U, esto contradice la maximalidad si M no
fuera cerrado.

ii) El espacio cociente E /M es normado, sea 7 : £ — E/M la proyec-
cién canénica y C' el cono abierto de base #(U) en E/M. Como M es un
subespacio vectorial disjunto con U, 0 € C.

iii) El espacio E/M es de dimensién 1. En caso contrario la parte (E/M )\
{0} serfa conexa, y, como es diferente de C, la frontera Fr(C) de C (la
adherencia de (C menos su interior) contendria un punto X. Este punto X
no puede pertenecer a —C = {—Z|Z € C}: en efecto, si —C contuviera X,
seria un entorno de X por ser abierto y por consiguiente existiria un £ > 0
tal que la bola B(X,z) € —C. Por otra parte, como X es adherente a C',
esta bola contendria un punto Y de ', por tanto ¥ € C e Y € —C, es
decir, Y y =Y estdn en C, como C' es convexo (es un cono cuya hase es
una parte convexa), 0 € C', ¥y como se ha demostrado en ii} esto no puede
ocurrir. Sea Vy el subespacio vectorial engendrado por X, estd contenido
estrictamente en E/M y no interseca al cono C, por tanto H = 7 (Vx)
contiene estrictamente a M y no interseca el abierto U. Esto contradice de
nuevo la maximalidad de M.

iv) De lo anterior resulta que el espacio cociente E/M es normado de
dimension 1 v tal que C' no contiene su origen, es decir, fI es un hiperplano
cerrado disjunto con U.

29 caso: E complejo.
El espacio F es en particular un espacio vectorial real. Por el caso ante-
rior existe un hiperplano real cerrado Hy del espacio real £ que no interseca
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U. Como V es un subespacio vectorial complejo de E' es estable por el
automorfismo ¥ € F — ir € E. es decir, V' = V. Por consiguiente
H = HyMNiHy es un subespacio vectorial complejo cerrado de codimension
compleja 1 (por tanto codimension real 2) que contiene a V' y que no in-
terseca /. Con esto acabamos la demostracién de la version geométrica del
teorema de Hahn-Banach. 0

Otra version de la separacidon de conjuntos convexos viene dada por el
siguiente teorema.

2.3.4 Teorema. Supongamos I real. Sean C y K dos partes converas
drsjuntas de E tales que C' es cerrada y K compacta. Entonces C' y K estdn
estrictamenite separadas por un hiperplano afin cerrado H.

K

Demositracion. La distancia

6= inf |le—E|

eeCLhe XK

entre log dos cerrados digjuntos C' vy K es estrictamente positiva. Sea £ > 0
tal que £ < é, entonces el conjunto U = C'\ K + B(0, ) es igunal a

J {e—k+B(.2)}.

ccCLhkeEN

Es por tanto un conjunto convexo abierto de E (convexo por ser suma de
convexos y ablerto por ser reunidn de abiertos). No contiene el origen ya
queparac € C, ke Ky be B(0,¢)

lle =k + ][ > [|le — k|| — |[3]]
6 —c| >0

(k¥4



2.3 EL TEOREMA DE HAHN-BANACH 43

Por el teorema 2.3.3 existe un hiperplano vectorial H, nucleo de una forma
lineal continua f que no interseca U ({0} juega el papel de subespacio V).
Supongamos que fiiy > 0. es decir, para ¢ € C. k€ K y b € B(0,¢) se tiene
que f(e) — f(k)+ f(b) > 0o f(k) — f(b) < f(c). Al ser esta designaldad

cierta cuando ¢, k y b varian de forma independiente tendremos

(2.6) sup f(k) + sup f(b) < 1}:3 fle).

el [b]1<e

Pero sup iy 1«. f(b) = = ues [ es una forma lineal continna sobre FY.
bl << :
El mimero sup,.- - f(k) estd bien definido ya gue f es continna y K es
R0 ; g B
compacto, la designaldad (2.6) implica que inf.c¢ f(c) estd bien definido.
Tendremos que

(2.6") inf f(c)— sup f(k) = €|/,
ceC kEK
Deducimos que existe un nimero real a tal que
Kef{zel :fleycet 3 Cciped wfl@)> af
esto es, K v (' estdn estrictamente separados por el hiperplano real afin
cerrado de ecuacion f(z) = a. L1

De este teorema resulta el siguiente corolario

2.3.5 Corolario. Toda parte convera cerrada C' de E es la interseccion de
los semiespacios cerrados que la contienen.

Demostracidn. Sea a un punto de F fuera de €', Aplicamos ¢l teorema 2.3.4
al cerrado convexo ' y al compacto convexo {a} y existe una forma afin
continua f, tal que
T B (fs) 7 AalcB_{f:):
Entonces es evidente ¢ue el conjunto
1 Blfa)
aE ENC

es cerrado e igual a C. O
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2.3.6 Forma analitica del THB. Sean V' un subespacio normado de E
no reducido a {0} y f una forma lineal continua no nula sobre V. Entonces
existe una forma lineal continua f en E tal que

i) fiv =/,

a) [|L£11l = [Il£1]].

Demostracion. Podemos suponer que V es cerrado, en caso contrario pro-
longamos a la adherencia V' utilizando ¢l teorema 2.1.4. La demostracién
volverd a distinguir el caso real del caso complejo. Supondremos que V # E.

1*" caso: F real.
i) Sea xyp € E =V y pongamos M; = V @ Rxy. Sea fy la forma lineal
sobre M definida por

filz + Azo) = flx) + Aa

donde a es un nimero real imagen de 2 por /i que elegiremos de modo que
la norma de f; sea igual a la de f. Entonces es necesario y suficiente tener

[f1(z + Azo)| < [[If]I]-lw + Aol
para todo z € V y todo real A, lo cual es equivalente a
(2.7) |f(z) = a| < (||A]]l|& — 2ol
para todo z € V', es decir,
@7)  f@) — Iz — zoll € & < f(2) + [I1£11] e — 2ol
para todo x € M, Pongamos
A= 1@ — 7z =2oll ¥ Ba= @)+ 1111z — o]l

Entonces @ que verifigune (2.7') existe si y sélo si para todo & € V los
intervalos [A,, 13, tienen un punto en comin para cualesquiera .,y € V.
Pero _ y . _
f(x) = fly) = flz —y)
< ANz =yl
<110 ke = oll + 11y — zoll).
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Lo que nos da la desigualdad A, < B, para todo x.y € V. El nimero a
puede por tanto elegirse de modo que f; sea continua y de norma igual a la
de f.

ii) Sea ahora V' el conjunto de todos los pares (V7. f') donde V7 es un
subespacio vectorial de IZ que contiene a V' y [" es una extension continua
de f a V' que satisface |||f']|| = ||| f]||. Consideramos en V' el orden parcial
signuiente :

(,[;J.r) g U':—H-wa:}

si v sdlo si V7V C V" v f” es una prolongacion continua de f'. Si V es una
parte totalmente ordenada de V' ponemos

== | | %

viey

Entonces V. es un subespacio de L que contiene a V. Si x € V.. existe
V' € V tal que xg € V7, ponemos entonces fo.(z) = f'(z) (donde f es la
prolongacion de f a V'), El elemento (Vi fao) estda en V. dicho de otro
modo, el conjunto ordenado V' es inductive. Por el lema de Zorn admite un
elemento maximal (Vas. far).

iii) Tenemos que Vys es cerrado (si no prolongamos a la adherencia V),
de hecho E = Vi, si no fuera asi por i) existiria un subespacio que contiene
estrictamente a Vs y sobre el cual fiy se prolonga en una forma lineal con-
tinua conservando su norma, lo cual contradice la maximalidad de (Vyy. far).
La prolongacion buscada se obtiene por tanto poniendo j_'_: Far-

29 caso: E complejo.

Consideramos F y V' como espacios vectoriales reales y denotamos por
u la parte real de f que es continua v ftiene la misma norma que f (véase
el ejercicio 2.D). Por el caso anterior, u se prolonga en una forma lineal
continua real u sobre el espacio vectorial real £ y con la misma norma que
w. La aplicacién f: E — € definida por

Slx) =di(x) — ii(ix)

el

es una forma C-lineal continua gue prolonga f v con igual norma que f. 0

El corolario siguiente proporciona una consecuencia interesante de la
forma analitica del teorema de Halm-Banach.
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2.3.7 Corolario. Sea rg un vector no nulo de E. Entonces en E eriste
una forma lineal continua f tal que f(xg) = ||lxol| v ||If]]] = 1.

Demostracion. Denotemos por Vel subespacio vectorial de £ engendrado
por ay. es decir, el conjunto de elementos Arg donde A € K. Pongamos
FoAzg) = Alxgl|, entonces fy es una forma lineal continna sobre V' de
norma ||| fa]|]] = 1, por el teorema 2.3.6. se prolonga en una forma lineal
continua f sobre E de norma 1. O

Esto nos dice en particular que si el espacio E no se reduce a {0} su dual
topalogico E' no se reduce {0}.

2.4 EJEMPLOS
Vamos a dar ejemplos precisos de formas lineales continnas sobre algunos
espacios de fanciones.

2.4.1 Formas lineales positivas. Seca ({). A, ;) un espacio de medida.
Recordemos que una parte £ de £} se denomina negligible si existe un 4 € A
que contiene a F tal que p(A) = 0. Diremos que la medida g es’ completa
sitodo E C Q2 que verifica A C EC Beon ABe Ay n(A-8B) =0
pertencce a A: en particular, si £ es de medida nula, entonces £ € A, Para
toda medida p sobre (Q, A) existe una tribu A* que contiene a A y una
medida completa p% sebre A* que prolonga .

Para todo espacio de medida (€2..4.p4) v todo p = 1 denotamos como
siempre LP(§2. jt) al espacio de clases (médulo la igualdad fuera de los con-
juntos de medida nula) de funciones complejas medibles de potencia p-ésima

lglly = ( [ lopaute
J 0

Para p = oo denotaremos por L>((), 1) el espacio de las clases de fun-

tegrable con la norma

X
P

ciones p-esencialmente acotadas sobre Q. es decir,
LS ) =1 F o) » C medible v acotada p-cpt}
con la norma:
[|fllec =inf{a € Ry : |f| < a p-cpt}.

El lector podra comprobar que || || es efectivamente una norma sobre
L>(Q, p) ¥ que de hecho es un espacio de Banach.
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La aplicacion I : L'(Q.u) — T que a cada g asocia

I{g) = [} glw)dp(w)

es una forma lineal continua de norma 1 sobre L'(Q, p¢). Verifica ademas la
siguiente propiedad: si g es real y positiva entonces I(g) es un numero real
positivo. Diremos que I es una forma lineel positiva. Vamos a ver que para
algunos espacios normados todas las formas lineales positivas vienen dadlas
por una integral asociada a cierta medida.

Sean X un espacio topoldgico separado localmente compacto y B su tribu
boreliana (la engendrada por los abiertos). Una medida j sobre 55 se de-
nomina regular si para todo E € B verifica

w(E) =inf{u(U): E cCU U abierto}
y para todo E € B de medida finita
w(E)y=sup{p(K): K C E. K compacto}.

Denotemos por K(X) el espacio de funciones continuas con soporte (la
adherencia del conjunto de puntos donde la funcion no se anula) compacto
con la norma

lgllsc = sup [g(z)].
el
Una forma lineal continua positiva sobre K(X) se denomina medida de
Radon de X. Toda medida p sobre B da a través de la integral una forma
lineal continua positiva sobre (X} C LY(X, n). El reciproco se concoce con
el nombre de Teorema de representacion de Riesz. Su demostracion no es
nada trivial y nos contentaremos con su enunciado.

2.4.2 Teorema de representaciéon de Riesz. Sea F una forma lineal
continua positiva sobre K(X). Entonces existe una tribu completa B™ que
contiene a B y una medida regular . finita sobre compactos y completa tal
que

Fl(g) =/ qdjt. Yg e K(X).
X

El lector que desee conocer la demostracion de este famoso teorema puede
consultar Rudin (1985).
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2.4.3 Distribuciones sobre K. Para todo n € N consideremos el espacio
vectorial D™"(R) de las funciones de clase €™ con soporte compacto en R
dotada de la siguiente pseudotopologia (denominada pseudotopologia C™):
una sucesion 2, converge a 0 si existe un compacto A tal que

1) soplps) € K,

ii) para todo r € {0,...n} la derivada r-ésima de ,, converge uniforme-
mente hacia 0 en K.

La pseudotopologia ("™ sobre D" T(R) es estrictamente mds fina que
la inducida por el espacio D" (R}, es decir, la pseudotopologia C™.

Una forma lineal T sobre D™(R) continua (es decir, si p, — 0 entonces
T(p;) — 0) para esta pseudotopologia se llama distrebucion de orden n
sobre R. El valor de T" sobre una funcién ¢ € D"(R) se escribird (T o).
El conjunto de distribuciones de orden n es el dual topoldgico de D™ {R)
que denotamos D*(R). Por ejemplo. si ponemos para todo n € N y toda
w € D*(R)

5 (¢) = p(a)

se obtiene una forma lineal sobre D*(R) denominada distribucidn de Dirac
de orden n en el punto a sobre K.

Para n = oo el espacio D" (R) se escribirda D(R) y una distribucién de
orden n = oo se dira sunplemente distribucion. Dado que

D(R) < -- - < D" 1(R) < D"(R) < - - - = DO(R) = K(R)

vernos que toda distribucion de orden n es una distribucion, toda dis-
tribucion de orden n es una distribueidn de orden n + 1 v toda medida
de Radon es una distribucion de orden n para todo n. Tenemos por tanto
una sucesion de inclusiones

;’C(R); L ya D”(]QJ! Ziq D.rt.—Q—-J_(R)# G s B D(R)r

Estas inclusiones son estrictas (véase el ejercicio 2.E).

Diremos que una distribucion T' (o distribucion de orden n) es positive
si para toda ¢ € D*(R) real positiva {T, ¢} es un ntimero real positivo.
Tenemos el importante resultado siguiente del cnal podemos encontrar una
demostracion en Schwartz (1966):

Toda distribucion positiva es una medida de Radon.



25  EJERCICIOS 49

2.5 EJERCICIOS

2.A Sean F y F dos espacios normados, L.(E, F) el espacio vectorial de
las aplicaciones lineales continuas de £ en F'y U4 una parte equicontinua de
L E, F).

Demostrar que las restricciones de las topologias 7¢ v 7# en U coinciden.

2.B Sea i/ una parte simplemente acotada de L.(E,F) donde E es un
espacio de Banach y F un espacio normado cualquiera. Para todo entero

n > 1 ponemos

Ay = {;I? e E

sup |[u(z)|| £ 'n} ‘
ueld

i) Demostrar que E = | J, A, y deducir que int(A;) no es vacio. (Aplicar
el teorema de Baire a la sucesion A,, en el espacio métrico completo E.)

ii) Demostrar que el origen es punto interior de 4;. Deducir que existe
r > 0 tal que la bola B(0.7) C A1 y que U es acotado en el espacio normado
L.E,F).

2.C Sean E un espacio de Banach, ' v G dos espacios normados y ¢ :
E x F — G una aplicacién bilineal tal que las aplicaciones parciales

é(,y):x € E— oz,y) €G

o(e,.):ye F —olz,y) €G

son continuas. Sean z, e y, dos sucesiones que tienden a 0 en E y F|
respectivamente.

i) Demostrar que la sucesion (o(..y,))» converge uniformemente en el
conjunto {x,|n € N} U {0} v deducir que ¢ es continua. (Aplicar el ieorema
de Banach-Steinhaus. )

Denotamos por K(R) el conjunto de las funciones reales continuas con
soporte compacto en R y por LP (con p > 1) el espacio de las clases (en
el sentido de la igualdad casi por todas partes para la medida de Lebesgue
en R) de funciones reales medibles de potencia p-ésima integrable y L™ el
espacio de Banach de las funciones p-esencialmente acotadas. Sean f y g
dos funciones medibles, ponemos

(frg)@) = | flz—ylgly)dA(y).

B2
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La funcién f + g (cuando estd definida) se denomina el producto de con-
volucidn de f por g.

it) Sea f € LP. Demostrar que para todo a € R la funcién . (f) definida
por 7. (f)(y) = fla —y) estd en L? y la aplicaciom 7 de R en LP que a a
asocia 7, (f) es continua.

ii1) Demostrar que si f € LP y g € L7 con i—l— % = 1 entonces f * g esta
definida en todas partes, cs acotada, es uniformemente continua y que

||f*‘?i|x < ||f||p ||9||q-

es decir que (f.g) € LP x LY — [+ g € L™ es una aplicacion bilineal
continua.
iv) Demostrar que

sop(f * g) C sop([f) +sop(g)

y por tanto el producto de convelueion esta bien definido en IC(R) es decir, si
[ v g tienen soporte compacto entonces f*g es también a soporte compacto.

2.D Sean E un espacio normado complejo v f una forma C-lineal continua
sobre E. Denotamos por u la parte real de f (que es una forma R-lineal
continua sobre E) v por J el automorfismo complejo de E que a cada =
asocia &

Demostrar que f =u — Jowuo.J yque |||f||| = |||u]l|. (Utilizar que para
todo nidmero complejo z existe un 8 € R tal que |z| = ¢"2.)
2.E Recordemos que una distribucion de orden n € M en K es una forma
lineal continua sobre el espacio D”(R) (véase 2.4.3.)

i) Demostrar que para todo n € N v todo a € R la distribucién 68 no
puede ser de orden n.

ii) Sea (an)n una sucesién de niimeros reales tendiendo a infinito. De-

mostrar que

>
nek

es una distribuciéon que no se prolonga a ningun espacio D™ (R) con n € N.

2.F Sean E un espacio normado v V| v %5 dos subespacios de F. Diremos
que Vo es un suplementario topeldgico de Vi {0 que V) es un suplementario
topologico de V3) si la aplicacidén

(.1‘.‘1:.‘{_'2) eVixVo,—uxi+a€ F
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es un isomorfismo topoldgico.
i) Demostrar que si V5 es un suplementario topologico de Vi entonces 1
v V4 son cerrados.
Supongamos que Vi es un subespacio vectorial de dimension finita de E.
ii) Demostrar que la aplicacidn identidad id @ Vy - 11 se prolonga a
una aplicacion continua f 1 B — V1.
iii) Deducir que V) admite un suplementario topoldgico Vs.







CAPITULO 3

DUALIDAD EN ESPACIOS NORMADOS

El abjetivo de este capitulo es estudiar algunas relaciones entre un espa-
cio normado E, su dual topoldgico E' v su bidual E por medio de dos
topologlas (la primera denominada débil sobre £’ v la segunda denomi-
nada debilitada o débil-x sobre E). Veremos en particular que incluso
en dimensién infinita los conjuntos acotados de E' gozan de muy buenas
propiedades en la topologia débil.

3.1 NOTACION Y DEFINICIONES
Para dos espacios normados E y F reales o complejos denotaremos siempre
por L.(E, F) al conjunto de las aplicaciones lineales continuas de E en F
con la norma
llell| = sup [lu(z)l].
[lefl=1

Para F =K, L.(E,K) no es mas que el dual topolégico de E que deno-
tamos simplemente por E', es un subespacio vectorial del dual algebraico
E™ (el conjunto de todas las formas lineales, continuas o no).

El valor de una forma lineal continua @' en el punto # € E se eseribira
(x,2'y. Obtenemos por tanto una forma bilineal

(v.2') e Ex E' — (2,2 e K

continua de norma 1 puesto que |(x, 2"} < |||2’|||.||z]|. Por el teorema de
Hahn-Banach tenemos que
(3.1) 8 =0, YW eF =&=0

Diremos entonces que F v £’ estan en dualidad separante.
Recordemos que en E' = L, (E,K) hay diferentes topologias (véase 2.2):
— la topologia de la norma o topologia fuerte 7y,
la topologia débil 7x, que en adelante denotaremos o(E', E), es la

topologia menos fina sobre E' que hace continuas todas las formas lineales
/ R S
# e B Sz ek

53
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donde x varia en I,
Recordemos que un entorno de (0 € E' para esta topologia contiene una
interseccion finita de partes de la f.(}r:lna

Viox.8 =@'e B ¢ |(#s") we}
con z variando en E y & variando en RY (véase 2.2).
La proposicidn signiente es inmediata.

3.1.1 Proposicién. El dual topolégico E’ de E se identifica candnicamente
al dual topoldgico E' de su completado E.

Aungue E' = E' la topologfa fr(f:’ E) en L’ puede ser estrictamente mas
fina que la topologia ¢(E’, F) sobre E'. Esto se deduce de la proposicién
siguiente que da una caracterizacién de las formas lineales continuas sobre
E’ cuando lo dotamos de la topologia o(E’. E).

3.1.2 Proposicién. Sea [ una forma lineal sobre E' continua en la topolagin
o(E’. E). Entonces existe un x € E tal que

Demostracion. Como f es continua en E’ respecto a la topologia a(£', E)

el conjunto {#’ € E' : |f(a')| £ 1} contiene un entorno de 0. Por tanto
existe un conjunto finito {2y, ... .24} C E y una constante real C' > 0 tales
que
5.2) If(z) < C sup |{zi "]

E=T ik

Por consiguiente, si tenemos
(i, 2y =0 paratodo =1L ,8

entonces f(a') = 0.
Luego f = 0 sobre la interseccion de los micleos de las formas lineales
@/ — {x,. "), por consiguiente f es una combinacion lineal finita con coe-
ficientes A: de las formas lineales 2/ — (. 2) (véase el ejercicio 3.A). Por
- . S VY e— T o~
tanto podemos tomar x = » . A2 O



3.1 NOTACION Y DEFINICIONES

o
o

Asi pues vemos que las tinicas formas lineales en E’ continuas para
a(E’,E) son de la forma @' — {x,2') para un cierto x € E. Por con-
siguiente si E no es completo existe ¥ € E - E tal que la forma lineal
v € B' = E' — (7.7} € K no es continua para o(E’, E).

Los espacios I v £’ juegan “papeles casi simétricos”, por tanto es posible
definir en E topologias similares a las definidas en E’. La topologia asociada
a F como espacio normado se denominara topologia inicial. Ahora podemos
considerar la topologia menos fina en £ que hace continuas todas las formas
lineales sobre F que eran continuas con la topologia inicial, esta topologia
se denominara topologia débil-+ (débil estrella) y serd denotada o(F, E') (los
papeles de E' y E’ se han invertido).

De la propia definicién de o(E, E) resulta que

las formas lineales continuas sobre £ para la topologia inicial son los
mismas que las formas lineales sobre E continuas para la topologia
débil*,
— los cerrados convezos pare la topologie inicial y lo topologia débil-x
son los mismaos.
Esto se deduce de lo que precede y del hecho que todo convexo cerrado es
interseccion de los semiespacios cerrados que lo contienen.

Recordemos que una parte A C E (resp. una parte A’ € E') se dice
acotada si existe p > 0 (resp. p' > 0) tal que A C B(0,p) (resp. A’ C
B'(0,0)).

Podemos dar la nocién de conjunto acotado para las topologias o (E, E')
y a(F', E).

— Diremos que una parte A de F es acotada respecto a o(E, E') si para
todo ' € E
sup |(z, 2"} < +o0
rEA
De la misma manera diremos que una parte A’ de E' es débilmente
acotada si para todo © € E

sup |{z, 2"} < +oc.

e’

3.1.3 Proposicién. Sea A’ una parte de E'. Entonces
i) A" es acotada sty s6lo st A es equicontinua,
i) si A es equicontinua entonces es relativamente compacta respecto a
la topologia debal.



56 3 DUALIDAD EN ESPACIOS NORMADQOS

!

Demostracion. i) A’ acotada significa que

sup ||l'||]| £ C
x'eA’

donde € es una constante real y positiva. Esto implica de manera inmediata
la equicontinuidad de A’. El reciproco es evidente.

ii) Por el apartado i) A’ es acotada y por tanto débilmente acotada, es
decir, para todo x € F el conjunto de escalares {{z,z’) : 2’ € A’} es acotado
y por tanto relativamente compacto. Por el teorema de Ascoli (véase 1.1.7)
A’ es relativamente compacta en la topologia de la convergencia compacta
sobre E' que es mas fina que la topologia débil, por tanto A es relativamente
compacta para la topologia o(E’, E). 0

Esto nos permite demostrar el signiente teorema.

3.1.4 Teorema. La bola unidad cerrada B' de E' es débilmente compacta
(es decir, es compacta para la topologia débil).

Demostracion. Para todo z € E denotamos por ¢, : E' — R a la funcién
definida por ¢.(2’) = |(z,z')|. Entonces ¢, es una funcién semicontinua
inferiormente en F’ respecto a la topologfa débil. En efecto, por la definicién
de ¢(E', E) para todo € > 0 el conjunto
V(0,z,e) ={z' € E' : |(z,2')] < &}

es cerrado en ' (véase 2.2). Luego la envolvente superior de la familia
(#e)jje)j<1 que no es mas que la aplicacién 2/ — |||2']|| es también semi-
continua inferiormente (véase el ejercicio 3.B). La bola unidad cerrada B’ es
por tanto débilmente cerrada y como es acotada es débilmente compacta.(]

El ejercicio 3.C prueba que en el dual £ de un espacio normado E pueden
existir conjuntos débilmente acotados pero no acotados. Esto no se daria si
el espacio E fuera de Banach.

3.1.5 Proposicién. Sean E un espacio de Banach y A" una parte de E'.
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) A" es acotada,

it) A" es débilmente acatada.

i) A" es equicontinua.
Demostracion. Las afirmaciones i) y iii) son equivalentes sea E de Banach
0 1o, es la proposicién 3.1.3. Por otra parte es evidente que i) implica ii).
La implicacién ii)== i) se deduce del ejercicio 2.B. O



3.2 REFLEXIVIDAD 57

3.2 REFLEXIVIDAD

El hecho de que el dual E’ de un espacio normado sea un espacio de Banach
nos permitird dar algunas propiedades del dual E" de E' que llamamos
bidual de E. Sea x € E y consideremos la aplicacidn de evaluacién en x

¢, B —K

definida por ®.(z') = (z,z').

3.2.1 Proposicién. Para todo x € E la aplicacidn ®, es unaforma lineal
continua de norma ||z|| sobre el espacio E' y por tanto un elemento del bidual
E" de E. Ademds, la aplicacién x — $, es una inyeccion isoméirica de
E en E".

Demostracién. Que ®, es una forma lineal continua de norma ||z|
E’ es evidente. Esto prueba también que la aplicacion ® es una inyeccion
isométrica del espacio normado E en el espacio normado E”. Dicho de de
otro modo E es un subespacio normado de E”. ]

sobre

Podemos hacer notar que la topologia débil o(E”, E') sobre E” induce la
topologia débil-x en E.

3.2.2 Definicidn. Diremos que un espacio normado E es reflexivo st la
aplicacion ® : E — E" es un isomorfismo topologico.

Como el dual de un espacio normado ¢s siempre de Banach, E” es de
Banach, por tanto una condicién necesaria (y en general no suficiente) para
que E sea reflexivo es que sea completo.

3.2.3 Ejemplo de espacio reflexivo. Para todo real p > 1 denotamos
por E, = [? al espacio de las sucesiones reales de potencia p-ésima sumable
con la norma

P

+oo
lzll, = thn]p .

n=0

Sean p > 1y g > 1 tales que jl? + é =1y ®: E;, — E'; la aplicacién
definida por

o

d).z:[y) == Z Inln-

n=0
Por la desigualdad de Holder esta suma estd bien definida y

Do ()| < ||zlq /¥l
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Esto prueba que ®.. es una forma lineal continua en E, de norma
(3.3) [@=ll] < [|zllq-

Por otra parte esta claro que ®,, ., = ®,, + ®,, vy Py, = AP, v por tanto
@ es lineal.

i) Demostremos que ® es una isometria de E, en E’,. Sean 2 = (x,)
una sucesion de numeros reales, n € N y Y, = (¥ )ken €l elemento de E,
definido como sigue

0 gk >n old<k<n yer=10
(34) Ynk — {

Telze/? si0<k<n yar £0.

Supongamos que x € E,. Entonces tenemos que

Z ]xk!q == |‘I)a;(yn)|
k=0

1
»

< |l @]l (Z |$ki(q—1}p)
k=0

Como ;—, - é =1lentoncesq=(g—1py

1

n 1 P
S Jonl? < [l (Z ||) |
k=0 k=0

(Zw) "< el

k=0

Como el segundo miembro de (3.5) no depende de n deducimos la designal-
dad

(3.6) zllq < [[[®|l]-

Las desigualdades (3.3) v (3.6) prueban que ® es una isometria y es por
tanto inyectiva.
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ii) Demostremos que ® es exhaustiva, Sean f € E'), y (e, )y la sucesién de
elementos de F, tales que e, = (85 donde 6% es el simbolo de Kronecker.
Pongamos x,, = f(e,) y denotemos por Y, el elemento de E, definido me-
diante (3.4). Claramente tenemos que

T
Y= E YnkCl,
k=0

n

F¥) =3 yuif er)

k=0

n ’
== E YnkTk

k=0

T
-3 el
k=0

de donde

Con lo cual

T
> lael?) < AN Yl
k=0

Un razonamiento andlogo al utilizado en i) prueba que

llzllg < [I1£1]].

Es decir ¢ € E,. Por construccién de x tenemos que ®,(e,) = f(e,). Las
formas lineales continuas ®, v [ coinciden sobre todos los e, v por tanto en
el subespacio V' engendrado algebraicamente por los e, (es decir, las com-
binaciones lineales finitas de los e, ) y por consiguiente sobre la adherencia
de V' que no es mas que Ej,.

iii}) Acabamos de probar que para i—k é; =1 el dual de P es isométrico a
19, por tanto el bidual de I (que es el dual de [?) es isométrico a [P. Entonces
el espacio de Banach [? es reflexivo si p € (1,+00).

3.2.4 Proposicion. Sea A una parte de E. Entonces A es acotada si y
solo st es acotada para la topologia débil-x.

Demostracion. Si A es acotada es obvio que es acotada para la topologia
débil-* ya que para todo =’ € E'

sup |(z, ') < (sup ||J,||) [[12']] < +o0.
reA TEA



60 3 DUALIDAD EN ESPACIOS NORMADOS

Supongamos ahora A acotada para la topologia débil-x, entonces es acotada
respecto a la topologia débil de £" (puesto que A puede ser considerada
como parte de E” en virtud de la observacion que sigue a la proposicién 2.1).
Dado que E’ es un espacio de Banach A es acotada (por la proposicién 3.1.5.)
en B, por tanto acotada en E puesto que F se inyecta isométricamente en
B, O

3.3 TRASPOSICION

Sean E v F dos espacios normados y « : F — F una aplicaciéon lineal
continua.

3.3.1 Definicion. Llamamos aplicacion traspuesta de 1 a la aplicacton u'
F' —s E' definida por

o () (x) = ¢ (u(z)) Yz e E,
o bien: para todo x € E y todo € I/

(u(z),y) = (@, %' ()

Se verifica fdcilmente que u’' es una aplicacion lineal, €s continua y su
norma es tgual a la de u (véase el ejercicio 3.D).

3.3.2 Proposicién. Sea u: E — F una aplicacion lineal entre dos espa-
ctos normades E y F. Enlonces w es continua st y sole si es continia para
las topologias débil« respectivas de E y F.

Demostracion. Supongamos u continua, entonces para todo 3’ € F' la forma
lineal ¥’ o u es continua en F y por tanto continua para la topologia débil-*
(puesto que las formas lineales continuas sobre F son las mismas que las
formas lineales continuas para la topologia débil-x). Como o(F, F') es la
menos fina de las topologias sobre ' que hacen continuas las formas lineales
y' € F, u es continua como aplicacién de E en I (véase el ejercicio 3.E).
Reciprocamente, supongamos que u es continua respecto a las topologias
débil-x de E y F' y sea B la bola unidad de E, entonces para todo y' € F*:

sup [(w(@). vy = sup |z, (y))] = |l ()]]] < +oo.
]| <1 [EES!

Por consiguiente u( B) es acotada para la topologia débil-x por la proposicion
3.2.4, luego u es continua ya que es acotada sabre la bola unidad de E. [
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3.3.3 Un ejemplo de aplicacién traspuesta. Denotemos por K(R") el
espacio de funciones reales continuas con soporte compacto en R™ dotado
de la norma de la convergencia uniforme
|l¢]loe = sup |(z)].
reRn
Entonces una forma lineal continua sobre K(R") se llama medida sobre
R™. Sea f un homeomorfisimo de E", es decir que f es una aplicacion biyec-
tiva continua con inversa f~! continua. Entonces f induce una aplicacién
uw: K(R™) — K(R™) definida por

u(p) = o f.
Es facil ver que w es continua {de hecho una isometria). En efecto,
lp o flleo = sy le(f@)l = sup |e(@) = |9l
L-L}Ep"

dado que [ es una biveccion de R™,

La traspuesta u’ de u se define como sigue: si 4 € K(R")’ es una medida

sobre R™ entonces u/(p) es la medida
w'(p) () = (u. o u).

La imagen de la medida de Dirac é, en un punto a de R" es la medida
de Dirac 07, en el punto f(a).

Diremos que una medida g sobre R™ es f-invariante si v'(p) = . Por
ejemplo, si zg es un punto fijo de f (es decir, f{xp) = xg) entonces &,,
f-invariante.

La medida de Lebesgue de R" es invariante por traslaciones.

3.4 EJERCICIOS

3.A Scan E un espacio vectorial y f1,... ., fa, & formas lineales de E.
Demostrar que si f es una forma lineal sobre E tal que

k
ﬂ Kerf; © Kerf

=1

entonces existen ntuneros A, ..., A tales que

I“.
F=Y At
i=1

Indicacion: empezar con el caso k =1 y razonar por induccion.
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3.B Sea X un espacio topolégico. Diremos que una funcién f : X — R es
semicontinua superiormente si para todo n € R el conjunto {2 €
X ¢ f(z) < n} es abierto.
— semicontinua inferiormente si para todo 5 € R el conjunto {z € X
f(z) > n} es abierto.

i) Demostrar que f es semicontinua superiormente (resp. inferiormente)
si y s6lo si para todo a € R, f~!([a, +00)) (resp. f~1{(—cc,a])) es cerrado
en X.

ii) Demostrar que f es continua si y sélo si es semicontinua a la vez
superior e inferiormente.

iii) Sea (fi):cr una familia de funciones reales sobre X tales que para
todo » € X el conjunto (f;(z));er es acotado. Ponemos

f=inffi y F=suf;
- ied el
Demostrar que si para todo ¢ € I, f; es semicontinua superiormente (resp.
semicontinua inferiormente) entonces ocurre lo mismo con f (resp. f).

3.C Sean H un espacio de Banach de dimensién infinita y (e )nen una
familia numerable de vectores de norma 1 linealmente independientes, E el
subespacio engendrado por (e, ), es decir, el conjunto de las combinaciones
lineales finitas de e, y E la adherencia de E en H. Entonces F # E. Sea
¢/, la familia de formas lineales de F definidas por

) = I sLa=m
- ni&ei) = :
0 en caso contrario

i) Calcular la norma de ne’,,.
ii) Demostrar que la sucesién ne’,, es débilmente acotada pero no acotada.
iii) ;Qué podemos concluir?

3.D Sean w : F — F una aplicacién lineal continua entre dos espacios
normados By Fyu' : F' — E' su traspuesta.
Demostrar que 1’ es continua y tiene igual norma que u.

3.E Sea (X;, T;),.; una familia de espacios topoldgicos y para cada i € I,
u; : X — X; una aplicacion de un conjunto X en X;. Llamamos topologia
asociada a las w; a la topologia 7 menos fina en X que hace continuas las
aplicaciones ;.

i) Demostrar que T es la topologia engendrada por las u; *(7;).
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ii) Sea f : F — X uma aplicacion de un espacio topologico £ en X.
Demostrar que f es continua si y sélo si para cada 2 € [ la aplicacion
wof: E — X;es continma (X dotado de la topologia asociada con las

’II.;').

3.F Sean E un espacio normado y A una parte de E. Llamamos ortogonal
de A al conjunto AL de las formas lineales 2’ € E' tales que {a,2") = 0 para
cualquier a £ A.

i) Demostrar que A1 es un subespacio vectorial cerrado de E'.

Sea V un subespacio vectorial cerrado de E. Designamos por j : V — E
la inclusién de V en E, por 7 : E — E/V la proyeccién candnica y por
g B — V' y o' . (E/V) — E' sus respectivas traspuestas.

ii) Demostrar que la sucesion

G (BT B L B

(donde la primera v la dltima flecha son las aplicaciones nulas) es exacta.
Indicacidn: utilizar el teorema de Hahn-Banach.
iii) Demostrar que el dual topolégico (E/V)' de E/V es isométrico a V+
v que el dual topolégico V'’ de V' es isométrico al espacio cociente B VL,
iv) Demostrar que si F es reflexivo, V' y E/V son reflexivos.

3.G Sea K(IR) el espacio de funciones complejas continuas con soporte com-
pacto en R dotado de la norma

||£llec = sup |f(z)].
relR
Ponemos
P Z b
ned

con 8, (f) = f(n) para cualquier funcién f € K(R) y n € Z.
Demostrar que T es una forma lineal sobre K(R). ;Es continua? (Justi-
ficar la respuesta.)






CAPITULO 4

ESPACIOS DE HILBERT

Los espacios de Hilbert son espacios de Banach en los cuales podemos definir
no sélo una “norma completa” sino también una nocién de dngulo y por
tanto de ortogonalidad. Son los espacios que mis se parecen a los espa-
cios euclideos de dimensidn finita, es por esto que son tan importantes en
Analisis. Este capitulo tiene por objetivo definirlos y dar los ejemplos y
propiedades més relevantes. En primer lugar haremos un repaso de Algebra
lineal (independientemente de la dimensién).

4.1 FORMAS BILINEALES

Sea B un espacio vectorial sobre K. A veces hablaremos de espacio real
incluso cuando K = €, esto significa que consideramos implicitamente la
estructura subyacente de espacio vectorial real.

4.1.1 Producto escalar. Una forme bilineal en E es una aplicacion g :
I x E — R tal que para todos z,y € E las aplicaciones parciales g(.,y) :
zeF — Ryg(e,.):y € E— R definidas por

9 y)(@) = glz.y) v g(z,.)(y) = g(z,y)
gon R-lineales. Diremos que g es simétrica si verifica que
g(z,y) =g(y,z) Vz,y€E.

A toda forma bilineal gy sobre E podemos asociar una forma bilineal simétrica
poniendo
golr,y) + goly. x)

Diremos que una forma bilineal a sobre E es alternada si verifica

a(z,y) = —aly,x) Vr,yek.

De manera andloga. al caso simétrico a toda forma bilineal aq podemos
asociar una forma bilineal alternada poniendo

{.Ln(;.{.-'k y) - a:;(y. .}E')
2 L

a(z,y) =
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Llamamos niicleo de una forma bilineal simétrica g en E al conjunto
{xeE : glz,y) =0 YyeE}={yeE : g(z,y)=0 Yz c E}.
Sea g una forma bilineal simétrica de E. La aplicacién
Q:zeE—Qz)=g(z,z) eK

se denomina forma cuadrdtice asociada a g. Diremos que g (o Q) es no
degenerada si

(g(:z:qy):o VyeE) — 7 = 0.

Esto equivale a decir que el niicleo de g se reduce a {0}.

Diremos que g (0 @) es definida positiva si Q(x) > 0 para todo vector no
nulo = de E. Evidentemente, si g es definida positiva, es no degenerada.

Una forma bilineal g simétrica definida positiva sobre E se denomina
producto escalar sobre E. Un espacio vectorial real E dotado de un producto
escalar g es denomina espacio euclideo.

4.1.2 Producto hermitico. Supongamos que F es complejo. Una forma
sesquilineal h en E es una aplicacién h : E x E — C tal que la primera
aplicacion parcial A(.,2") es C-lineal y la segunda aplicacién parcial h(z,.)
es antilineal, esto es que verifica

i) h(z,2'1 + 25) = h(z, 2]) + h(z, 2}),

i) Bz 28"y = Xh(e o)
Diremos que una forma sesquilineal h sobre E es hermitica si

hlan) = k&2,
para cualesquiera z, 2z’ € E, o sea si la forma cnadrédtica asociada Q(z) =

h(z,z) es real.
Sea h una forma hermitica sobre E, entonces h puede escribirse

h(z,2") = g(2, 2') + ia(z, ),

donde g y a son formas R-bilineales. No es dificil ver que g es simétrico, que
a es alternada, que
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. ! o
a(z,2') = —g(iz, 2') = g(z,i2’)

y que g y a son invariantes respecto al automorfismo complejo J de E que a
cada z asocia J(z) = iz; dicho de otro modo, para todo z € E tenemos que
gliz,i2') = g(2,2') y aliz,i2) = a2, 2).

Diremos que h es definida positiva (resp. positiva) si h(z,z) > 0 (resp.
h(z, z) = 0) para todo z no mulo. En este caso la forma bilineal real simétrica
g es definida positiva (resp. positiva). Diremos entonces que (E,h) es un
espacto hermitico.

4.1.3 Proposicién. Sea h una forma hermitica positiva en E. Entonces
pare todo z € E y todo 2 €

(4.1) |h(z, 2> < Q(2)Q(2))  (desigualdad de Schwarz)

(42) VQ(z+72) < VQ(2) ++/Q(#) (desigualdad de Minkowski)
Demostracion. Sean z,z2’ € E y A\, u e C.
i) Tenemos que
0< QA2+ p2', Az + pz’) = |M2Q(2) + |u2Q(2) + Ngh(z, 2') + Auh(z, 2').
Supongamos A real y tomemos pu = h(z, z), entonces la desigualdad prece-
dente se convierte en
P(A) = X2Q(2) + 2M\|h(z, 2|2 + |h(z, 2)2Q(Z)
> 0.

Como esta desigualdad tiene lugar para todo A € R el discriminante del
polinomio de segundo grado en A, P(}), es negativo o nulo. As{ obtenemos
la designaldad buscada

(4.3) |7z, 2')* < Q(2)Q(%).

ii) Denotemos por g la parte real de i que es una forma bilineal real
positiva. Tenemos que

Qz+2") = Q(2) + Q(2') + 29(2, 7).

Utilizando la desigualdad de Schwarz se obtiene

Qz+2') £ Q(2) + Q(z') + 2/Q(2)Q

es decir,

(4.4) VQ(z +2') < Q) + VQ(2')
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4.2 GENERALIDADES SOBRE ESPACIOS DE HILBERT

Sea. E' un espacio vectorial dotado de una forma bilineal simétrica g o de
una forma hermitica h tal que la forma cuadrética @ asociada (a g 0 a h)
sea definida positiva. Entonces podemos considerar en F una norma || ||
al poner

(4.5) 2l = Q).

En adelante la forma bilineal g (o la forma hermitica h) se escribira
{ , ). El espacio E con la norma asociada a { , ) se denominard espacio
prehilbertiano.

4.2.1 Definicién. Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano com-

pleto.

Sean (E,( , )) un espacio prehilbertiano y = e y dos vectores de E.
Diremos que x e y son ortogonales si {(x,y) = 0.
Sea A una parte de F, llamamos ortogonal de A al conjunto

At ={zeFE | (z,y) =0 Vye A}.

A+ es un subespacio vectorial cerrado de E.

4.2.2 Proposicion. En un espacio prehilbertiono E tenemos la siguiente
identidad (denominada. del paralelogramo)

(4.6) Vo,y €E |lz+yll> + Iz -yl = 2(/l=|l* + [lyll*).

Fig. 4.1
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Demostractén. Calculemos
e +yl* = @+ y,2+y)
= lz|l® + {2, ¥) + (g, =) + |lyll*

Analogamente

llz —ylI* = {z —y,2 —v)
= |ll1* — (@, 9) — (g, 2) + lgl*
Sumando miembro a miembro se obtiene la ignaldad buscada. O
Si = e y son ortogonales tenemos la ignaldad conocida como leorema de
Pitdagoras:
(4.67) e+ 9l1* = ll=)|® + (91>,
Demos algunos ejemplos de espacios prehilbertianos y hilbertianos.

4.2.3 Ejemplos. i) El espacio R" dotado del producto escalar

T
(x.y) =) Ty
k=1

es un espacio de Hilbert real.
ii) El espacio C" dotado de producto hermitico

T

k=1

es un espacio de Hilbert complejo.

i1} Sea X un espacio métrico compacto dotado de una medida de pro-
babilidad j sobre los abiertos y denotemos por C°(X, C) al espacio de las
funciones complejas continuas en X. Sean f,g € CY(X,C), si

if.4) = f HValadali).

entonces C?(X, C) con este producto hermitico es un espacio prehilbertiano
complejo.
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iv) Sea (2, A, ) un espacio de medida. Entonces el espacio L*(12, 1) de
las clases (médulo igualdad casi por todas partes) de funciones reales de
cuadrado integrable con el producto escalar

U = fﬂ Flw)gw)du(w)

es un espacio de Hilbert real.

Si © = N y u es la medida de contar entonces L*(£2, 1) no es mas que
el espacio [ de las sucesiones reales de cuadrado sumable que, dotado del
producto escalar

<m$ 9‘) = Z TEYk,
k=0

es un espacio de Hilbert. Es el espacio de Hilbert de dimension infinita que
generaliza de manera inmediata el ejemplo i).

Sean £ un espacio prehilbertiano, A una parte de £ v = un vector de E.
La distancia de z a A es por definicién inf ||« — y|| cuando y varfa en A. En
general no hay razén para que exista nn elemento de A que realice dicha
distancia, pero si A es convexo y completo podemos siempre encontrar dicho
elemento. De manera mas precisa tenemos

4.2.4 Teorema. Sean A una parte convexra completa de E yx € E. Eziste
un vector xp € A tal que

i) d(z,A) =infyea ||z —y|| = ||z — z0ol|.

ii) Vz € A tenemos que

[:4.7) R(:}: =Ly By Z} Z 0_.

donde para todo nimero complejo w, Rw denota su parte real.
wi) El vector xg es dnico.

Demostracién. 1) Pongamos § = d(x, A), entonces existe una sucesion (yn)
de puntos en A tal que ||z —y,||? converge a 62, es decir que para todo ¢ > 0
tenemos

||T = y'n||2 <—: 52 i 52'

para n suficientemente grande.
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Apliquemos la identidad del paralelogramo a los vectores @ —y, v © —1,.
Tenemos

(@ =yn) = (@ =yl P +|(z = ya) + (@ = gp)|I* = 2(|2 — gull* + ||z — gl *)-

Como A es convexo &%L € A, por consiguiente
2
Yn +y -
H‘T' -S| 2

Deducimos que para n y p suficientemente grandes

_ Yn T 2
2

La sucesién (y,) es por tanto de Cauchy en la parte A que es completa.

Entonces converge hacia un elemento zy que verifica necesariamente

lm = 3ol = 2 (112 = il + = gl = 2|

< 42,

||lza — || = 6.
ii) Sean z € Ay A € [0,1]. Entonces al ser A convexo resulta que el
vector (1 — A)ag + Az estd en A, vy puesto que g realiza la distancia minima
entre ¢ y A tenemos que

e — (1 — Ao + A2l|f? 2 ||z — o2

Escribiendo @ — [(1 — A)ao + Az] como (z — zq) + A(zg — 2) ¥ calculando el
cuadracdo de su norma se obtiene

||z — ao||* + 2AR{z — 20,70 — 2) + )\2||:r - ;.*:g||2 > ||e— zr;0||2.

Es decir,
M2R{z: — xg, #q — 2) + M||zg — 2||*) 2 0.

Esta designaldad se verifica para todo z € A y todo A € [0, 1] si v sélo si
Rz — zo, 20 — 2) = 0.

Esto prueba el punto ii).
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iii) Sea z € A diferente de zy. Entonces
||z — 2]|* = ||z — 2o|[* + |0 — 2> + 2R(x — zo, 26 — 2).
Como R{x — zo,zn — z) > 0 se obtiene
llz = 2|* 2 ||z = 2o]| + [|@0 — 2|I* > ||& — ol|?

v esto demuestra la unicidad de zy. O

Supongamos ahora que A es un subespacio vectorial V' completo de E.
Aplicando la desigualdad (4.7) a 2 = 0 v 2z = 235 obtenemos que

Rix —aip; Zg) = 0.
Ysi(zg—2z)eVy(zg+2) eV,
V2EV Riz—#p,2 =0

Tenemos por tanto el teorema siguiente.

4.2.5 Teorema. Sea V' un subespacio vectorial completo de un espacio pre-
hilbertiano (E.{ , )). Entonces eriste una aplicacion py : E — V que
asocia a todo punto © € E un punio o = py(z) realizando la distancia
minima de © a V' y caracterizada por

YeeV Rie—aa,2) =0,

r—Ip

Lo
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La aplicacion py se denomina proyeccion ortogonal de E en V. Es con-
tinua y de norma |||py ||| = 1, en efecto para todo € E tenemos que

2] = ||z — zoll® + [lzol

Luego ||pv(z)|| < |]z|| y como py es la identidad en V resulta que |||py ||| =
1
Es inmediato comprobar que el niicleo de la proyveccion py es el ortogonal

V+ de V. Se tiene entonces que
E=VeVt

va que para todo z € E. o = 19+ & — xyp.
Dado que E es de Hilbert la condicién de completitud de V equivale a
que V sea cerrado, por tanto basta suponer que V es cerrado.

4.3 DUALIDAD EN ESPACIOS DE HILBERT
En un espacio prehilbertiano E el producto escalar (o hermitico) permite
definir una clase particular de formas lineales continuas, las dadas por

wy 2 €E— (z,y) €K,

donde y € F. La forma ¢, es lineal y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
tenemos que
[z, )l < ] |yll.

Por tanto ¢, es continua y de norma menor o igual que ||y||, si tomamos
x = o se obtiene que |{z, y)| = |[y||. Luego p, tiene la misma norma que
y. Como (x,y) = 0 para todo z € E resulta que y = 0 v ¢ es inyectiva, por
consiguiente ¢ : y € E — ¢, € E’ es una aplicacién antilineal isométrica
inyectiva (antilineal ya que ¢y, = X(py)

Dado que E es de Hilbert no hay otras formas lineales continuas sobre E
que las p, con y € E. Esto lo probaremos en el siguiente tecrema.

4.3.1 Teorema. Sea E un espacio de Hilbert. Entonces ¢ : E — E' es
una bryeccion antilineal (sométrica.
Demostracion. Bastara demostrar la exhaustividad pues el resto va se ha

hecho. Sea u una forma lineal continua sobre E. Si u = 0 es evidente que
u = ipg. Supongamos u no mila y sea H su nicleo que es un hiperplano
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cerrado (por tanto completo) de F, si a es un elemento no nulo ortogonal a
H tenemos que )
z € H <= z € Ker(p,),

es decir, u v @, tienen el mismo ntcleo, como codim H = 1 existe o € K tal
que u = g, es decir, = g, ¥ © es la imagen de y = @a por la aplicacion
w: E— E. O

4.3.2 Proposicién. Sea E un espacio de Hilbert (real o complejo). En-
tonces el dual topoldgico E' de E admite una estructura candnica de espacto
de Hilbert.

Demostracion. Sean z',y" € E’, por el teorema 4.3.1 existen dos vectores
2,y € E tales que ' = ¢, y ¥ = ¢,. Ponemos

',y = (y,2).

Definimos asi en E’ un producto escalar (si £ es real) o un producto
hermitico (si £ es complejo), en efecto

(2, y) = (Bz),¢) = g, 22) = My, z) = Mz, o).
La aditividad es evidente. Por otra parte tenemos que
Sl L

lo cual prueba que la forma (z'.y') — {(z',y") asi definida es a la vez
hermitica y definida positiva, El espacio £ dotado del producto hermitico
que acabamos de definir es antiisomorfo a F. a

4.3.3 Proposicién. Todo espacio de Hilbert E es reflerivo.

Demostracion. Sea ¢ : £ — E' (resp. ¢ : B/ — E”) la aplicacién
que a cada z asocia la forma lineal continua ¢, (resp. a z’ asocia ;) que
acabamos de definir y ® : £ — E” la aplicacién evaluacion definida por
®.(y') = ¢ (z). Sea x € F cualquiera, entonces para todo y € E’ tenemos
®.(y) = y'(z) = (z,y) donde y es tal que ¢, = 3 ( véase el teorema
4.3.1). Por otra parte ', (y') = (¢',z) que es por definicién igual (ver
demostracién de la proposicién 4.3.2) a (z,y). Luego para todo z € E
tenemos que ®, = ¢’ op(x), asi pues la aplicacién canénica ® : E — E” es
un isomorfismo (es composicion de dos antiisomorfismos). Por cousiguiente
E es reflexivo. O
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4.4 SUMAS DE HILBERT Y BASES DE HILBERT

En lo que sigue (E, { , )) serd un espacio de Hilbert y (V;);e; una familia de
subespacios cerrados ortogonales dos a dos. Denotamos por Vy el subespacio
engendrado algebraicamente por todos los V;. La adherencia V' de Vj se
denomina suma de Hilbert de los subespacios V.

4.4.1 Teorema. Elsubespacio V' estd formado por los vectoresde E ), x;
donde (x;)ic; es una familia sumable con x; € V; para cada i € 1. FPor otra

parte lenemos que
[ = e
iel

icl
Demostracion. Denotemos por F el conjunto de las partes finitas de 7. Sea
z € FE tal que x = Zz ;i con x; € V;. Puesto que por definicion = =
limjer() ;e *i) vemos que z € V.
Sea x € V y denotemos x; = p;(z) la proyeccién ortogonal de z sob:e
V;. Se verifica facilmente que si J € F la proyeccion ortogonal de x en
V=5V esigual a zy = Zz‘e.f T; ¥ que

lz|1% = ||lzs|? + ||z — 212

Entonces z = limjex 2, no es mas que » ,, #; y esto prueba que {(z;); es
una familia sumable que define z. U

Sea £ = (e;)ier un sistema de vectores en E. Diremos que & es oriogonal
si (e;, e;) = 0 para i # j, ortonormal (u ortonormado) si para todo i y todo
j de I se tiene que (e, e;) = 8/, Un sistema ortonormal es siempre libre.
En efecto, sea {ei,... ,e,} una parte finitade £ y Ay,... , A, escalares tales
que Aje;+ ...+ ep =0. Sea k € {1,... ,n} entonces 0 = {ex, \er +...+
Ané€n) = Ax. Lo cual prueba que toda parte finita de £ es libre y por tanto
el sistema & es libre.

En adelante £ = (e;);e7 serd un sistema ortonormal de E. El proximo
objetivo es ver en qué condiciones este sistema basta —en un sentido que
precisaremos— para generar todo el espacio.

Diremos que £ es mazimal o total o que £ es una base de Hilbert de E si
la suma de Hilbert de todos los subespacios cerrados ortogonales dos a dos
Vi =Ke; coni €I esigual a E.

Sea (e1,... ,e,) una parte ortonormal de E y denotemos por M el subes-
pacio (necesariamente cerrado) de £ engendrado por los vectores €1, ... . €n.
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4.4.2 Proposicion. La proyeccion ortogonal xo de un vector x de £ en el
subespacio M wviene dada por

n

Ty = Z(J:._ ex)er.

k=1
Demostracion. Como xq € M podemos escribir

T
o — E ALeg.
k=1

Por otra parte, para todo k = 1,... , n se ha de cumplir que (z —xg,ex) = 0,

es decir,
n
{w — Z axex,ex) = 0.
k=1
De donde ar = {z,er) para todo kK = 1,... ,n. La proposicién queda en-
tonces demostrada. H

De esta proposicién deducimos que para toda parte finita J de

3 e e ? = llel? - dl, M),

ieJ

donde d(xz, M) denota la distancia de z a M. Esto nos da la siguiente
designaldad (denominada desigualded de Bessel).

(1.7) Sl < el
el
El ntimero de términos no nulos en la suma Y, ; [{(x, e;}|* es como mucho
numerable. En efecto, para todo n € N* el conjunto

1
(4.8) ]}?:{?'.EI s x| > 1}
es finito. Como

Li={tel i fee)#0}= | ) L
Ik
1. es como mucho numerable.

La designaldad de Bessel nos permite definir una aplicacién lineal con-
tinua de norma menor o igual que 1 de £ en el espacio I*(1) (de las funciones
de cuadrado integrable sobre el espacio medible (I, P(I)) dotado de la me-
dida de contar m): a cada z asociamos un I € fz(f) dado por Z(i) = {(z, e;).
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4.4.3 Teorema. La aplicacion v € E — T € I2(I) es ezhaustiva.

Demostracion. Sea u € 12(I). Para todo n € N* denotemos por 17, la
funcién indicatriz de la parte finita I,, de I (definida anteriormente) y pon-

gamos
Ty = E u(i)e;
’I'Ef'u

Entonces &, = u -+ 1y,. Para ¢ € [ fijado la sucesién de escalares T, (i)
converge hacia u(7), es decir, ¥, converge simplemente hacia u. Por otra
parte es evidente que para todo n € N* y para todo i € [ se cumple

(i) .

|u(i) = Zn(4)]* <

Vemos por tanto que la sucesién de funciones |u — 7,,|?, definidas sobre el
espacio de medida (I, P([), m), converge simplemente a la funcién nula y
estd dominada por la funcién integrable |u?. Por el teorema de Lebesgue
la sucesion de integrales

/|u — T (D)2 dm(i)

tiende a 0, es decir, ||[u — Z,]|[2 — 0 (donde || [|2 denota la norma en
I2(I)), la sucesién (Z,) es por tanto de Cauchy en [?(1). Como para todo
n el término x,, es una combinacién lineal finita de los ¢; (que forman un
sistema ortonormal), el cuadrado de la norma de z, es iguala ), lu(d)]?
asl pues

| — || = || 8s — &l i
Esto prueba que la sucesion z,, es de Cauchy en E v por tanto converge a

un elemento z € E. Por construccion, x verifica que

S =i, al= hm (rn e} = 111_1?51 Zo(8) =alz)

y entonces T = w. 0J

Ahora vamos a dar algunos criterios para decidir la maximalidad del
sistema ortonormal £ = (e;);c;.
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4.4.4 Teorema. Las afirmaciones siguientes son equivalentes
1) € es mazimal (0 & es una base de Hilbert de E),
1) el subespacio vectorial Vi engendrado algebraicamente por los e; es
denso en E,
1i) para todo r € E

||2|* = Z |Z(i)|* (igualdad de Parseval),
el

w) para todoz € E ytodoy € E

-

(x,y) = _ @)g().

el

Demostracion. Seguiremos el esquema siguiente
i) = 9) = i) =3 dy) ==1).

i) =)
Supongamos que ¥y no es denso v denotemos por V su adherencia que esta
contenida estrictamente en E. Entonces existe un vector e no nulo (de
norma 1) de E que es ortogonal a todos los e;, el sistema £ = £ U {e} es
ortonormal y contiene estrictamente a £, esto contradice la maximalidad de
&, por tanto V = E| es decir, V) es denso en F.
i1) = i1i)
Sea x € E, entonces para todo £ > () existen un nimero finito de vectores
iy v - €i, ¥ de escalares Ay ,... A, tales que

[z —z]] < e
con z =Y ._, Ai,€i,. Sea xg la proyeccion ortogonal de z en el subespacio
M de dimensidn finita (por tanto cerrado en E) engendrado por los vectores
€5 -- €, , entonces xg viene dado por

T n

Tg = Z(:men\)e.gk = Z&‘?"?('?f-k)eu

k=1 k=1

v ademas

llzol12 =) |5 (i) .
k=1
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Asi tenemos que
||-T—'-'Un|| < ||o— 2| <e.

Esto implica que (||z|| — &) < ||zol|? = Loy [2(ir)|* pero S5y [2()* <
> ez |Z(@)[?. De donde finalmente

(Il —&)* < D [E@)
el
Como la desigualdad es cierta para todo £ > 0 resulta que
el < 3 RGP
icf

De esta desigualdad y la de Bessel deducimos que

)12 =Y &)l

=l
Esto prueba la implicacién 1) = iii).
Denotemos por { , }a el producto escalar o hermitico en 1*(7). Entonces la
afirmacidn iii) significa que para todo x € E (z,z) = (Z,7). Sean z,y € E
y A € K. La condicién iii) nos da

{4+ Xy, z+ Ay) = (T+ Ay, T + Ay)2.

Es decir, _ B
Xo,u) + My, ) = X7, )2 + A3, 8

Tomemos A = 1, entonces la igualdad se transforma en

Si tomamos esta vez A = i la desigualdad se transforma en

1—(3:‘@') :I{?‘EDQ

donde para todo complejo w, Tw denota su parte imaginaria. Los dos es-
calares {x,y) v (Z.7), tienen por tanto la misma parte real y la misma parte
imaginaria y por tanto son iguales.
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iv) = 1)
Supongamos que la afirmacion 1) es falsa es decir, que £ no es maximal.
Entonces existe un vector ¢ € E de norma 1 ortogonal a todos los vectores

del sistema £. Si ponemos x = y = e la afirmacién iv) nos dice que (xz,y) =0
entonces (x,y) = [[e/[> = 1. Esto es una contradiccién y por tanto & es
maximal. ]

Hagamos algunos comentarios. Sean E v F dos espacios de Hilbert, una
aplicacidn lineal w : £ — F' se denomina unitaria si Vo, y € E

{u(@), u(y)) = {=. ),

esto es, u preserva el producto escalar de vectores. Dicha aplicacion es
una isometria pues |[u(z)||]? = (u(z).u(z)y = (z,z) = ||z]|%. es entonces

|
una aplicacion continua. Dado que u es biyectiva diremos que u es un
isomorfismo de espacios de Hilbert. Cuando E = F diremos que u es un
automorfismo del espacio de Hilbert .

La afirmacién iv) significa que la aplicacién 2 € E — 7 € 1*(I) es un
isomorfismo de espacios de Hilbert.

Dado que I = N el espacio de Hilbert E es isomorfo al espacio [? de las
sucesiones de cuadrado sumable dotado del producto hermitico habitual

<I! y) = Z 'T"”-gn.'

nell

En este caso diremos que F es separable.

En un espacio de Hilbert no reducido a {0} siempre existen sistemas
ortonormados. Basta tomar un vector y darle una norma o bien aplicar
el método de ortonormalizacion de Schmidt a cualquier familia numerable
libre. El teorema siguiente alirma la existencia de bases de Hilbert sobre
cualguier espacio de Hilbert.

4.4.5 Teorema. Sea & un sistema ortonormal de IV, Entonces existe una
base de Hilbert £ que contiene a &y.

Demostracion. Sea § el conjunto (no vacio) de todos los sistemas ortonor-
mados de F que contienen a £ ordenado por la inclusion, Entonces S
contiene una parte maximal totalmente ordenada Sy. Sea

E= U B

Se8&y
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Entonces & es un sistema ortonormal maximal que contiene a &. En efecto,
sean x,y € &, entonces existen S;,5; € &y tales que z € S; y y € Ss.
Pero como Sy es totalmente ordenado tenemos que S; C Sz o S € S1.
Supongamos para fijar las ideas que S; C Sa. Entonces z,y € S, por tanto
(z,) =0siz#yy (z,y) =1si ¢ =y ya que Sz es ortonormal. Luego
£ es ortonormal. La maximalidad de £ se demuestra de la manera habitual
vista ya otras veces a lo largo de este curso. O

Acabaremos el capitulo con un ejemplo importante de base de Hilbert en
el espacio de Hilbert de las funciones medibles de cuadrado integrable sobre
la circunferencia unidad de R2.

4.5 UN EJEMPLO DE BASE DE HILBERT
La circunferencia, que denotaremos 8!, puede verse como el subgrupo mul-
tiplicativo de los niimeros complejos de médulo 1. Un elemento z € §'
puede parametrizarse por su dngulo 8 (que varia en R) con el eje real. La
aplicacion

p:8eR — et
es un homomorfismo exhaustivo del grupo aditivo R en S!. Una funcién f
sobre 8! es por tanto una funcién f sobre R gue verifica

710 +27) = J(9),

es decir, }? es una funcién periodica en R de periodo 2. En lo que sigue no
distinguiremos f en S! de la funcién periédica f en R que define y que es
necesariamente de la forma f = fop. En el espacio L*(S') de las funciones
complejas de enadrado integrable sobre §' (que serd por definicion el espacio
de las funciones periddicas de periodo 27 sobre R cuya restriccion al intervalo
[0, 27] es de cuadrado integrable respecto la medida de Lebesgue) tenemos
el producto hermitico

W 2ar

o) =5 | FOEE

que lo convierte en espacio de Hilbert. Para todo n € Z la funcién ¢ estd
en L2(SY) y es facil ver que el sistema

g - (eiﬂﬂ)neﬁj
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es ortonormal. Indiquemos como demostrar que £ es de hecho una base de
Hilbert de L?(S'). Para ello necesitaremos recordar el teorema de Stone-
Weierstrass; su resultado tiene una gran importancia pues nos da las condi-
ciones que permiten aproximar uniformemente funciones continuas de un
espacio métrico compacto mediante elementos particulares. Enunciaremos
el teorema (quien desee una demostracion puede consultar Rudin (1985)).

Sea X un espacio métrico compacto con por lo menos dos elementos y
C% X,C) el espacio de Banach de las funciones complejas continuas sobre
X con la norma

|| f|lec = sup |£(@)].
z€X

En CY(X,C) podemos introducir una estructura multiplicativa poniendo
para cada f,g € C"(X,C) el producto (f.¢)(z) = f(z)g(z). Se verifica

facilmente que || £+ g|loe < || f]lac-||g||s- Diremos que C°(X, C) es un digebra
de Banach. Una subdlgebra de C?(X, C) es un subespacio vectorial A estable
por multiplicacién, es decir, si f,g € A entonces f-g € A. Diremos que
A separa puntos de X si para cualesquiera z,y € X distintos existe una

funcién f € A tal que f(z) # f(y).

4.5.1 Teorema de Stone-Weierstrass. Sea A una subdlgebra del espacio
C°(X,C) que separa puntos y tal que para todo x € X existe una f € A tal
que f(x) # 0. Entonces A es densa en CY(X,C).

Este teorema nos dice por ejemplo que el conjunto de las funciones
polinémicas en el intervalo [0, 1] es denso en C°([0,1], C).

4.5.2 Algunas observaciones. i) La circunferencia §! es un espacio mé-
trico compacto (la distancia entre dos puntos es igual a la longitud del
arco mas pequeio los une). Por tanto podemos aplicar a una subélgebra A
de C°(S',C) (verificando las condiciones necesarias) el teorema de Stone-
Weierstrass.

if) CO(S',C) es un subespacio vectorial (no cerrado) de L?(S') respecto
a la norma L2, || ||. Por otra parte tenemos que ||f|| < ||f|l« para toda
funcién f € C°(S',C). Luego, si una parte de C°(S!,C) es densa para la
norma de la convergencia uniforme serd densa para la norma || ||.

iii) Sea A el subespacio vectorial engendrado algebraicamente por los
vectores ¢, n € Z. Los elementos de A son los polinomios trigonométricos

E are™®  con ng,mn €Z.
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Es ficil ver que el producto de dos polinomios trigonométricos es un poli-
nomio trigonométrico, 4 es por tanto una subdlgebra de C(S!,C) (com-
pruébese). Se verifica facilmente también que los elementos de A separan
puntos de ' entonces, aplicando el teorema de Stone-Weierstrass:

La subdlgebra A es densa en C°(S',C) respecto a la norma |
tanto densa para le norma || || inducida por L*(S').

La completitud del sistema & = (&%), se deduce del siguiente teorema
del cual podemos encontrar una demostraciéon en Rudin (1985).

lloo w por

4.5.3 Teorema. El espacio C°(S*,C) es denso en L*(S') respecio a la
norma || ||

Por lo tanto toda funcién f € L?(S') se desarrolla en forma de serie de
Fourier

(4.9) FO)=2 cae™

nei

donde los nimeros ¢,, llamados coeficientes de Fourier de f, estan dados
por

1 20

(4.10) Cp = — F(@)e ™ dg.

21 Jg

Los coeficientes ¢, no cambian si modificamos la funcion f en un conjunto
de medida nula. Esto explica el hecho que en general la suma de la serie
de Fourier de una funcién f € L?(S!) no converge simplemente hacia f. No
obstante, si f satisface la condicién que llamamos condicién de Dini que
afirma la existencia de un 6 > 0 tal que la integral

fﬁ 16+0-10),

= t

estd definida; entonces la serie de Fourier de f converge hacia f en el punto
8 (véase Kolmogorov (1974)). Por ejemplo, si f es continua y tiene derivada
por la derecha y por la izquierda en todo punto, entonces la serie de Fourier
de f converge hacia [ en todas partes.
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4.6 EJERCICIOS

4.A Sea (E.|| ||) un espacio normado real tal que para todo z € £ y todo
yekr

e + 117 + [l = ylI” = 2( I + 112,

es decir, e y verifican la identidad del paralelogramo.
Demostrar que la norma || || puede asociarse a un producto escalar { | ).

4.B Dar una demostracién fdcil de la forma analitica del teorema de Hahn-
Banach en un espacio de Hilbert.

4.C Sean (E,d) un espacio métrico y M una parte de F. Diremos que
A C E es una e-red (con £ > 0) de M si para todo m € M existe un a € A
tal que d(a,m) < e. Si &’ > ¢ entonces toda e-red es una &’-red. Diremos
que M es totalmente acotada si para todo £ > 0 existe una e-red finita en
M.

i) Demostrar que en E toda parte totalmente acotada es acotada en el
sentido habitual.

i1) Demostrar que toda parte acotada del espacio euclideo R™ es total-
mente acotada.

Supongamos que E es el espacio de Hilbert habitual
reales de cuadrado sumable.

iii) Demostrar que la esfera unidad de {* no es totalmente acotada aunque
sea acotada.

Admatiremos que en un espacio métrico completo toda parte cerrada to-
talmenie acotada es compacta.

12 de las sucesiones

En {? denotamos por Il el paralelepipedo de Hilbert, es decir, el conjunto
de las sucesiones

(ByiBayi 3By s
tales que
1 _ 1
|-'T31| <1, |z £ 5 e |Jn| = on—1
iv) Demostrar que IT es compacto. (Para tode = > 0, considerar un
n tal que 2,%1- < 5, proyectar & = (x1,%T2,. .. .) sobre el subespacio E,

(de dimension finita) engendrado por los n primeros vectores de la base
ortonormal candnica y evaluar la distancia de x a su proyeccion.)
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4.D Sea p: [-1.4+1] — R una funcién medible, acotada v estrictamente
positiva fuera de un conjunto de medida nula. Denotamos por E » €l espacio
de las clases de funciones complejas medibles de cuadrado integrable sobre
[—1,+1] con la medida x = pX, donde X es la medida de Lebesgue de
[—1,+1].

i) Demostrar que si p/ < p entonces E, C E,. Dar un ejemplo donde
esta inclusion sea estricta.

Supongamos p = 1 idénticamente.

ii) Demostrar que el subespacio C°([—1, +1], C) de las funciones continuas
sobre [—1,+1] no es cerrado en .

4.FE Sea E un espacio de Hilbert.
: : : 1,
i) Demostrar que si M es un subespacio cerrado entonces (MY)” =M.
ii) ;Es cierto si M no es cerrado?

4.F Denufd.lnob por L el espacio de las sucesiones reales () tales que
Yexr < 400 y (Ar)rs>t una sucesion en (0,1]. Definimos un producto

escalar en F poniendo
+ox

<;‘I‘-, y} = Z /\;ﬂ.‘rkyk.
k=1
i) Demostrar que en general £ con este producto escalar no es espacio de
Hilbert (es decir, no es completo).
ii) Supongamos Ay = 1 para todo k. Fijamos n y ponemos

M= {a, e E‘ Z.“ 2 0}.
= |

Encontrar un subespacio N de F tal que E = M & N.

4.G En el espacio L*((—1,41)) consideramos el tridgngulo A cuyos vértices
son las funciones f(z) =0, g(z) =1y h(z) =

Calcular los dngulos de A.
4.H Sean (F, (, }) un espacio de Hilbert, V' un subespacio de dimensién 1

v V' su ortogonal. Sea a € V no nulo. Demostrar que la distancia d(2, V)
de todo z € E a V+ viene dada por

d(z, VL) =
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4.1 Denotamos por E = L?([0,1]) el espacio de Hilbert de las clases de
funciones reales de cuadrado integrable.

i) Demostrar que
1
/ flx)dr =0
0

es un hiperplano cerrado de E. ;Cual es su ortogonal?
ii) Calcular la distancia de la funcién f(z) = 2* al subespacio V.

4.) ;Cudl es en {* la distancia d, = d(z,V,,) de z = (1,0,...,0,...) al
subespacio vectorial
‘Vn. == {y &£ fg

Calcular limy_ o dn.

_V:{feE

i.‘rk — U}‘?

k=1



CAPITULO 5

OPERADORES ACOTADOS

Muchas cuestiones en ciencias exactas y aplicadas dan lugar a problemas
que requieren la resolucidn de ecuaciones diferenciales o integrales. Resolver
estag ecnaciones consiste, la mayoria de las veces, en “invertir” aplicaciones
definidas en un espacio funcional adecnado. Dado que estas ecuaciones son
lineales las aplicaciones asociadas son también lineales. Se les denomina
operadores. El objetivo de este capitulo es estudiar los operadores acotados,
es decir, aquellos que son continuos para la topologia del espacio normado
en el cual actiian. Haremos este estudio en espacios normados cualesquiera.
Algunos teoremas tinicamente seran ciertos en espacios de Banach, cosa que
precisaremos en su momento.

5.1 DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES
Sea (E,|| ||) un espacio normado sobre un cuerpo K (que serd siempre R o
C).

5.1.1 Definicidon. Llamamos operador acotado o simplemente operador so-
bre E a toda aplicacion lineal continua T : F — E.

Es claro que el conjunto L{F) de los operadores sobre £ es un espacio
vectorial normado respecto a K, la norma viene definida por

1T = sup [|T()l.
[lz|]<1

Ademads, la composicién natural entre aplicaciones lo convierte en un Algebra
que verifica

ST < NS

Este élgebra tiene como unidad el operador identidad I de E en E.

Un elemento T € L(E) se dice inwvertible por la izquierdo si existe un
elemento S € L(E) tal que ST = I, inweriible por la derecha si existe
S € L(E) tal que T'S = I e invertible si es invertible por la izquierda y por
la derecha y los dos inversos coinciden. En este 1iltimo caso el inverso de T'
se escribird 7!, Denotamos GL(E) al conjunto de los elementos invertibles
de E; es un grupo respecto a la multiplicacién de operadores.
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5.1.2 Teorema. Si E es completo, el grupo GL(E) es abierio en L(E).

Demostracion. Se trata de probar que para todo 1" € GL(E) existeune > (
tal que la bola B(1,¢) de L(E) esté contenida en GL(E).

i) Demostremos que todo operador S suficientemente cercano a I es in-
vertible. Si [||T]|| < 1 tenemos que para todo n € N se cumple |||[T%]|| <
[||T|||* < 1. Como E es completo, L(E) también lo es. La serie

4o
ZT”‘=I+T+T2+.‘.

n=0
converge por tanto en L(E) y tiene por limite el inverso del operador S =
I1-T.
il Sean T e GL(E) y X € L(E) tales que ||| X —T||| < m Entonces

=2 = 1l = [T~ (X ~ )l
< (I )
Ll
%]

Por i) el operador T7'X = I — (I —T7'X) es invertible, por consiguiente
X es invertible. El conjunto GL(E) es por tanto abierto. O

Vemos que la completitud del espacio E es esencial. Lo serd también para
establecer otras propiedades, como ejemplo tenemos el siguiente resultado.

5.1.3 Teorema. Supongamos E completo y sea T' un operador acotado en
E. Entonces

i) T invertible por la izquierda implica

i1) eriste una constanie real m > 0 tal que pare todo x €

(5.1) [|Tz]| = m||z||

que a su vez implica
uz) T inyectivo.

Si ademds tenemos que

(H) Im(T") admite un suplementario topoldgico V
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entonces las tres afirmaciones son equivalentes.
Demostracion. Seguiremos el esquema siguiente
i) = ii) => iii)
para el caso general. Bajo la hipétesis (H) veremos iii)=>i).
1)==ii)
Sea S el inverso por la izquierda de T. Entonces ST = I esto es, para todo
x € F se tiene que z = (ST)z. Como S es acotado

|[z]| = [1(ST)z|| < |||SII]-[|ITz]]-
Basta tomar entonces m = [y élll‘
)il
Si T verifica ||Tz|| > m||z|| para m > 0 entonces Tz = 0 implica que z = 0
es decir, T' es inyectivo.

Supongamos ahora la hipétesis (H) satisfecha y demostremos la impli-
cacion iii)==1).

Si T es inyectivo T es un isomorfismo (algebraico) continuo de E en
Im(7"). Como Im(T) admite un suplementario topoldgico es cerrado en I,
es pues un espacio de Banach. Resulta que

T:FE — Im(T)

es un isomorfismo topoldgico. La restriccion Ty de T a Im(T') admite por
tanto un inverso Tn_l. Sea P la primera proyeccidn que es continua

E=Im(T)®V — Im(1".

Es fécil ver entonces que S = T ' P verifica ST = 1. ]

5.1.4 Ejemplos. Empezaremos por los mas simples que son los operadores
en espacios de dimension finita.

i) Toda aplicacién lineal 7' : F = K® — K" es un operador acotado.
Un tal operador queda determinado completamente por su matriz A = (a,;)
relativa a una base fijada (ey, ... ,e,) (por ¢jemplo, la base candnica). Para

todo vector
I

Tn
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tenemos que
1LY o T Bipnln
T .S
Ap1T1 + oo+ Qunln
ii) Sean £ un espacio prehilbertiano y V' un subespacio completo. En-
tonces la proveccion ortogonal P : EF — V' define un operador sobre E de
norma igual a 1.
iii) Sea E = C%([a, ], C) el espacio de las funciones complejas continuas
en el intervalo |a.b| dotado de la norma de la convergencia uniforme

[ Flloe = sup |f(z)].

rela,b)

Para toda funcién f € E ponemos

T, (£)(z) = p(z) f(z).

donde ¢ € F es una funcion fijada. Entonces la aplicacién T, asi definida es
un operador sobre E. En efecto, la linealidad es inmediata y por otra parte
tenemos que

1T (Flloo = llfllac < l@lloc|If 1l

Esto prueba que T, es un operador acotado en E.
Pongamos ahora

b
T(f)(e) = ] F(e, 5} W),

donde K : [a,b] x [2,b] — C es una funcién continua. Entonces T' es lmeal
y verifica

IT(f)leo = sup

ze(a,b]

b
< / sup |K(z,y)| sup |f(y)ldy

a z,y€la,b] yE[a,b]
(b= a)|[K ool £l

Luego T es un aperador sobre F.
Sea g un homeomorfismo de [a,b] y pongamos

Ty(f)=Ffogy.

b
| K@seay

a

[
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Entonces T, : E — E es una aplicacion lineal que verifica
T (Il = [1F]]ec

es decir, T, es un operador sobre E.
iv) En el espacio I? de las sucesiones reales de cuadrado sumable consi-
deramos la aplicacidén

Es claro que T es un operador sobre 12 con norma 1.

Sea ahora T un operador en un espacio normado E. Entonces la apli-
cacién lineal continua T : E — E admite una traspuesta 7" : ' — E’
que, recordemos, viene definida por

T'(y)(z) = ¢/ (T2).

La aplicacién T se escribird 7" y serd denominada operador adjunto de T.
Es un operador sobre E’ con igual norma que 7.

5.2 ESPECTRO DE UN OPERADOR
SeaT : K™ — K™ una aplicacion lineal. Sifijamos una base B = (ey.... . e,)
de E = K™ entonces el conocimiento de T se reduce al de su matriz A res-
pecto B. Es sabido que si cambiamos de base, la matriz A cambia (aunque
la aplicaciéon 7' es todavia la misma), es por tanto natural preguntarse si
existe una base de E en la cual la matriz se escriba del modo més simple
posible, por ejemplo diagonal (jno se puede pedir mas!). En cada uno de
los vectores de esta base, T actiia como una homotecia de razén A € K. El
nimero A se denomina valor propio de 1. Esto nos lleva de manera natural
a plantear el mismo problema para un operador en un espacio normado de
dimensién infinita, pero en esta situacién la nocién de “valor propio” no es
suficiente y, en general, difiere totalmente del caso de dimensién finita. Este
es el caso que trataremos de un modo general en este apartado. La teoria
espectral (es decir, el estudio del espectro de un operador) es suficientemente
rica para una clase de operadores que estudiaremos en el apartado 3 y de
manera aun mas precisa en los espacios de Hilbert del capitulo 6.

E serd un espacio normado sobre el cuerpo K v T un operador sobre E.
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5.2.1 Definicion. Llamamos valor espectral de 1" a todo mimero complejo
A tal que el operador T — Al no sea invertible en L(E). Diremos que X es
valor propio de T st T — NI no es inyectivo.

Evidentemente todo valor propio es valor espectral. El conjunto de los
valores espectrales de 7' se denomina espectro de T' v se escribird o(71).
Los valores propios constituyen una parte denominada espectro puntual de
T, el complementario en o(T) del espectro puntual se denomina espectro
continuo. Todo niamero en € — o(T") se denomina valor regular de T'. Es
evidente que A es valor regular de 1" si v sdlo si el operador

(5.2) Ry=(T-AD",

denominado resolvente de T, existe v es acotado. La inclusion del espectro
puntual en o(T) es en general estricta.

5.2.2 Teorema. Sea T un operador sobre E que supondremos completo.
Entonces el espectro o(T) de T es un conjunto cerrado de C contenido en
el disco cerrado D(0, |||7]]]).

Demostracidn. i) Demostremos que el conjunto € — o(T') de valores regu-
lares de T es abierto. Sea A € € — o(T), entonces el operador T — Al es
invertible en L(E), o en otros términos T — Al € GL(E). Pero GL(E) es
abierto, existe por tanto un £ > ( tal que para todo u € D(0,¢) el operador
T — (A4 p)I € GL(E). El conjunto o(T') es por tanto cerrado.

ii) Demostremos que todo valor fuera del disco D(0.|[|T|||) es regular
lo cual probara que o(T) < D(0,|||T]]]). Sea A € C tal que |A| > [||T]|].
tenemos que

1
T—)\J’——)\(I—XT)

Como |I||i"|||| < 1y E es completo, la serie
1 e T
5.3 —— —
( ) /\ Z /\\n
n=0
converge en L(E) y tiene por limite el operador (T' — AI)~*. O

De hecho podemos presentar el resultado de la manera alternativa si-
guiente: sea T un operador sobre E, llamamos radio espectral de T al niimero
real positivo

(5.4) p(T) = sup |A|
Aea(T)
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Es claro después del teorema que p(T") < |||T||| v la desigualdad puede ser
estricta, como veremos en un ¢jemplo posterior. El teorema siguiente, del
cual se da una demostracién en Rudin (1985) [en el marco de las dlgebras
de Banach que generalizan L(E)|, da una férmula para el caleulo del radio
espectral.

5.2.3 Teorema (férmula del radio espectral). Sea T un operador com-
. » 1
pleto sobre E, entonces la sucesion |||T"||| converge y

(5.5) pT) = T[T

Vamos a ver un teorema importante sobre el espectro y la resolvente,
como funcién de los valores regulares, de un operador acotado en un espacio
de Banach.

5.2.4 Teorema. Sean F un espacio de Banach complejo no reducido o {0}
yT € L(E).
i) Para todo x € E y toda forma lineal continue 2’ en E la funcién
v :C—o(T) — C definida por p(X) = (Ry(z),z') (donde Ry es
la resolvente de T') es holomorfa y tiende a 0 cuando || tiende a
nfinito.
i) El espectro o(T') de T es no vacio.

Demostracion. 1) Vamos primeramente a demostrar que la aplicacion

A€C—0o(T) — Rye L(E)

es continua. Sean A € C— o(T) y h € C. Tenemos que

T—A+h)I=((T—-M)-hI)
(T—AI) (I-h(T-ADY).

Para h suficientemente pequeilo el operador T — (A + h)I es invertible con
inverso

Bawn = (T - AT - BT =2 = (f =hR) ™ By,

Vemos por tanto que
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lim Ryyp = lim (I — hR;\)_l o By = Rl
h—0 h—0
Sean A y u dos valores distintos en C—a(7") con i suficientemente cercano
a A, Entonces un célculo simple prueba que
Ry—R,=(u—A)Ry-R.
De donde iR R R
=2 = i =——# = _R2.
dA p—A A — U

Sean ahora z € E y 2’ € E'. Tenemos que

de . () — ()
—= = i ——
d\ A = A
R, — Ry
= li - Bl
;Ll—l’»'ri Iu,—)\ & }
= —(R% .2

v por tanto p es holomorfa en C — (7). De (5.3) deducimos que R, tiende
a 0 cuando |A| tiende a infinito y por consiguiente () tiende a 0 cuando
|A| tiende a infinito.

i) Supongamos que el espectro es vacio. Entonces la funcion ¢ es holo-
morfa en todo C. Como tiende a 0 cuando |A| se acerca al infinito, es
idénticamente 0 gracias al teorema de Liouville, Esto implica que

{Rxfadigl} =10
para toda forma lineal z' € E’, por tanto Ry(z) = 0 por el teorema de
Hahn-Banach lo cual es imposible. O

Veamos un ejemplo de cémo utilizar la férmula de radio espectral, ésta
nos permitird conocer, en algunas situaciones particulares, el espectro del
operador.

5.2.5 Ejemplo. Sea E = CY([0,1]) el espacio de Banach de las funciones
complejas continuas sobre el intervalo [0,1] con la norma || || de la con-
vergencia uniforme y 7' € L(E) definido por

T(f)(z) = ﬁr K(z,y) f(y)dy,
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siendo A una funcién continua sobre el tridngulo A de R? de vértices (0,0),
(1,0) y (1,1). Denotaremos por M el valor méximo de la funcién |K| en A.
Sea f € E, entonces

T = [ Koy
de donde

T(f)2)| =

.[}mﬁﬁw@]

o=

S/ sup |K(z,y)| sup |f(y)|dy
0 zwel01] yel0.]

< Mz||floo-

Veamos ahora que ocurre con 72(f). Tenemos
e =] [ KT

g/ sup [K(z,y)| sup |T(F)(y)ldy
0

«,y€[0,1] ye[0,1]

H it
S/ﬂFWﬂM@

S0
2
£
& MR
< 2||.f||

Repitiendo la operacion se demuestra que para todo n > 0

1T (£)( )I‘<*’U!"n ||f||:>o

por tanto
I < e
Tomando el supremo para ||f||s < 1 obtenemos
e < 27
luego
M

i
B0

(n})?
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Por la férmula de Stirling que da una estimacién de n! para valores grandes

de n
n! = v2mn (E)ﬁ {1 +0 (£> } ;
e n

donde e es la base del logaritmo neperiano y O (%) una cantidad que tiende

A
a 0 cuando n — —+o00, (n!)™ tiende a +co. Entonces

|+
[T |* =0

p(T) = lim |

Deducimos que no hay ningin valor espectral no mulo. Como el espectro no
puede ser vacio queda reducido a {0}. Podemos llegar a la misma conclusién
por otro camino: toda funcién i € E en la imagen de T debe verificar
h{0) = 0, entonces T no puede ser exhaustivo y por tanto no es invertible,
podemos ver también que es inyectivo, por consiguiente 0 es valor espectral.

Asi pues o(7') = {0}.

5.3 OPERADORES COMPACTOS
En todo este apartado (E, || ||) serd un espacio normado sobre el cuerpo K
(que como siempre es & o C).

5.3.1 Definicion. Diremos que un operador T sobre E es compacto si la
imagen 1(B) de la bola unidad B de E es relativarnente compacta.

Esto implica de hecho que la imagen por T de toda parte acotada de F es
relativamente compacta.

Por ¢l teorema de Riesz el operador identidad I sdlo es compacto si el
espacio IY es de dimensidn finita.

Es claro que si T € L(E) es compacto entonces A1 es compacto para todo
A € K. Por otra parte si T y 8 son compactos, T+ 5 es compacto. En efecto,
sean B la bola unidad (cerrada) de E y z, = T'(x,,) + S{z,) una sucesion
en T(B) + S(B), de T(x,) podemos seleccionar una sucesion convergente
T(x,) y de (x,) una (xn, )i tal que (S(z,, ) )k converja. Entonces es evidente
que T'(zy, ) + S{x,,) es una subsucesién convergente de z,. Por tanto el
operador T'+ § es compacto.

Sea T € L(E) compacto y C'y I) operadores acotados en E, es inmediato
que CTD es un operador compacto en E.

Podemos resumir lo anterior en la proposicion siguiente.
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5.3.2 Proposicién. El conjunto K(E) de operadores compactos sobre E es
un ideal bildtero del dlgebra L(E) de operadores acotados sobre E.

De la propo*sicién deducimos en particular que si dimE = 400 v T €
GL(F) entonces 7! no puede ser compacto, si lo fuera 7 seria compacto lo
cual solo es clerto si dim F < +o0.

Podemos hacer notar que si T' € K(E) y V es un subespacio cerrado de
E estable por T, entonces la restriccién de T' a V es un operador compacto.
En efecto, la bola unidad de V es la traza sobre V de la bola unidad B de
E, por tanto T'(V (| B) estd contenido en V y es relativamente compacto en
V.

5.3.3 Proposicién. Sean T € K(E) y T la prolongacién candnica de T al
completado E de E. Entonces T € K(E) y T(E) C E

Demostracion. Sean B la bola unidad cerrada de E' y B la de E. Entonces
B es la adherencia de B en E. Por tanto ’f(ﬁ) = T(B). como T(D) es un

compacto de E, cs cerrado en E; por (,onsiglllentc T( ) < E y con mayor

razon T(B) C E. Dado que T(3) engendra T[E) tenemos que T(E) C E.
Esto prueba la proposicién. O

5.3.4 Proposicion. Si T < L(F) es compacto entonces su adjunto T*
un operador compacto de £’

Demostracion. Sean By B’ las bolas unidad cerradas de E v E’, respectiva-
mente. Sabemos que B’ es un conjunto equicontinuo de E' = L(E,K), por
tanto una sucesion y;, en B’ converge uniformemente hacia i’ € B’ sobre
todo compacto de E si y sélo si y, converge débilmente (es decir, simple-
mente) hacia »'. Sea y, una sucesién en B’, entonces como B’ es débilmente
compacta podemos extraer de y;, una subsucesién v, que converge simple-
mente hacia un elemento y* € B’ por tanto y; converge uniformemente
hacia 3" en todo compacto de E, en particular la sucesién Y, converge
uniformemente a 3’ sobre el compacto W Esto significa que (T'z, gm}
converge uniformemente respecto r € B. Pero como

(Tz,yp,) = (&, T*yp,,),

la sucesién T*y; ~converge uniformemente en B hacia Ty’ por tanto T,
converge en norma hacia 7™y’ va que en un espacio normado la convergencia
en noria es exactamente la convergencia uniforme sobre la bola unidad,
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5.3.5 Teorema. Supongamos E completo. Entonces el wdeal I(F) es ce-
rrado en L(E) respecto la topologia de la norma.

Demostracion. Sea 1), una sucesion en J(E) que converge (en norma) hacia
T € L(E) y x,, una sucesién de la bola unidad de £. Como T; es compacto,
de la sucesién T}z, podemaos extraer una subsucesion convergente

Ty (07 ) Tiag )y s T2 (5 ) o

Como Ts es compacto, de la sucesiéon To(z)) podemos extraer una sub-
sucesion convergente

TQ(T%)TQ(T%), & ,Tg(ffi), b

Iterando este proceso construimos para todo p € N* una sucesion

PP p
L O T
extraida de la sucesidn
-1 _p—1 - i
VA b,

tal que la sucesion
P P P
Tl ) Tikh )y oo Tl
es convergente. Sea ahora
1 mn
G o IO, LR
la sucesién diagonal. Entonces para todo k € N* la sucesion
I g | 2 n
Ty(@d). Th(ad), .., Tu(al), ..

es convergente. Para probar que T es compacto basta ver que la sucesion
T'(x) es convergente y como F es completo bastard probar que es de Cauchy.
Sea £ > 0, entonces (ntilizando que Ty converge hacia T y que para todo
k € N* la sucesion Ty (x) converge) existe un N € N* tal que sim,n, k> N

IT(R) = Te(@ll € 3

&
1T (5) = Teleim)l] < 3
ITe(zm) = Tl < 5



5.3 OPERADORES COMPACTOS a9
Como n m eyt n
1T (z%) = T(zm)l| < 1T(z5) — Tilz) ||
+ [ Te(2) — Th(azrm)l|
+ [|Te(z) — T(am)l|

deducimos que para m,n > N
T (z2) - T(zm)ll < e
Esto prueba que la sucesién T'(z") es de Cauchy. O

5.3.6 Ejemplos de operadores compactos. i) Todo operador en un
espacio normado de dimensién finita es compacto. En general si F es un
espacio normado y T un operador sobre E cuyva imagen es de dimension
finita entonces T" es compacto. Un operador como T se denomina de rango
finito. El conjunto RF(E) de operadores de rango finito sobre E es un
subespacio vectorial de K(E), veremos en el capitulo siguiente que si E es
de Hilbert entonces RF(E) es denso en K(E).

ii) Sean F el espacio de las funciones complejas continuas sobre [0,1]
dotado de la norma || ||ee ¥ K :[0,1] x [0,1] — C una funcién continua.
Para toda funcién f en F ponemos

1
(5.6) T(f)(z) = fn K(z,)f(v)dy.

Diremos que 1" es un operador integral de micleo K. La funcion K juega el
papel de una matriz cuyos indices z e y varian en [0, 1]. Demostremos que
1" es compacto. Sea B la bola unidad cerrada de E, el conjunto T(B) es
equicontinuo. En efecto, sea ¢ > (0, como K es continua sobre un conjunto
compacto es uniformemente continua; existe por tanto un 7 > 0 tal que para
cualesquiera z, z’, y € [0, 1]

|z — 2’| <= |K(z,y) — K(z',y)| < ¢

y por consiguiente para toda funcién f

< &]|£]|oo-

(6.7) |1T(f)(z) = T(f) (=) =

l/: (K(T-.y) — K(l'f.;qnf(y)dy

El conjunto T'(B) es pues equicontinuo ya que 7 no depende de f € B, como
es acotado ya que el operador T es acotado, aplicando el teorema de Ascoli
tenemos que es relativamente compacto. Luego T es compacto.
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iii) Sea E' el espacio de las funciones continuas en el intervalo [0, a] (con
a > 0) dotado de la norma

I£llp = ([0 |f(x)|%fm)F '

Para p = oo encontramos de nuevo el espacio del ejemplo ii). Para distinguir
los diferentes espacios normados (E, || |[,) escribiremos E, (es el espacio E
dotado de la norma || ||,). Sea [ € E, la desigualdad de Holder aplicada a
las funciones f y 1 da para p € [1, +oc)

(5.8) A1l < a7 ][],

Por otra parte, un calculo inmediato da

(5.9) 171y < a#|[f]]os-

Resulta de (5.8) y (5.9) que para todo p > 1 la topologia de E, es mas fina
que la de E; ¥ menos fina que la de ...

Consideremos el operador T sobre E definido mediante la relacién (5.6).
Sea M el maximo de la funcidén K, entonces se verifica facilmente que

IT(f)llec < M]|f]2

para toda funcién f € E. Por tanto el operador T : E; — E, es acotado
v por consiguiente, para todo p € [1,+oc], T es un operador acotado sobre
E,. Se demuestra también una desigualdad andloga a la dada en (5.7) para
la norma || ||;, es decir, para todo £ > 0 existe un 7 > 0 tal que para
z.z',y € |0,1] y cualquier funcién f € E

510) 17)() T = | [ (KGe) = K@) fodas| <l .

Esto prueba que la imagen por T de la bola unidad B; de ) es equicontinua,
por otra parte como T : E; — E.. es continuo, T'(B) es acotado en F..
Por el teorema de Ascoli, T(B) es relativamente compacto en E. v por
tanto en todo E,.

En conclusién, T operando sobre cada uno de los espacios normados E,
es compacto. [
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5.4 ESPECTRO DE UN OPERADOR COMPACTO

Sea (E,|| ||) un espacio normado. Empezaremos estableciendo algunos re-
sultados preliminares que nos permitirdn en primer lugar dar un teorema de
descomposicidn para operadores de tipo “I — compacto” y luego determinar
la estructura del espectro de un operador compacto. Fijemos un nimero &
en el intervalo (0,1). En adelante B denotara la bola unidad cerrada de E.

5.4.1 Lema. Sean V y W dos subespacios cerrados de E tales que V
esté estrictamente contenido en W y T € L(E) un operador que verifica
T(W) C V. Pongamos S = I —T. Entonces existe un z € W N B tal que
d(Sz, S(V)) > é.

Demostracidn. 1) Por ser V y W cerrados, V' es un subespacio cerrado de
W. El espacio cociente W/V es por tanto normado. Sea X un vector de
W/V tal que 6 < ||X]| < 1. Como

X|| = inf
1X1| = int [lal

en la clase X podemos encontrar un vector z € W N B tal que d(z, V) > 6.
ii) Por hipétesis tenemos que T(W) C V, por tanto para todo y € V el
vector y + Ta — Ty estd en V (siendo z el vector dado en i)). Luego

ISz — Sy|| = ||z — (y + Tz — Ty)|| 2 6

para todo y € V. Por consiguiente d(Sz, S(V)) > 6. O

Supongamos ahora que T es un operador compacto sobre £ y pongamos
§ =T

5.4.2 Proposicién. Toda sucesion creciente (resp. decreciente) Vi, de sub-
espacios vectoriales cerrados de E tales que S(V,,) C V1 (resp. S(V,) C
Vi41) es estacionaria.

Demostracion. Supongamos la sucesién V,, no estacionaria, extrayendo una
subsucesion, si fuera necesario, podemos suponerla estrictamente creciente.
Por el lema 5.4.1 aplicado al operador T' = I — §. en cada subespacio V,,
podemos encontrar un vector &, tal que ||z,|| <1y d(T(xn), T(Va-1)) = 8.
Tenemos por tanto una sucesion x,, en B que verifica d(T'(x,, ). T'(tn—1)) = &.
La sucesion T'(x,, ) no podria ser entonces relativamente compacta. Esto con-
tradice la compacidad del operador 7', La demostracion para V,, decreciente
es practicamente idéntica. O
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Esta proposicion nos permitird demostrar el importante teorema siguiente.
Recordemos que se denomina coker de una aplicacion lineal S @ £ — F
al espacio vectorial cociente F//Im S. La dimensién de este espacio-es por
definicion la codimension de Im S.

5.4.3 Teorema. Sean T € K(E) y S=1—-T. Entonces
i) Ker S es de dimension finita,
ii) la aplicacion 5/ Ker § — Im S inducida por S es un isomorfismo
topoldgico,
i) el subespacio Im S es cerrado de codimension finita.

Demostracidn. i) Si z € Ker S tenemos que Tr = 2z, por tanto la restric-
cidn de T" a Ker § es igual a la identidad que y serd por tanto un operador
compacto en Ker 5. Por consiguiente Ker S es de dimensién finita.

ii) Al ser Ker S de dimension finita admite un suplementario topolégico
(cerrado) V' (véase el ejercicio 2.1'). La restriccion de S a V' es un isomorfisino
(algebraico) continuo de V sobre Im S. Demostremos que S~ : ImS — V
es continuo. Supongamos lo contrario, entonces existird una sucesion 1,
de vectores todos no nulos en V tal que |[S(z,)|| < 1 v lim||z,|| = 4o0.

Pongamos para todo n
xi!

a ||-'I:n||

z‘N
Entonces z, verifica que
lzall=1 vy S(zn) — 0.

Puesto que el operador T' es compacto podemos extraer de z, una sub-
sucesién z,, tal que la sucesién T(z,, ) converge a un vector z. Ademds
como § = I —T tenemos que z,, = T(z,,) +S(z,,) ¥ z,, converge también
a z (pues S(z,,) — 0). Esto prueba que z = T'z y por consiguiente Sz = 0,
es decir, z € Ker S. Pero dado que z,, € V y V es cerrado, z € V. Luego
z pertenece a Ker S MV que es igual a {0} ya que Ker S v V son suple-
mentarios uno del otro, el vector z es por tanto nulo, lo cual contradice el
hecho de que su norma ||z|| sea igual a 1 (pues z = lim 2, con ||z, || = 1).
Por tanto S : V' —— Im S es un isomorfismo topoldgico. Pero como V es
topolbgicamente isomorfo a F/ Ker S, el operador

E/KerS — ImS
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inducido por S es un isomorfismo topoldgico.

iii) Demostremos que ImS = ImS. Para ello sea y € Im S, entonces
existe una sucesion , en E tal que

y= lim Sz,.
n—+4+oo
La sucesion Sz, es por tanto acotada. Como el operador S~! : Im S — V
es continuo la sucesién x,, es acotada. Al ser T compacto, de T'z,, podemos
extraer una subsucesién T'(z,,) que converge a un vector z. Entonces la
sucesion
Zn, = S(xp,) + T(2n,)

converge hacia y + 2. De donde

y= lim S{xy,)=58(y+2),
k—+eo
es decir, y € Im S, lo cual prueba que Im S es cerrado.

Supongamos que Im S es de codimensién infinita. Entonces podemos
encontrar una sucesién estrictamente creciente de subespacios cerrados V,,
con Vy = Im S. Esta sucesién verificard necesariamente para todo n € N*
que

S( ’;;) &= S(EJ =Im&S =V & Vg
Pero esto es imposible, pues por la proposicion 5.4.2. esta sucesion debe ser
estacionaria U

De este teorema y bajo las mismas hipdtesis se obtiene el siguiente coro-
lario.

5.4.4 Corolario. Si S es inyectivo entonces S es un isomorfismo topolégico
de E' sobre su imagen.

El teorema que vamos a enunciar y demostrar precisa la naturaleza de
los valores espectrales asi como la estructura conjuntista y topoldgica del
espectro de un operador compacto.

5.4.5 Teorema. Sea T un operador compacto sobre E. Entonces
i) Todo valor espectral no nulo de T es un valor propio y la dimension
de subespacio propio asociado a A es finita es decir, A es de multi-
plicidad finita.
#) El espectro o(T) de T es un conjunio compacto numerable con 0
como unico punto de acumulacion posible.
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Demostracion. i) Sea A un numero complejo no nulo que no sea valor propio
de T. Entonces el operador T — AT es inyectivo. Como T—AI = —A(]— %T)_,
por el apartado ix) del ejercicio 5.C el operador T' — AT es un isomorfismo
topoldgico de F' en si mismo, por tanto A no es valor espectral de 7', es decir,
todo valor espectral no nulo de T" es un valor propio de T

El subespacio propio V) asociado a A es el niicleo de T' — Al que es de
dimension finita por la parte i) del teorema 5.4.3.

ii) Para demostrar este punto bastara ver que para todo nimeroreal § > 0
solo hay un niimero finito de valores propios (distintos o no) fuera de disco
D(0,6). Sea § > 0, A, una sucesién de valores propios tales que |A,| > &
V Iy la sucesion de vectores propios asociados a dichos valores propios que
supondremos linealmente independientes. Para todo n denotemos por £,
el subespacio de dimension finita (por tanto cerrado) engendrado por los
vectores xy,...,T,. La sucesion F), es por tanto estrictamente creciente.
Entonces por el punto i) de la demostracion de lema 5.4.1. existen vectores
Ylseer s Yny ... tales que

B3| —

(5.11) Yn € By, ||yn[| <1 ¥ d(yna Ey- I) >

Como |A,| > & la sucesion 4= es acotada, por tanto en la sucesion T (/{L)

2

-l .U{ :
podemos extraer una subsucesién T' (A' £ ) tal que
'J!k
(5.12) T (ym" ) converge.
’\'ﬂlrﬂ

Por otra parte yn € E, puede escribirse y,, = p1x1 + . . . tnn. De donde

n—1
. Un k

.
Poniendo
n—1
5 Mg,
Zn = Hi A_ - Ao s
k:l it

que es un vector de E,,_1, se obtiene

g
x (i_v:) = Yn + Zn.
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Sean n,m € N tales que n > m, entonces el vector y,, + 2z, — 2y, e5ta en
E,_;. Tendremos entonces que

HT (Kf) =T (i‘i) H = Hyn + Zn — {;Ijm. +3w1)“

= ||y'n, — (y-m -+ g — zn)”
= d(yn: En—l)

es decir,

Un U 1
5.13 HT ) i H>_.

Como T es compacto, las alirmaciones establecidas por (5.12) y (5.13) solo
son compatibles cuando la sucesion de vectores linealmente independientes
I, es finita. Esto prueba que el mimero de valores propios A tales que |A] > 8
es finito.

Entonces el conjunto o (7') — {0} es numerable y discreto en C. Sidim E =
+00 al ser el operador T compacto no puede ser invertible, por tanto 0 €

o(T). M

De la proposicion 5.3.3. podemos obtener una consecuencia importante.
Sea E el completado de E. Para todo A € C resulta que

Ker(T — AI) C Ker(T — AI);

por otra parte, si para A # 0 se tiene que Tx — Az =0 con z € E entonces
i %T.-r € F. Luego para todo A € C* tenemos que

Ker(T — AI) € Ker(T — AI).

Deducimos que o(f) = o(T"). Por tanto podremos estudiar el espectro de
un operador compacto T' sobre un espacio no completo £ pasando a la
prolongacion canonica T de T en el completado E.

Vamos a terminar el apartado con un cilenlo explicito del espectro de un
operador compacto en el caso de dimension infinita.
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5.4.6 Ejemplo. Sea FE el espacio de Banach de las funciones reales conti-
nuas periédicas de periodo 1 en R con la norma || ||«. Para toda funcién
[ € E ponemos

1
T(f)(z) = / K (2, 9)f (widy,

donde K es la funcién continua definida sobre el cuadrado [U,l] x [U. 1]

mediante :
2(l—yg) siDLegy<Ll

Kl(z.y) =
(z.9) {y(l_—:r:) sy <L ekl

Se verifica facilmente que para toda f € £, T'(f)(0) = T(f)(1) = 0. La
funcién T'(f). definida a priori sobre [0, 1], se prolonga por periodicidad a
una funcién continua periddica de periodo 1 sobre todo R. Obtenemos pues
un operador T sobre E. Por ii) del apartado 5.3.6., T es compacto.

i) Para toda funcion f € E, T(f) es de clase C*. En efecto,

T

T(7)() = / v - D) f )y + / o — g

o]

= (1 - I)‘[ yf(y)dy + ‘r/ (1 — ) f(y)dy.

i

Derivando T'(f) se obtiene

1)@ =~ [ wds+ [ Q=07
Repitiendo la operacién
T(£)'(x) = —zf(z) — (1 — ) f(z) = —f(2),
es decir,
(5.14) P =~
Como f es continua esto demuestra que 7(f) es de clase C?. Tomemos
ahora una funcion g de clase C? en E, entonces de un calculo simple aunque

un poco largo resulta que

T(g") = —g(z) + (1 — =)g(0) + zg(1).
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Vemos por tanto que T(g”) = —g si y sélo si g verifica g(0) = g(1) = 0.
Pongamos

V={gekFk ‘g de clase O? y g([)):g(l)z[)} :

Como T'(f)” = —f entonces T(f) = 0 implica [ = 0, es decir, T' es inyectivo.
Luego

T:E—YV
es un isomorfismo (algebraico), por tanto 0 no es valor propio de T pero es
valor espectral (y es el 1inico que no es valor propio).

ii) Busquemos los valores propios no nulos A de T'. La ecuacion T(f) = Af
deberd tener solucién f € E no nula que verifique f(0) = f(1) = 0 (puesto
que f = T({)). Por (5.14) dicha funcién debe ser de clase C* y satisface la
ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constantes

(5.15) Ift=—F

Reciprocamente, si f € V es no nula de clase ¢ v verifica (5.15) tenemos
que

T(f) = T(=Af") = =T (f") = =\—f) = Af.

es decir, f es un vector propio asociado a A. Para determinar los valores pro-
pios no nulos de 7" bastard resolver la ecuacion diferencial (5.15). Pongamos

(e = % entonces las soluciones serdn a priori de la forma

flz) = Asen(wz) + B cos(wz),

donde A y B son constantes reales. Como f debe ser periddica de periodo 1
v debe verificar f(0) = f(1) = 0, w serd un multiplo entero de 2w v B serd
nula. De donde

w=2nr con necZ.

Los valores propios no nulos serdn entonces

1

= —— con necnN*
" 42

A

y cada valor propio A, estd asociado al vector propio

e, = sen(2nmzx).
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5.5 EJERCICIOS

5.A Sean E = L?([0,1]) el espacio de las clases (con igualdad casi por todas
partes respecto la medida de Lebesgue) de funciones reales de cuadrado
integrable sobre el intervalo [0.1] y ¢ : [0, 1] — [0, 1] un homeomorfismo.

i) Dar una condicién suficiente sobre o para que la aplicacion 7, que a
una funcion f sobre [0, 1] asocia la funcién T,,(f) = fop defina un operador
acotado en £

ii) Demostrar que no todo homeomorfismo ¢ da lugar a un operador
acotado (dar un ejemplo se este hecho).

5.B Denotamos por E el espacio de las funciones continuas periddicas de
periodo 2m en R con la norma de la convergencia uniforme.

i) Calcular los valores propios y los vectores propios correspondientes al
operador T'(f)(z) = f(—=z).

ii) Demostrar que el operador

4+

S(f)(a) = [ coslirr giF oy

-
es de rango finito y calcular sus valores y vectores propios.

5.C Sea S un operador en un espacio normado £. Para tode £ € N©
ponemos Ny = Ker S* v Ry = Im S* donde S* es el k-ésimo iterado de S.

i) Demostrar que Ny es una sucesion creciente y que si existe b tal que
Njp = Njy1 entonces Ny = Ni.,, para todo n € N,

ii) Demostrar que la sucesion Ry, es decreciente y que si existe & tal que
Ry = Ry4q entonces By = Ry para todo n € N.

Supongamos que S = I — T con T compacto.

iii) Demostrar que las sucesiones Ny y R son estacionarias a partir de
algunos rangos que denotaremos p v g, respectivamente.

iv) Demostrar que N, N R, = {0}.

v) Demostrar que N, + Ry = E.

vi) Demostrar que N, C N, , que R, C R, y que p = q.

Ponemos N = N, y R = R,.

vii) Demostrar que la restriceién de § a R es un antomorfismo topoldgico.

viii) Demostrar que N es el subespacio mas grande sobre el cual S es
nilpotente y que R es el subespacio mas grande estable por S sobre el cual
S es un automorfismo topoldgico.

ix) Deducir que si S es inyectivo entonces S es un automorfismo topold-
gico de F.
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i : . :
5.D Sean [ el espacio de las sucesiones complejas de cuadrado sumable con
la norma

oo

-(Z

n=1

x| x

y T : 1> —s [? el operador definido por
TlEy = (i By vvs 5 Bagoms )
P 1646 &= (B Bngess ) B P
Demostrar que T es acotado v calcular su espectro.

5.E Sea B = CY(]0,1]) el espacio de las funciones complejas continuas con
la norma de la convergencia uniforme.
i) Calcular el espectro del operador

T(f)(z) = ¢f()

v probar que no contiene valor propio alguno.
ii) Demostrar que el operador

S(f)(z ](.L + ) f(y)dy

es de rango finito, calcular su espectro y precisar la naturaleza de los valores
espectrales,

5.F Recordemos que el circulo St puede identificarse con el conjunto de los
niimeros complejos de médulo 1. Todo punto z € S se escribe 2z = e*™*,
donde € R. Fl espacio L?(§') serd por definicién el espacio de Hilbert
de las funciones complejas medibles en R, periddicas de periodo 1 y cuya
restriccion a [0,1] es de cuadrado integrable. El producto escalar viene
definido por

1 —
{f-ﬂ}:/u flx)g(x)dz.

El conjunto {(2"”“ | n € Z} es una base de Hilbert de L?(S'), es decir, toda
funcién f € L?(S') se desarrolla en serie de Fourier en esta base con

3 Z fn ?J‘rnq
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donde los f, son nimeros complejos tales que la serie Zix fn|? converge.

Admitimos la afirmacién siguiente : si @ es un numero real no racional
entonces el congunto {e2™},.cz es denso en el circulo S*.

Sea o € R y denotemos por R, : 8! — 8! la rotacién de dngulo 2ra.

i) Dar la expresion analitica de R, en funcién de z € S.

ii) Sea A = pe?™ un nimero complejo. Resolver en L*(S') la ecuacién
de incognita [ siguiente

f o Ra = ’\f =g
(donde g € L2(S!) estd dada) en los dos casos siguientes

g pF 1,

b) p =1y a racional.

Indicacion: desarrollar f y g en serie de Fourier y razonar a nivel de
coeficientes.

Para toda funcién f € L*(S!) ponemos T (f) = f o Ra.

iii) Demostrar que T, es un automorfismo unitario de L2(SY), es decir,
un automorfismo que verifica ademés (T,(f),Talg)) = (f.g) para f y ¢
cualesquiera en L?(S!'}.

iv) Supongamos a € [0,1) N Q. Demostrar que el espectro o(1,) de Tg,
solo contiene valores propios, darlos explicitamente asi como los subespacios
propfos asociados.

v) Supongamos « € [0,1)NQ° (donde Q° es el conjunto de los reales irra-
cionales). Demostrar que o(7},) se confunde con el conjunto de los numeros
complejos de madulo 1.



CAPITULO 6

OPERADORES ACOTADOS EN ESPACIOS DE HILBERT

Este capitulo lo dedicamas al estudio de los operadores acotados en espacios
de Hilbert. La existencia de un producto escalar v el conocimiento explicito
de las formas lineales continuas permite detallar muchas nociones como por
ejemplo la de operador adjunto y también establecer la existencia de un
orden en el conjunto de los operadores hermiticos. El espectro de un ope-
rador hermitico compacto posee propiedades similares a las de las matrices
hermiticas que operan sobre un espacio de dimensién finita. En lo que signe
(£, (, )) serd un espacio de Hilbert (real o complejo).

6.1 ADJUNTO Y OPERADORES HERMITICOS
Sea I' un operador sobre . Como toda forma lineal continua y’ sobre E
viene definida por un elemento y € E, es decir,

y’(:r] = (I: 3}}

para todo x € F (véase el teorema 4.3.1) el adjunto T de T define un ope-
rador sobre E' que denominaremos también adjunto y denotaremos siempre
por T™, Este operador se caracteriza por la igualdad

(6.1) o= 15.1"y con  z,y€E.

La aplicacion T' € L(E) — T* € L(F) es una involucién antilineal, es

decir, verifica
(T+8S)y=T"+5"

(AT)* = AT™
Y =i
Ademas tenemos que

(T8)* =8*T".

El operador [ verifica I* = I. Si T € L(F) entonces T es invertible por la
izquierda si y sélo si T es invertible por la derecha, invertible si y sélo si
il ol o el R

111
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Diremos que el operador T es hermitico (si E es complejo) o autoadjunto
(s1 £ es real) si es igual a su adjunto, es decir, si para todos x, y € E tenemos

(6.2) (Tz,y) = (z,Ty).

Tanto si E es real como complejo diremos simplemente que T es un operador
hermitico. La igualdad (6.2) define un operador hermitico sobre un espacio
F que no es necesariamente complejo.

6.1.1 Ejemplos de operadores hermiticos. i) Sea T un operador cual-
quiera en L/, entonces los operadores

1 . 1
W Al #* i i = T* Ts :I-\
T+TY), (-1 ¥

son hermiticos.

if) Si T es hermitico y § € L(FE) cualquiera, entonces S*T'S es hermitico.

iii) Si 7T vy S son dos operadores hermiticos que conmutan, su producto
T'S es hermitico.

iv) Sea V' un subespacio cerrado de E y consideremos el operador de
proyeccion ortogonal £ : E — V. Entonces P es hermitico. En efecto,
tenemos para todo z,y € E que

(Px,y) = {(Px, Py+gy— Py).

Como (Pz,y — Py} = 0, tenemos que {Pz,y) = (Px, Py). Por la misma
razén {Pxz, Py) = {(z — x + Px, Py) = {z, Py), de donde

(Pa,y) = (a, Py),

es decir, P es hermitico.

v) Es evidente que toda matriz compleja hermitica de orden n define un
operador hermitico en C".

vi) Sea (2, A, u) un espacio de medida y denotemos por £ el espacio de
Hilbert de las clases de funciones medibles complejas de cuadrado integrable
en {2 con el producto escalar

M@zﬁﬂﬁﬁ%@%
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Sea @ funcién p-esencialmente medible acotada en Q. Para toda f € E,
ponemos
To(f)(x) = p(x) f(2).

Entonces T, es un operador acotado en E. Se verifica facilmente que el
adjunto de T, es T3 = T, luego si ¢ es real T, es hermitico.

Un operador hermitico es invertible cuando es invertible por la derecha
o por la izquierda. Como en un espacio de Hilbert un subespacio cerrado
admite siempre un suplementario (su ortogonal) podemos dar un enunciado
mas preciso del teorema 5.1.3. que se demuestra exactamente del mismo
modo.

6.1.2 Teorema. Sea T € L(F) hermitico. Entonces las tres afirmaciones
siguientes son equivalentes

1) T es invertible,

i) existe un numero real m > 0 tal que para todo z € E

|1 Tz]| = ml|z]],
iit) T' es inyectivo e Im(T') es un subespacio cerrado.
Tenemos también la siguiente proposicién.
6.1.3 Proposicion. Sea T un eperador positivo en E. Entonces
(ImT)t = KerT* y (KerT)' = (ImT™).

Demostracion. Si y € E es ortogonal a la imagen de T para todo z € F
tenemos que

(ol =

Pero (Tz,y) = {x,T*y) por definicion de adjunto, luego
{z, T"y) =0

para todo x € E, por consiguiente T*y =0 e y € KerT*

Reciprocamente sea y € KerT™, del mismo modo se prueba que y €
(ImT')*. Para la segunda igualdad tenemos que

Im(T*) = (Im(T"‘)J‘)l = (Ker(T))™".

Lo cual demuestra. la proposicién. ([l
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Observemos que si el operador 7" es hermitico entonces

(6.3) E=KerT®ImT.

Sea T € L(FE), entonces podemos definir una forma sesquilineal en F
poniendo

fz,y) = Tz, 9
para x.y € E. Se verifica facilmente que T es hermitico si y sdlo si la forma
sesquilineal f es hermitica o bien si (I'z, z) es real para todo x € E.

6.1.4 Proposiciéon. Sea T un operador hermitico en E. Entonces su norma
[[|T]|| viene dada por

1Tl = sup |(Tz,z)| = sup |[(Tw, )|,
[l=]|<1 [lz||=1

es decir, |||T)|| es igual a la norma de la forma cuadrdtica ® asociada a la
forma hermitica f(x,y) = (Tx,y) definida por T

Demostracién. i) Veamos primeramente la igualdad |||T]|| = |||f|||. Tene-
mos que
WA=~ sup [{Tz,y)|
[l pll<1
< sup |[|Tz|
[lzf|<1
< [IIT']].
Puesto que y = Ié—il! la igualdad es cierta. Esto prueba que |||T|| = ||| f]].

ii) La norma de @ viene dada por

Tiaz;
l18]]] = sup L22
a0 |||

— sup |(Tw,a)l
[lz]]<1

<  sup  |(Tz,y)|
Izl <1, ]yl <1

Tenemos entonces que

@l < (1A= (1T
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Sean 7,y € E tales que |[z|| <1y ||| <1, caleulemos el valor absoluto de

la parte real del niimero complejo (T, y) utilizando la forma cuadrética O.
Tenemos que

|R(Tz,y)| = E {P(z+y) -z —y)} \

211.{|<1>(x + )|+ 8@ — )|}

[/

VAN

1
< 2@l ke + I+ lle = o)
El dltimo término es igual (por la identidad del paralelogramo) a

21|l {II=[1* + Iz} -

Por tanto

Rz, < =@l {22 + s} < 2]l

Observemos que para cualesquiera =,y € I el nlimero complejo (Tz,e®y)
(cuando no es nulo) es real si § = Arg(Tz,y) v tiene igual médulo que
(Tx,y). Luego podemos suponer que {T'z,y) es real. Por tanto, gracias a lo
anterior, tendremos que

|(Tz,y}| < |[|®]l

para todo 2,y € E con norma inferior o igual a 1. Por consiguiente NI <
[|[@[], luego

1Tl = Vi@l

6.1.5 Corolario. Para todo operador hermitico T € L(E)
(6.4) 71T = N

para cualquier n € N.

Demaosiracion. 1) Demostremos en primer lugar que para todo operador T' €
L(E) (sea hermitico o no)

=il = T
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En efecto, para todo z € E
(T*Tz,z) = (Tz, Tz) = ||Tz|%.
Y tomando el supremo para ||z|| < 1
=TIl = [lIT]I>.

ii) Esta igualdad aplicada a T hermitico da ||[T?||| = |||T]||*>. Por con-
siguiente, para todo m € N

[Tl B a1

Sean n € N cualquiera y p > n tal que p = 2™ para clerto entero m.
Entonces

TP = (111}
= [[[T ||

< ™ I-Te=ii
< NI e,

Obteniendo que

NTH™ < [1T™1]-
Puesto que en general
™ < (1"
tenemos la igualdad
=1 = Hie
para todo n € N. O

Obsérvese que si un subespacio vectorial V' de E es estable por un ope-
rador T', entonces su adherencia V' es también estable por T.

6.1.6 Proposicion. Sean V' un subespacio vectorial cerrado de E y T &
L(FE) operador hermitico. Entonces

i) 81V es estable por T su ortogonal V* es también estable por T,
1) para que V sea estable por T es necesario y suficiente que T conmute
con el operador de proyeccion P E — V.,
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Demestracion. i) Supongamos V' estable por T y sean # € V= ¢y € V.
Entonces

{Tz,y) = (2,Ty) =0,

luego V1 es también estable por T. El reciproco se demuestra igual.
ii) Supongamos V estable por T y sea ¢ € E, entonces Pz € V, y
TPz eV, por consiguiente PI'Px = T'Px pues P coincide con la identidad
de V. Tenemos asi que
BETP=TE

Tomemos los adjuntos de los dos miembros de esta igualdad, obtenemos que
Pl E=FT

yva que T y P son hermiticos. De donde TP = PT'. Reciprocamente supon-
gamos T'P = PT y sea z € V, tenemos que Pz = x, luego PTx = TPz =
Tx. Como PTx € V deducimos que Tz € V, es decir, V es estable por T.01

Acabaremos este primer apartado con la importante propiedad de den-
sidad del espacio RF(E) de operadores de rango finito sobre E (es decir,
cuya imagen es de dimensién finita) en el espacio K(E) de los operadores
compactos.

6.1.7 Proposicién. El espacio RF(E) es denso en KC(E) con la topologia
de la norma.

Demostracion. Sean T € K(E), ¢ > 0y B la bola unidad de E. Como T'(B)
es una parte relativamente compacta podemos recubrirla por un nimero
finito de bolas B(yi,2),...,B(yk,2) de radio . Sea F' el subespacio de
dimension finita (inferior o igual a k) engendrado por 1, ... ,ye. Entonces
I es completo ¥ podemos considerar la proyecciéon ortogonal P : EF — F.
El operador § = PT es de rango finito. Sea x € B, entonces existe ko tal
que Tz € B(yk, =), luego ||Sz — T'z|| € &. Por tanto

T = S]] <e.
y esto implica que RF(E) = K(F). 0
6.2 OPERADORES POSITIVOS

La existencia de un orden en el cuerpo real R permite dotar al conjunto de
operadores hermiticos en un espacio de Hilbert de un orden parcial.
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6.2.1 Definicion. Diremos que un operador hermitico T en E es positivo,
T >0, si para todo x € E
{(Tx,x) >0

o si la forma cuadrdtica © definida por 1" es positiva. Diremos que es es-
trictamente positivo si (Tx,x) > 0 para tode x no nule.

Es evidente que la suma de dos operadores positivos (resp. estrictamente
positivos) es un operador positivo (resp. estrictamente positivo) y que el
producto de un operador positivo por un real positivo es un operador posi-
tivo.

Obviamente la nocidn de positividad no tiene sentido mas que para los
operadores hermiticos: “operador positivo™ significa implicitamente “ope-
rador hermitico positivo”. Hay muchos ejemplos de operadores hermiticos
positivos, demos algunos de ellos.

6.2.2 Ejemplos. i) El operador identidad I de £ es estrictamente positivo
pues para todo z € E no nulo tenemos que {z,x) = ||z||* > 0.
ii) Para todo operador T' € L(FE) no nulo el operador T*T es positivo, en
efectosiz e B
(T*T#,x) = (T, Tz) = ||Tz|* 2 0.
iii) Sean V un subespacio vectorial cerrado de E y P : E — V el
operador proyeccién ortogonal sobre V. Entonces P es positivo ya que
{Pz,z) = (Pz, Pz) = ||Pz|? 2 0.

iv) Tomemos de nuevo el ejemplo 6.1.1. vi). Sea (2, A, ) un espacio de
medida y denotemos por E el espacio de Hilbert de las funciones medibles
complejas de cuadrado integrable en §2 con el producto escalar

(1.9 = [ He)a@iduto)
Q
Para toda funcién real ¢ medible g-esencialmente acotada sobre £ ponemos

T,(f)(z) = pl()f(x).

Entonces T, es un operador hermitico en E. Si ¢ es positiva, T, es positivo.
Si ademés ¢ es estrictamente positiva fuera de un conjunto de medida nula
T es estrictamente positivo.
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Sea T' € L(E) positivo. como la forma hermitica asociada a T es positiva
tenemos la designaldad de Cauchy-Schwarz

(6.5) Tz, y}? < (Tz,a)(Ty,y)

para todo x,y € E. De esta desigualdad deducimos, tomando el supremo
de los dos miembros para ||y|| < 1, que

.12 " i
(6.6) Tz]? < |IT]||(T2 2).
De esta relacion abtenemos la implicacion signiente
{Te,zy=0=Tr=10
luego si (T'r,z) = 0 para todo x € E entonces T = 0. Es evidente que si T
v —T son positives el operador T es idénticamente nulo. Esto nos permite
definir la relacién siguiente: sean T v S dos operadores hermiticos. entonces
I'<S+=5-T=>=0
Se verifica facilmente que “<" es una relacién de orden parcial en el espacio
H(E) de operadores hermiticos en E invariante por traslacidn, es decir, para

cualesquiera T, S. U € H(E)

T<S=T+ULS+U.

Sea T' € H(E), entonces al ser T acotado los dos niimeros reales signientes
existen

(6.7) = |i1ﬁf (Tw,xy v 8= sup (Tw, ).
==l ll]|=1

Se llaman. respectivamente. la cofa inferior v la cota supertor de 1. Asi
tenemos que

(6.8) T[] = max(|el. |3]).
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6.2.3 Proposicién. Sea T' un operador hermilico en E, entonces las dos
afirmaciones siguientes son equivalentes

i) T es invertible,

1) su cota inferior « es estrictamente positiva.
Demostracion.
ii}=1)
Supongamos ii) cierto. En particular esto significa que T es estrictamente
positivo. Tenemos que

.-.‘a

g= inf (Tx.py=inf 1223)
llal|=1 =0 |||

(8-

de donde para todo © € £
(Tz,z) > allz||?.
Como T es positivo, la forma hermitica f(x,y) = (T'z.y) es positiva y
utilizando la designualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que
Te|l|z]| > (Tz,2) > alla] .
Simplificando
[[T|| = af|z|]
para todo © € E. Luego T es invertible gracias a la proposicion 1.2. de este
capitulo.
i) =—ii)
Supongamos 1" invertible v sea S su inversa. Para todo r € F tenemos
STz = x lnego

20|18

1E3l

La desigualdad (6.6) implica entonces que
ll[* < 118112 T (T2, 2},
lo cual equivale a
1
Tz.x) > ———— 2
S T T Tk

Esto prueba de manera evidente que

e

> 0.

Con esto acaba la demostracion de la proposicion. ]
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6.3 ESPECTRO DE UN OPERADOR HERMITICO COMPACTO
El teorema de descomposicion espectral de un operador hermitico compacto
os ciertamente uno de los resultados més profundos de la teorfa de operado-
res en los espacios de Hilbert. La demostracion que aqui daremos permite
construir los vectores propios asociados a los valores propios no nulos.

6.3.1 Proposicién. Sea T un operador hermitico compacto no nulo en E,
entonces

i) todos los valores propios de T son reales,

ii) T admite un valor propio de valor absoluto igual a la norma de T

Demostracion. i) Sea A € C un valor propio no nulo de T asociwdo a un
vector propio i, entonces

M, &)= (Tz,z) = (@, Ta) = Mz, z).

Simplificando por {x,2) que es no nulo obtenemos A = A. Esto prueba que
el valor propio A es real.
ii) Por la proposicion 6.1.4. tenemos que

Tl = sup [(Tz,z)].

|| |=1

Luego existe una sucesion ap de vectores con norma ignal a 1 tal que
—4
(Tan, za)] "= IITI

Quitando una subsucesion, si fuera necesario, podemos suponer que Iy, es tal
que (T, T,) tiende a un nimero A con |Al = |||T]||. Como T'es compacto,
también podemos suponer que la sucesion Tz, converge a un vector z € F.
Entonces

1T 20 — AZn|]? = (TZn — A2n, TTn — ATn)
= (ITzal |2 = 2RO(T 2, Bn)) + 22|zl *.

Utilizando que |A| = |[|T']|| obtenemos
[Tz — Azall? < 2 (TP = RO{T 20, 20))) -

Esto prueba que si n — +oc, el vector Tz, — Axn, — 0 y por consiguiente

Ey; — £ QuE denotaremos z. Por tanto

Tr= lim Tx, = Az.

n—4oc
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Esto prueba que A es un valor propio del operador T asociado al vector
propio no nulo z ya que ||z|| =1 pues £ = limy 100 & ¥ ||20]| = 1. O

Sea T" un operador hermitico compacto en E. Denotaremos por V.. su
nticleo. Sabemos (véase el teorema 5.4.5) que todos los elementos no nulos
del espectro o(T') son valores propios. Para todo A € o(7T") — {0} denotemos
por V) el subespacio propio asociado a A que es de dimensién finita.

6.3.2 Teorema. Sea T un operador hermitico compacto en E, entonces

i) los subespacios Vy son ortogonales dos a dos.
i) tenemos que

Aea(T)—{0}

wi) Bl espacio E es suma directa ortogonal de V.. y de lodos los subes-
pacios V.

E=Vea| P W
Aco(T)—{0}

Demostracion. 1) Sean A y p valores propios no nulos y diferentes asociados
respectivamente a dos vectores propios z e y. Tenemos que

Mz, y) = (Tz,y) = (z,Ty) = ulz.y),

entonces (x,y) = 0y x e y son ortogonales, por consiguiente los subespacios
Vi v V,, son ortogonales.
ii) Por la proposicién 6.3.1. existe un A € o(T) tal que

Al = [1T]l-

Pongamos Ay = A y sea eg un vector propio de norma 1 asociado a Ag.
Denotemos por £ el subespacio de E ortogonal a eq. Ej es cerrado. lucgo
es completo. Como T es hermitico, F; es estable por T v la restriccién 13
de T en este subespacio es nun operador hermitico compacto. La proposicion
6.3.1. aplicada a Ty operando en £y prueba la existencia de nn valor propio
A1 asociado a un vector propio ¢; de norma 1 vy tal que

|Az| = |||T4]])-
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Tenemos por tanto que [A;] < |Agl.

Repitiendo el proceso obtenemos una sucesién de operadores hermiticos
compactos T, (Ty = T)) operando respectivamente en los subespacios cerra-
dos E,, (Ep = E) en E tales que

E,CEny y Tp= Tn-—1|h.” w2
v una sucesién de valores propios A, asociados a una sucesion e, de vectores

propios con
|/\u| S |/\n—-—1 |

=
v tales que E, es el ortogonal de @, Key.

Probemos que la sucesion A, tiende a 0. Supongamos lo contrario, en-
tonces existe un real & > 0 tal que para todo n € N

An| 2= 6.
Clomo los vectores e, forman un sistema ortonormal tenemos que
ITe,, = Temll = ||Anen — Ameml| = 6v2.

Esto contradice que la sucesion T'e,, deba ser relativamente compacta ya que
el operador T es compacto.

Estamos va en condiciones de demostrar la afirmacién ii). El subespacio
ortogonal a todos los vectores e, es

A= ﬂ b

—
ncis

Sea x € A, entonces para todo n € N tenemos que

Como lim A, = 0 tenemos que Tx = 0 y & € V.. Reciprocamente, supon-
samos T = 0 entouces para todo n € N

Anlz.en) =z, Tep) = (Tz.e,) = 0.

Luego 7 es ortogonal a todos los e,. Esto significa que

Aea(T)—{0}
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iii) El subespacio V.. es ortogonal a todos los vectores e, por tanto es
ortogonal (v es exactamente el ortogonal) al subespacio vectorial cerrado
engendrado por dichos vectores. Como para todo subespacio cerrado X de
E tenemos que £ = X & X resulta que

E=V,.o @ V.

Aea(T)—{0}
El teorema queda asi demostrado. ]

6.4 ;PARA QUE SIRVE EL ESPECTRO?
Muchos problemas de la Fisica dan lugar a ecuaciones integrales del tipo

b
f(x) =] K(z,y)f(y)dy + g(x),

donde K es una funcién real continua simétrica en [a, b x [a, b], g una funcién

=% s 2 . n .
real L® en [a.b] v f una funcion real L? que gqueremos determinar. Este tipo
de ecuaciones se escribe en general del modo siguiente:

(*) Ter—Jdr=y

donde x e y son vectores de un espacio de Hilbert £ v T un operador
hermitico compacto en £. El concocimiento del espectro de T permite dar
explicitamente las soluciones de la ecuacion (x).

Denotemos por (A, )nen la sucesién de valores propios no nulos de T dada
por el teorema 6.3.2. Tomaremas Ay, = 0, Voo serd el nucleo de T vV, el
subespacio propio asociado a A, Para todo vector z € E, sean z. su
proyeccion ortogonal sobre Vo v z, aquella sobre V,,. Entonces tenemos el
desarrollo

273-3:4'2% con ||Z||2:||2x||2+Z||zn.||2

nel nel

Desarrollando x e y de este mado y reemplazando formalmente en la ecnacidn

{#) obtenemos
Z(’\u - A)"?fn. - /\-T:v.. = Yoo T Z Un

nel nel
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que nos da el signiente sistema equivalente a la ecuacion (=)

—)\;If..x. = Y~
(S) e )‘)J-:'N = ln
3 w12l * < Fes;

La tltima condicién expresa la pertenencia de la solucién al espacio E.

1" caso : A=10
Una condicién necesaria para que el sistema tenga solucién es que Yoo = 0.
Supongémosla cierta, el sistema se reduce entonces a

k) /\H 'r.ie. i~ yn
s) {

Ynen JEal P < +oo.

Si la solucién r existe, viene dada necesariamente por

In

T

A

v I s arbitrario. El vector asi delinido es una verdadera solucion si v s6lo

gl
Z ||Jn||
“+0G

hEL ™
v el espacio de soluciones estd parametrizado por Vi

2° paso ; existe k e N tg. A= M
Para que (S) tenga una solucidn es necesario tener g = (. supongamaos ¢ue
esto es cierto y tomemos i . cualquiera. Para n = k tenemos entonces

Como el conjunto (A, Jnen es discreto
6 = inf |An — A| > 0.
[t

Luego

52| < 67 laall
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para n # k. Por consiguiente

Z l|zn|]? < 460,
n#Ek
v la solucién general es
o Yeo Yn
A £ An — A

que estd parametrizada por V.

3% caso: A ¢ o(T)

Esta vez no hay obstruccion alguna. Para todo y € E hay una tinica solucién
r &€ F dada por

Hoc Yr
B S
/\ N A'|'1 == -}‘
el
El razonamiento es pricticamente el mismo de antes. ]

6.5 EJERCICIOS

6.A Sean (E,{ , ) un espacio de Hilbert vy T': E' — E una aplicacidn
lineal tal que exista otra aplicacién lineal S : £ — E que verifican

{T_-',r__-__ J}) e (i‘._ ;Sg;’ Yo, Yy e E.

Demostrar que T es un operador acotado en E.
Indicacion: demostrar que la aplicacién (r,y) € Ex E — (Txz,y) € K
es separadamente conlinua y aplicar el teorema de Banach-Steinhaus.

6.B Sea F un espacio de Hilbert separable. Recuérdese que una parte
M de E se denomina débilmente acotada si para todo x € F el conjunto
({f.x})rem es acotado en C, se denomina débilmente compacta si de toda
sucesion (fy)n>1 en M podemos extraer una subsucesién [, débilmente
convergente en Al (es decir, que existe una f € A tal que Va € F la
sucesion (f,, . «) converge hacia (f,z)). Tenemos la propiedad siguiente:

Toda parte débilmente acotada es débilmente relativamente compacta.

Sean (e, )1 una base de Hilbert en £ v (An )y =1 una sucesion de mimeros
reales tendiendo a 0, Para todo & € E ponemnos

aC

Tx) = Z Al enen

=1

Demostrar que T es un operador autoadjunto y compacto en E.
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6.C Sean E un espacio de Hilbert separable, (e, );en+ una base de Hilbert y
T un operador acotado en LE.
i) Demostrar que el mimero (finito o infinito)

Z [|[Te;

i=]

|'2

no depende de la base (e;) elegida.
Diremos que 1" es de Hilbert-Schmidt si

3 ITeil? < +oc.

=1

i) Deducir que el adjunto de un operador de Hilbert-Schmidt es también
de Hilbert-Schmidt.

Sea HS(E) el conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt en E.

ili) Demostrar que HS(E} es un espacio vectorial.

iv) Demostrar que

1Tl = (inwﬂé

=1

es una norma en HS(F).

v) Demostrar que |[|T||| < |[|T]|lo donde ||| ||| es la norma habitual del
operador 1",

vi) Demaostrar que HS(E) es un espacio de Banach,

vii) Demostrar que HS(E) es un ideal bildtero del algebra L(E) de ope-
radores acotados en £

viii) Demostrar que HS(E) contiene los operadores de rango finito de £
y que son densos para la norma ||| [|[o.

ix) Deducir que todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

6.D Sca E el espacio de las funciones continuas en [0, 1] a valores complejos
con el producto escalar

L L —
(f.9) = /ﬂ J(a)g(e)da.
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siendo K : [0,1] x [0,1] — C una funcién continua a valores complejos que
verifica K(x, y) = K (e; ) v T el operador compacto en E definido por

3|
T(f)(z) = / K(x9)} @)dy,

i) Demostrar que el operador T' es hermitico.
ii) Demostrar que la sucesion (A,,) de valores propios de T (cada uno
contado con su orden de multiplicidad) verifica

SE
Z)\i S] (/} |K (. y |2dy) dx
” 0 \Ji

iii) Deducir que T se prolonga en un operador de Hilbert-Schmidt en el
completado Ede E.

6.E Para todo cuerpo K sea K[X] el dlgebra de polinomios de una variable
con coeficientes en K. Para todo P € C[X], P es el polinomio cuyos coe-
ficlentes son los conjugados respectivos de los de P. Si E es un espacio de
Hilbert complejo, L{E) sera el dlgebra de Banach de los operadores acotados
en E. Para todo T € I(F) denotaremos por 7% al adjunto de T

Sea T € L(F), para todo P € C[X] de la forma P(X) =ay+a1 X +...+
i, X" ponemos

P(T)=agl +aiT +...+ @, T".

i) Demostrar que la aplicacién ® : C[X]| — L(E) definida por ®¢(P) =
P(T") es un morfismo de algebras.

ii) Demostrar que (P(T))" = P(1T™).

Supongamos 1" hermitico y sean a v 7 sus cotas inferior v superior, res-
pectivamernte,

iii) Dar una, condicién suficiente sobre P para que el operador P(T) sea
hermitico.

iv) Admitamos que el producto de dos operadores positivos que conmutan
es positivo. Demostrar que si P € R[X] es positivo en ¢l intervalo [a, 5]
entonces P(7) es positivo. Deducir que si P, @ € R[X] son tales que P(x) <
((x) para todo x € [, 5] entonces P(T) < Q(T) y que

PO < sup |P(x)|

TE o, 7]



6.5 EJERCICIOS 129

v) Demostrar que 7 se prolonga & un morfismo continuo del algebra
(de Banach) de las funciones continuas en el intervalo [c. 3] (con la norma
|| |ls de la convergencia uniforme) en el dlgebra L{E).

vi) Deducir que si 7" es positivo existe un tnico operador hermitico posi-
tivo D en E tal que D? = T (decimos que el operador D es la raiz cuadrada
de T).

vii) Deducir también que si @ > 0 entonces el operador T' es invertible.
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Capitulo 1

Fiercicio 1A

i) La aplicacion d : P x P — R es la distancia euclidiana en el plano.

Demostremos que d’ es una distancia en P. La simetria d'(M, N} =
d'(N, M) es inmediata, asi que d'(M, M) = 0. Sean M, N € P tales que
d'(M.N) = 0. Entonces d(M,0) = d(N,0) =0 v como d es una distancia
tenemos que M = Q = N. lo cual prueba la propiedad de separacion.
Demostremos la desigualdad triangular. Sean M. N y P € P, tenemos

d'(M,N)=d(M,0)+d(N,0)
< d(M,0)+d(P,0)+d(P,0)+d(N,0)
=d'(M,P)+ d'(P,N).
ii) Sea (M )r>1 una sucesion de Cauchy en (P.d’). Entonces para todo

£ > 0 existe un N_ € N tal que

k> N, = d (M, M) <

Iy

Esto implica que la sucesion My es estacionaria a partir de un ndmero ky
o que d(My, Q) < & para k > N, es decir, M}, converge hacia el punto O
para d. Como d' (M., Q) = d(My, O), My converge hacia O respecto a d’.
Por tanto el espacio métrico (P.d’) es completo.

iii) Es evidente que la sucesion M, = (1, %) converge respecto a d hacia
el punto My = (1,0). Pero para d’ esta sucesion no es ni siquiera de Cauchy,
en efecto, para k,! € N tenemos que

d' (M, My) = d(My, O) + d(My, O)

[ f -
:W-{--%JFVH%
> 2

Por tanto podemos afirmar que las distancias d y d’ no son equivalentes. [

Ejercicio 1.B

Las propiedades de simetria y de separacion para dy se deducen facilmente
del hecho de que d es una distancia. Para demostrar que d; verifica la
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desigualdad triangular vamos primero a demostrar que si a.b y ¢ son tres
numeros reales positivos tales que a < b+ ¢ entonces

L b i &
l+a - 1+b 1+¢
Para fijar las ideas supondremos que ¢ < b (que no es ninguna restriccion).
Tenemos a+ab < (b+c)+a(b+c), es decir, a(14b) < (1+a)(b+c¢). Dividiendo
los dos miembros de esta designaldad por el ntumero estrictamente positivo
(1+a)(1—+b) v en teniendo en cuenta que ¢ < b se obtiene

a bh+e b e
< < + :
l+a ~14+b  1+b 1+c

Sean x,y v z tres elementos de X, aplicando la desigualdad que acabamos
de ver a los tres numeros reales positivos

ag=d(zw) b=dzz ¥y e=dlzy)

se obtiene que
dy(z,y) < di(x,z) +di{z,z).

Que dy sea una distancia es un hecho facil de probar. Demostremos que
d1 v ds son uniformemente equivalentes a d. Para ello basta establecer la
bicontinuidad uniforme de las identidades

i (X, d)—(X.dy) v J:(X.d)— (X,do).

i) Como dq(z,y) < d(a.y) para todo x,y € X, 1 es lipschitziana y por
tanto uniformemente continua. Demostremos la continnidad de la inversa
i~ (X,dy) — (X,d), para ello bastard probar que para todo £ > 0 existe
un > 0tal quesi z.y e X

di(z,y) <n=d{z,y) <&

Pero dado un niimere £ > 0 bastara tomar np = T
i) Tenemos siempre que da(x. y) < d{z, y) para x,y € X, por tanto j es
uniformemente continua. Demostremos que j—© es uniformemente continua.

Sea ¢ > 0 v tomewmos 7 tal que y < inf{l.c}. Es evidente que

dolz,y)<n—dle.y) <&

Luego 7 es uniformemente bicontinua.



CAPITULO 1 135

EJgrcicio 1.C

i) Sea A, un abierto de X,. Entonces 7 (An) = Il,en- S4 (donde
Q, = A, v Q = X; para i # n) que es un abierto de X en la topologia 7.
Para todo n € N* la proyeccién m, : X — X, es confinua.

Sean A un abierto de X. o, € m,(4) v x € X tal que 7, (x) = &, Como
A es abierto, para cada n € N* existe un abierto A, de X, tal que x, € Ay
v A 3 [l,5; An- Por consigulente m,(A4) O A, ¥ el conjunto m,(A) es
abierto va que es entorno de cada uno de sus puntos. Esto prueba que 7,
es abierta.

ii) Sea & una topologia sobre X para la cual las proyecciones 7 son
continuas. Es obvio que 8 contiene todas aquellas partes [ [, o, (2 tales que
0, = X, excepto como mucho para un indice n € N* para el cual Q,, = A,
abierto de X,,, y por tanto todas sus intersecciones finitas que son las partes
de la forma

IT &
TR *

CoIl

B s An, parai=n; j=1,... i
T i
X;  en caso contrario
(A, abierto de X, ) asi como las reuniones (cualesquiera) de partes de este
tipo. Luego S contiene a 7.
iii) Sean x € X y £ > 0. Por definicién

oC

: 1
B(J:-.f) =35I = (:f)'-n) cX Z Eﬁﬁ{n(:“neyn) <€

n=1

Como la serie Y7 L es convergente (de suma 1) existe un N € N” tal
que

s
1
E e 65
i
n=N-+1
Sean=g— oo niy 3w > 0, entonces la parte

N
B(z,,n) x H X,
1

>N

n=
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esta contenida en B(x,g). En efecto, sea y € X tal que dy,(2n,yn) < 1 para
n=1,...,N., Entonces

N %

1 1
d('f"‘ '."/) = Z ?d:a(rn . -rl) T Z ‘,Fdn(i:n' yﬂ)
n=1 n=N+1
. |
< (f. == F) i == Z 27
n=N-1
L ITE —.

iv) Se deduce de iii) que para todo punto z € X todo entorno de x
respecto a d es un entorno de x respecto a 7. Luego T es maés fina que la
topologia 7; definida por d. Pero como para todo n € N*, d,, < 2%d, 7,
hace continuas todas las proyecciones ,. Por tanto 7; es més fina que 7.
Por consiguiente 7 = 7.

v) 51 f 1 Y — X es continua, m, 0 f : Y — X, es continua para
todo n € N*. Reciprocamente, supongamos que para todo n € N* 7, o f es
continua. Sea S la topologfa mas fina en X que haga continua f, los abiertos
de S son las imagenes por f de los abiertos de V. Esta topologia hace en
particular continuas todas las proyecciones m, va que si A, es un abierto de
X, T (w;l(.il,?)) = (mn © f)~1(A,) es abierto (7, o f es continua). Por
tanto la topologia 8§ més fina que 7. Dado que f: Y — (X, S) es continua
resulta que f: Y — (X, T) también lo es.

vi) Supongamos X, completo para todo n € N*. Sea (z%)p>; una
sucesion de Cauchy en (X, d). Para todo ¢ > 0 existe un N € N* tal
que

1 ;s
El>N=— Z QT(E.,,(;I:ﬁ._:I:’:I) 2

n=1

Esto implica que d,,(z%,z!) < 2"z para todo n € N*, es decir, si fijamos

n € N* la sucesion (x5)i»1 es de Cauchy en X,,. Como X, es completo,

¥ converge (cuando k — +o¢) hacia un elemento x, € X,,. Ademds existe
n g J

una constante C' > 0 tal que

k>N=vVneN*, d.(zF z,) <Ce

Los limites x,, definen un elemento x = (z,), de X. Demostremos que x*
converge hacia x en X. Para k > N tenemos que
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‘ = 3 .
d(z*, 2) = Z = d (25, 2)

=1

Csi ??17] = (k.
=1

El espacio métrico (X.d) es por tanto completo. O

I/

EJercicio 1.D

> i .

La funcién f(x) =z es claramente continua y, como [0, 1] es compacto,
es uniformemente continua. Sera lipschitziana si existe un numero real k > 0
tal que para todo z,y € [0,1]

£ () — F)l < Kz —yl-
Esto implica en particular que el valor
|f(z) — F(»)]
|z — |
esta acotado (por k) sobre el conjunto {(z,y) € [0,1] x B.1] & aeyy. ¥

f(=) — £O) _ {1
0] ]

l—n
=z = , z€(0,1]
6lo 1o es cuando n > 2. Luego f no puede ser lipschitziana. O

Eiercicio 1.E

i) Si uno de los dos nimeros a o b es nulo, la desigualdad se verifica
trivialmente. Supongamos por tanto ab > 0. Tenemos

log(ab) = loga + logb

1 1
= ~loga? + —log b?
p q

ab b
< log oy + &)

va que la funcion logaritmo es concava. Tomando la exponencial de cada
una de los dos miembros se obtiene
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a? b"
g —F —
B g
ii) La desigualdad buscada se verifiea si una de las funciones f 6 ¢ es nula
p-cpt. Supongamos por tanto que f y ¢ son las dos nulas p-cpt. Aplicando
la desigualdad que precede (en cada punto) a las funciones positivas
g ue ¥ I 1

G=—— ¥

se abtiene
L M P q
|f9 & EA S
fllallglls — 2lfll  gllgllg

E integrando los dos miembros

1 jgg|f|p lfr}"?fq i
IIfllpllgilq/|f =2 AE Yo e T

De donde

||f§||l = “f”ﬂ“!]“q

iii) Para p = 1 la desigualdad es immediata. Supongamos p > 1, entonces
q= ;5. Como f.g € L?, f+ g€ L” luego (f + g)*~! € LY. Tenemos que

[ 15+l = / F 4l 1f + g
S JO

5/_ |f|-|.f’+yl’°‘1+/|9|-|'f+glp_1-
o o

Y por la desigualdad de Holder

[ [f+olf = (] |f|?°> J (Z;i'fJ’Q“p_”“)%Jr
([g |g|p) F (/Q il y|‘(ﬁ—qu> a |

1+ 9llD < [1f 1l I1F + gl + llgllp -

es decir,
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obteniendo que
p—E ; (n
||f+g||'ﬂ & S ||.f||p+||g|!p-

plp—1)

= 1 tenemos

Pero como p — g = —

IIf+all < [|£]lp+ llgllp

que es la desigualdad buscada.

iv) La aplicacién || ||, que a f € LP asocia || f||, € R. verifica por tanto
la designaldad triangular. Las propiedades de separacidon v homogeneidad
son inmediatas. Esto prueba que || ||, es una norma en el espacio vectorial
B,

v) Como f,, es una sucesion de Cauchy, para todo k € N existe un entero
Np tal que

- 1
mp > Ne = llfa = llp < 7.
Asi, si definimos la sucesion de enteros (ng)ren tal que para todo k € N,
ng > N, la sucesidn (f,,, )r verifica que

1
||.f}r5._|.1 - .fu,:‘. ||p g 2_;‘3

vi) Al ser las funciones fp medibles, las fy, también lo serdn y por con-
siguiente i es medible. Por otra parte. hi tiende a h de forma creciente
entonces la propiedad de Beppo Levi implica que

(/hi’_)”]*([hr)”_
S0 J{1

Ademsds para todo & € N™ tenemos

J{i'
[Bklle € Wi llpt 2 Wfasss = Fralle

i=1

E .
, 1
= ||fnz||}° 3 Z E

i=1
S| fnllp + 1

<L 0.
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Luego h € LP puesto que las normas ||hg|[, estdn mayoradas independien-
temente de k.

vii) Como h € LP es p-cpt finita. La serie (u,) cuyo término general
viene dado por

Uy — fnl Y Ugp = .fu;\_._l = fm‘. para k =2

tiene por suma parcial Sy = f,,,. Decimos que esta serie converge absoluta-
mente g-cpt, por tanto la sucesion (f,, )i>1 converge absolutamente pi-cpt
hacia una funcién medible f.

viii) Tenemos

k
|fn-;-| = fm T Z U‘m.n = fn'e}
i=1

[

ke
Ifn1| e Z |fn,+1 == frz;' = hy.

Como h € LP el teorema de Lebesgue nos dice que f € LP y f,,, tiende a f

en LP cuando k — +co.
Para n > np tenemos

||fn - f||p < ”f‘-‘? = fm-”p =t ”fm: - f||p
1 ; .
S zﬁ -+ ||fﬂ.|"- == j”?
lo que demuestra que f, — fen LP.
Por tanto hemos visto que (L?, |

[|) es un espacio de Banach. O

EJjercicio 1.F

Demostremos en primer lugar que p, es una norma en H para todo n €
N*. La tUnica propiedad no inmediata es la separacion. Sea [ € H tal que
pa(f) =0, f es por tanto idénticamente nula sobre el disco K, y por tanto
en todas partes por ser analitica.

La sucesidn creciente de normas (p,),en define una topologia sobre H
que es la misma a aquella asociada a la distancia invariante por traslacion

0

)= ; 2 1+pu(f—g)
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Para demostrar que H con esta sucesion de norinas es un espacio de Fréchet
basta probar que es completo con esta distancia. Sea (fi)ren una s1Lcesion
de Cauchy en H. Para todo n € N* y todo k € N denotemos por fi la
restriccion de fx a K. La sucesién (f7)x es de Cauchy en el espacio de
Banach CY(K,,,C) de las funciones complejas continuas sobre K, dotado
de la norma p,. Por tanto converge hacia un elemento f™ tal que para
todo n € N* la restriccion de f*T a K, es ignal a f,; existe por tanto
una funcion continua f : € — € cuya restriccion a K, es precisamente
7. Luego, la sucesién f). converge uniformemente sobre todo compacto
K,, hacia f. Demostremos que f es holomorfa. Para ello vamos a usar el
teorema de Morera que recordaremos.

Sea O un abierto de C. Llamamos camino cerrado en O a toda ap licacion
continua 7y : [0,1] — O tal que 7(0) =(1). i f: O — C es una funecion
continua, la integral de f a lo largo de v serd, por definicidn, el nidmero
complejo (cuya existencia se muestra de manera similar a la de la integral
de Riemann de una funcién continua sobre un intervalo compacio de R):

[ steyts = im 3 H(@G) A1) 1)

donde 0 =g <1 < ... <ty =1 es una subdivisidn cualquiera de [0,1].
§ = sup{lt; —t;j-1|} y (; un elemento arbitrario de [t;—1,t;].
Teorema de Morera : Si para todo camino cerrado v de O

| ez =
entonces f es holomorfa en O.
Vuelta al ejercicio: Sea 7 un camino cerrado en C. Entonces existe un
n € N* tal que la imagen de 7y estd en el interior de disco K,. Como f, es
holomorfa, el teorema de Morera nos dice que

/ Ful2)dz = 0.

Y como f, converge uniformemente sobre K., hacia f, f, converge uni-
formemente hacia f sobre . Luego

/, Jlzlde = El'f_l ) / fulz)dz =10

v f es holomorfa en C. El espacio H es por tanto completo y por consiguiente
de Fréchet. O
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Eiercicio 1.G

i)Seant € Ry Ay =t + A. entonces 1ana,(z) = 14(z +t)14(x). Como
Ay M A C A tenemos que 144, < 14 v por tanto

] 1a(z +t)1a(z)d(z) < / 1a(z)dA(z) = MA) < +ox,

B

es decir, la funcién @ — ~(2,{) es integrable para todo # € R.

ii) Para z fijado la funcién ¢ — ¢.(z + t)1a(x) es continua vy para t
fijado, ¥ — we(x+1)1a(x) es integrable ya que |g. (x+1)14(z)| < |y(2, )|
que es integrable por i).

Sean t € K y t,, una sucesion de niimeros reales que tienden hacia ¢.
Pongamos para todo n € N que ¢l (z) = p.(z + £,)1 4(x), entonces

a) |¢?(z)| € 14(z) para todo x € R,

b) @Z(x) converge hacia y.(x,t) para x fijado ya que @, es continua en
{. Entonces el teorema de la convergencia dominada implica que la integral
de ¢ (x) converge hacia la integral de ¢.(x + t)14(x), es decir, h.(#) es
continua en {f.

iil) Calculemos

|h(t) — hsft}Jz'/".f(x:f-)dz\(r)— / (x4 )La(z)dA(z)
/Ia o, E) (2 4+ 1)1 a(x)| dA(x)

/|1 B B el - )

Il\ 1A
m

Luego
sup |h(t) — ho(t)| <
t=ll

Esto implica que A, tiende uniformemente a h cuando z tiende a 0. Por
consiguiente i es continua pues es limite uniforme de funciones continuas.
iv) Tenemos

h(0) :/?1_.1(::-)1‘4[;r]d)\(_r) — LAY
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Como h es continua y A(A) > 0, existe un § > 0 tal que para todo t €
(—6,4+6), h(t) > 0.
v) Para t € (—6,+6) la integral

f ll(i + f?)l__;{:l.')(i/\(ii'}
es estrictamente positiva, la funcién integrada es por tanto estrictamente
positiva en por lo menos un punto (dependiente de ) que denctaremos x;.
Este punto es tal que 1 4(z+£) > 0y 14(x) > 0, es decir, 2y € Ay 2+t € A.

vi) Por lo anterior, para todo t € (—é6,+8), 2 € Ay a:+1 € A, por tanto
t=as+t—uxy € A— A = E. Dicho de otro modo, (-6, +é) € E. Esto
prucha que F es un entorno de 0.

Como se dice en el enunciado del problema. este resultado sigue siendo
valido incluso si A(A) = +c.

vil) Supongamos que F' contiene un racional no nulo r. Esto significa que
r=x—yconr e Beye B.xeyson por tanto equivalentes (v diferentes),
lo eual contradice el hecha de que B contiene un tnico elemento de cada
clase de equivalencia. Entonces el conjunto £ no puede ser un entorno de (.

viii) Sean r y 1’ elementos distintos de Q tales que (r + B)Mn(r’ + B) # 0.
Entonces existen z,y € B tales que r+2 =+ +y, dedonde z —y=7¢" —r,
Esto implica que = # y v 2 es equivalente a y. Contradiceion puesto que
B contiene como mucho un elemento de cada clase de equivalencia, por
consiguiente (r + B) N (' + B) = 0. Todo elemento z € R estd en una
unica clase de equivalencia, es decir, existe un 1inico elemento » € B tal que
r—ax=r€Qestoes z €r+ B. Luego R=J .,(r + B).

ix) Como B € B (es la hipdtesis que hemos hecho). (r + B) € B ya que
al ser la aplicacién » — & + r continua es medible. aplicando viii)

+oc = A(R) = ) _A(r + B).

rER

Existe por tanto un » € @ tal que A(r + B) > 0. Como A es invariante por
traslacion tenemos que A(r + B) = A(B) lo cual prueba que A(B) > 0.

x) Por vi] F' = B — B es un entorno de 0 cosa que contradice vii). Por
tanto ¢l conjunto B no es medible en el sentido de Lebesgue.
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Capitulo 2

EJERCICIO 2.A

Es evidente que la restriccion 3;“ de la topologia 7z a U es méas fina
que la restriccién T¢ de la topologia Tx a U. Demostrenmos que ’TC“ C

TH. Como U es equicontinua es acotada para la norma ||| ||| de L.(E, F).
consideremos o = sup, o, {|/|¢/||}. Sean K un compacto de E, £ > 0y

pongamos 1 = 75, Entonces K puede recubrirse por un numero finito
de bolas {B(a;,n)},—, , donde a; son elementos de K. Para demostrar
TH © TH basta probar entonces que el conjunto

T

Vi, K,g) = {?! £ L{‘ sup ||uly) — v(y)|] < E}

ye i

contiene la interseccion de f con la parte

ﬂ Viu, {a:},

=1

Sean x € Bla;,n) yv € U NV(u,{a;}.n). Entonces

Ju(a) — v(@)]] < |lule) — w(a)l] + |ula:) — vl + [lv(a:) — v()]]
el + 7+ [l[e]lln
£(14+2am=c¢

[A

Luego paratodo i=1,... .n.vednNV(u {a;}.n) CUUV (u. K, ). []

Esercicio 2.B
i) Es evidente que E contiene la reunion de los A,. Sea x € I, entonces
a = sup |ju(x)|| < +o0
e ld

va que la familia U es simplemente acotada. Si n € N* es tal que n > a cs
obvio que & € A,,. Esto da la igualdad

E = U4

i
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Los A, son claramente cerrados v su reunion es de interior no vacio (igual
a E). Por el teorema de Baire, uno de los A, tiene interior no vacio y por
tanto todos va que para cualquier n € N™ 4, = nd; y en particular 4, es
de interior no vacio.

ii) Sean z,y € A, y t € [0, 1], entonces para todo u € U tenemos que

ults + (1 — Op)I| = lltule) + (E— u@l| < t+ (1 - =1,

es decir, A; es convexo. Por otra parte, si x € A, entonces —z € A, es
decir, A; es ademés simétrico, por tanto su interior contiene fz+1(—z) = 0.
Existe entonces p > 0 tal que la bola B(0. p) estd contenida en A;. Para
todo 2 € E no nulo, prgy € B(0,p) C Ay, tenemos por tanto

1

Eip ||u]]| =sup {4 sup ||u(z)||p < —.

= veld | ||z||<1 (2
Esto prueba que la familia &/ es acotada en el espacio normado Lo(E, F)
luego fuertemente acotada. O

Eiercicio 2.C

i) Como para todo z € FE la aplicacién parcial ¢, ) es continua la
sucesién o(-, y,) que estd en L,(E,G) converge simplemente hacia 0. Por
el tearema de Banach-Steinhaus esta sucesion converge uniformemente so-
bre todo compacto de F hacia 0, en particular sobre el compacto {z,|n €
N} U {0}. Esto implica que &(x,,y,) tiende a 0 enando n — +oo. Por
consiguiente ¢ es continua como aplicacion bilineal de E x F en G,

ii) Sea a € R, hay que demostrar que 7, (f) tiende a 7,(f) cuando z — a.
Sea & > 0, entonces existe p € K(R) tal que |[f — ¢||, £ 5 (se deduce de la
densidad de K(R) en L que admitiremos). Tenemos que

el f)=7al. )“pfu‘x(f) ?)Hp"'||T;r($-5‘)—'rn_('9?)||p‘|’Hf_u(?j_"rn(f)Hp-

Pero

o) = L)l = { [ 17t =3 ot - -y)wy} "

|
=

|
€
=
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Tgualmente

|mmﬂ—namu={jﬁﬂa—m—pm—mw@}”

=

et %‘5||p

<

wim

Por otra parte

sl sl = {/Lra—ﬂ—v%—yP@}
< él‘lTa(‘i—’) - T.T. }" ||':vc

; sy 5 i :
donde & = u(K)* con K soporte de ¢. Como ¢ es uniformemente continua
(pues es continua con soporte compacto) existe 57 > 0 tal que

<

% .

Tenemos finalmente que para todo ¢ > 0 existe un n > 0 tal que

|2 —a| < = ||7alp) — 72(@)]| <

[z =al <n=llr=(f) = 7a(f)ll, < &

que prucba la continuidad de @ € R — 7,(f) € LP.

i) Sean f € L? y g € LY, por i) se cumple que para todo = € R la
funcién 7, (f) estd en L? y por tanto. por la desigualdad de Hélder (véase
el ejercicio 1.E), la funcién 7,.(f)g estd en L'. Tenemos que

m*mwz\LnMMWWMysmuﬂmwmmzwme

Luego f+g esta definida en todas partes, como el dltimo término no depende
de r. esta funcion es acotada. Queda demostrar que f # g es nniformemente
continua. Sean a v b reales tenemos que

|/ +gla) - f |—J/(Tn i) = 7 (F)(x))g(z)

E”"u( _H’J ||f}‘ !QH‘I'
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Sabemos entonces por ii) que para todo £ > 0 existe un 7 > 0 tal que

la— bl <= ||7a(f) = (f)|p <&

Luego

le— bl <n=>||glly -&

Esto prueba la continuidad uniforme de f *g.

iv) Sean [ v gen KKy x ¢ sop(f)+sop(g). entonces para todo y € sop(g),
x —y & sop(f) v por consiguiente f(x — y) = 0. por tanto f «g(z) =0, es
decir, sop(f * g) C sop(f) +sop(g).

Si f v g tienen soporte compacto entonces sop(f) + sop(g) es también
compacto, por tanto f % g es a soporte compacto. ]

Eiercicio 2.D

Para todo niimero complejo z = a + i3 la parte real de iz es igual a —/3
de donde z = Rz — iR(iz). Como R(if(x)) = Rf{ix) = w(ix), poniendo
z = f(x) se obtiene para todo @ € E que

f(2) = u(zx) — iuliz).

Esto prueba la identidad.

Puesto que para todo x € E |u(z)| < [f(z)| resulta que |||u||| < ||| f]]|
Por otra parte, para todo z € E existe un ¢ € R tal que |f(z)| = ¢ f(x).
Como f(e'r) es real tenemos que

[f{z)| = Fe?2) = u(e?s).

Pero

F(ex) = u(e®x) < [|[ulll - lez] = [[lull] - |l=]].

Esto implica ||| f|]| <

[l = [1LAT]-
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EJercicio 2.E

i) La evaluacién (621, ) solo tiene sentido cuando ¢ es derivable hasta
el orden » + 1 en a. Existen funciones ¢ € D*(R) que no son (n + 1)
veces derivables en a, por tanto la distribucion 677! no puede extenderse al
espacio D™ (R), es decir, no puede ser de orden n.

ii) Para todo ¢ € D(R) la suma

(360 0) =3 ¢ (an)
n=>0

=0

es finita, por tanto la suma de las 6] define una forma lineal en D(R).
Demostremos que es continua. Sea ¢y una sucesion en D(R) tendiendo
hacia 0. Esto significa que existe un compacto fijo K de R tal que
— sop(yk) C K para todo £,
para todo r € N, la derivada de orden r de ¢ tiende a 0 uniformemente
cuando k tiende a infinito,
Como la sucesion a,, tiende a infinito existe un N € N tal que paran > N,

a, & K. La suma
N
> ok (an)
n=0

converge por tanto a 0 cuando k — +oc. U

EIERCICIO 2.F
1) El espacio V5 (resp. V1) es el nicleo de la primera proyeccion
pi i (z1,@) — 2 €N
(resp. la segunda proyeccion ps : (z.x2) — @2 € V4) que es continua, por

tanto V5 v V) son cerrados.
ii) Sea (vy,...,v,) una base de Vj. Para todo ¢ =1,... ,n la aplicacion

i
fir D Mp €V — MEK
i=1

es una forma lineal continua en V;. Por el teorema de Hahn-Banach se
prolonga en una forma lineal continua ¢; en E, por consiguiente la identidad
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de V| definida por las f; se prolonga en la aplicaciéon lineal continua @ :
FE —— V) definida por

B(z) = wilz)vi.

2=1

iii) Pongamos Va = Ker ®@. Entonces V5 es un subespacio cerrado de E'y la
aplicacién lineal © : (z1,22) € Vi x Vo — w1422 € E es continua, biyectiva
v admite por inversa la aplicacién lineal continua €71 : B — V| x V4
definida por

0~ 1(z) = (B(z),z — ®(x)).

Esto prueba que V5 es un suplementario topoldgico de V. O
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Capitulo 3

EiERCICIO 3.A

Supongamos k = 1, por ser Ker fi € Kerf, fi v [ inducen formas
lineales en el cociente E/Ker f. Como este cociente es un espacio vectorial
de dimension 1 todas sus formas lineales son proporcionales, existe por tanto
un escalar A tal que f = A\ fi.

Supongamos fi,... . f, linealmente independientes v que la afirmacién
es cierta para p < k — 1. Podemos encontrar vectores e;,... . e; tales que
file;) = 8. En efecto, para todo i € {1.... .k} la forma f; es no nula en el
espacio

E; = () Ker f;
j#i
en caso contrario la hipétesis de indueccidn implicaria que f; es una com-
binacién lineal de fy...., fi—1, fit1, ..., fa, situacién que hemos excluido.
Podemos por tanto encontrar e; € E; tales que fi(e;) = 1y f;(e;) = 0 para
F& v 58— Tl + 15000 5Kk

Todo x € E puede escribirse camo

f’ _I_s

||M=~

Evaluando la forma f; en 2 se obtiene
filg) = Flfilgler +oot felz)es) + fi(2)
= filz) + fi(2)

. . . & - .
que implica f;(2) = 0 para todo i = 1, ... .k es decir, z € (,_; Ker f;. Por
consiguiente z € Ker f, Inego

L.
= Z Fle) filz).
i=1

Poniendo A, = f(e;) parai = 1.... .k tenemos gue

R.

f == Z /\.;_ f,.

i=1
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Si fi.....fr no son linealmente independientes tomamos nna base, for-

mada por (f;,.... . fi. ). del subespacio vectorial del dual de E engendrado
por las fi,.... fi. Entonces

] k
[ Ker f;; € ) Ker f; C Ker f.
j=1 i=1

Luego existen escalares A; ... ,A;, tales que f = A, fiy + 000 A fipy de
donde
}‘.
F=3 %k
i=1
con -
. A, sli=i;
;= ‘
0 €1l Caso contrario
0

EiErcicio 3.B

i) Sea a € R. Entonces

F e, +00)) = (f 7 ((—0,0)))°,

donde para todo A C R, A” denota su complementario. Vemos entonces que
(o, +20)) es cerrado si v s6lo f71((—oc.a)) es abierto. Esto prueba la
equivalencia buscada. El razonamiento es el mismo para la semicontinuidad
inferior.

ii) Es evidente que si f es continua es semicontinua superior e inferior-
mente. Demostremos el reciproco. Basta probar que para todo intervalo
abierto I de R, f~1(7) es abierto. Pero I puede ser inicamente de tres tipos

(—o0.8), (a.8) o (a,+x0).

Para el primero utilizamos la semicontinuidad superior, para el tercero la
semicontinuidad inferior y para el segundo utilizamos las dos v que

F (@, 8)) = FH((=20, 8) N (@, +00))
f

F (=00, B)) N F1({ev, +00)).
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iil) Vamos a hacer el razonamiento para la envolvente inferior f. el caso
de la envolvente superior se hace exactamente igual. Sea o € B, tenemos

M0 @) = | £ (—o0.0),
el
En efecto, la inclusion
/7 ((—o0,a)) € £ ((~00, @)
el

es evidente. Sea z € f'((—o0,a)), como f(z) =infie; fi(z) ¥ f(z) < @
existe un i € I tal que f(z) < fi(z) < o, es decir, z € f'((—c0,a)). Esto
prueba la igualdad anunciada. Como f, ' ((—oc, ) es abierto para todo
ie 1, i_l((—:)o,a:)) sera también abierto, lo cual da la semicontinuidad
superior de f. ]

EJercicio 3.C

i) Tenemos

I

6;;H| = Ssup |<x1‘3;1)| = sup |<ﬁmc:;>| =1,
[|l=ll<1 n

luego |||ne, ||| = n.
ii) Sea z =) ,_, Ase; € E. Entonces

5
(rneh) = 3 ndles, ) =50,

=1

Esto prueba que la sucesién ne), tiende débilmente a 0, por tanto es débil-
mente acotada.

iii) Observamos que la sucesion ne’,, es débilmente acotada pero no aco-
tada. por tanto en un espacio normado no completo no hay en general
equivalencia entre las propiedades “débilmente acotado” y “acotado™. [

EJERCICIO 3.D

Para demostrar que «’ : F¥ — FE’ es continua basta demostrar que es
acotada en la bola unidad de F'. Para todo x € E v toda f' € F'
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[, (F))] = |G, 9] < T [Teell] - [l

luego

[l N el ] 1111

y por consiguiente

sup [[u/ (F)II] < [l[wll]-
TS

Fsto prucha la continuidad de o' y da la mayoracion

/[l < Ml ]]-

Como © no es nula, existe un r € I tal que u(z 0. Pongamos yg =

: q i
ﬂ{:{;—) que es un vector de F' con norma 1. Por el teorema de Hahn-Banach
existe un elemento f’ € F' tal que

HAN=1 v (o, f} =
Esto implica que (u(z), f'} = ||u(z)||. por tanto tendremos

lJu()| = (u(z), /')
= {z.v'(f")
< I N - L]

< (/11 NN Tl = - Nl

es decir, ||Ju||| < |||«|||, Tenemos por tanto Ja igualdad

/11 = keell-

EjErcicio 3.E

i) Sea S la topologia engendrada por u; *(T;). Es evidente que S hace
continuas todas las aplicaciones u,, por tanto 7 C §. Como T debe cantener
todos los elementos de la forma u, L(T7;) donde U; es un abierto de X,
contiene evidentemente 8, por tanto 7 = S.
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ii) Si f: £ — (X.7) es continua, entonces para todo ¢ € / la aplicacion
w; 0 f 1 —— X; es continna. Supongamos que para todo i € T u, 0 f es
continua. Sea § la topologia mas fina de X que haga [ continua (véase el
ejercicio 1.C), entonces S hace continuas las u; va que si U; es un abierto
de X;, f~! (-uf] (U,—]) = (u; o f)~1(U;) es abierto en E, por tanto rri_l{(;ﬂ-}
es abierto (para §) en X por definicion de & v por tanto 7 C 8. Por
consiguiente la aplicacidn

Falr L rd) S

es continua. ]

Eiercicio 3.F

i) Sean z’ e y' de A*, A€ K y a € A, entonces

(@' +¢' a) = {('.a) + (y.a) =0

la, Az’ = XMa, z") =0

Esto prueba que A+ es un subespacio vectorial de E'.

Sea z!, una sucesién de A+ convergente (en la topologia de la norma)
hacia 1’ € E’, entonces esta sucesion couverge hacia x’ en la topologia
débil. por tanto

(aya’y = lim {2l =D
n— T oG
v por consiguiente A— es cerrado en E’.

i) La aplicacidn j' asocia a toda forma lineal continua sobre £ su res-
triccidn a V. Es exhaustiva, en efecto si ¢' es una forma lineal continna
sobre 17, ¢ por el teorema de Halin-Banach se prolonga en una forma lineal
continua x’ sobre E tal que |||2’||| = |||v]]|-

Sea 1’ una forma lineal sobre E/V tal que n'(#') = 0, esto significa que
para todo x € E, u/(7(z)) = 0. Como 7 es exhaustiva v’ es nula en todo el
espacio E/V | esto prueba que 7’ es invectiva,

Demaostremos que Kerj" = ITmw’. Sea 3’ € E' tal que y* = 7'(v') con
u' € (E/V), entonces para todo v € V' tenemos que

(6,1} = (v, 7' (@')) = {(wu),u) = (0,2") =0,
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es decir (1ue la 1(‘atnrt‘1cm de ' a V es nula, dicho de otro modo j ) =10
Sea ahora i € Ker j’. entonces la restriccion de ¢y’ a V (“-1 nula y pm tanto 1’
define por pam al cociente una forma lmeul continua ' tal que j' =y om.
es decir, i’ = 7'(u'). Esto prueba que Ker j' = Im«'.

iif) Es evidente que el dual (E/V)" de E/V es el espacio de las formas
lineales continuas sobre F que son nulas sobre V' y es isométrico a Vi
Como la sucesion ,

gyt Lopp Lipl_up
(donde las flechas 7' v j' son isometrias) es exacta. el dual V' de V es
isométrico a E'/V—.

iv) Como V es cerrado en E reflexivo, se identifica con su biortogonal
(V1)-. Por otra parte. por lo precedente, V' se identifica a E' [V y por
cousiguiente V' se identifica con (F’,f'V"')’ el cual se identifica con (V=)=
esto demuestra que V es reflexivo. Del mismo modo (£/V)" se identifica a

E"/(V+)= que no es mas que E/V puesto que I es reflexivo por Lipotesis
v V lo es por lo que acabamos ver. Luego £/V es reflexivo. 0

Ejercicio 3.G

Sea o € K(R). entonces la suma

> eln)

nel
os finita va que el soporte de  sélo contiene un ntmero finito de enteros
relativos. La linealidad es trivial.
Para todo p € N* sea , la funcidn definida por

0 8l @ € (—o0, 0| U [p+ 1,400}
ootk ?1; siz € [1,p)
wp(e) = ]E;z? siz e (0,1)
:—)(—;1'4 p+1) sizepp+l).
Entonces ¢, € K(R) v |l¢p|loc = i — () pero
P
(p, T) = Z;(n} :}l-] % p= L
n=1 -

1

Por tanto la forma lineal T no es continua en K(K)



156 SOLUCION A LOS EJERCICIOS
Capitulo 4

FEJERCICIO 4.A

En este ejercicio se trata de encontrar una aplicacién bilineal simétrica g
en F tal que para todo x € E se dé ||z|[? = g(z, x). Sidicha aplicacién existe
gerd forzosamente definida positiva. Para z,y € E cualesquiera pongamos

o(z,) = 7l + ol — Iz — oI,

Es evidente que la g as{ definida es simétrica y verifica g(z,z) = ||z[|?
para todo @ € E. Falta comprobar la bilinealidad de g. Por simetria bastara
hacerlo respecto a la primera variable. Pongamos para x,2’ e y en E

[z 2 y) = 4(g(x + ', y) — g(z,9) — 9(=',v)).
Decir que g es aditiva respecto a x es decir que f es idénticamente nula y
es esto lo que probaremos. Tenemos, por definicion de g, que
flz. 2 y) =|le+2" +y|> — ||z +2" —v]|* = ||z +y||*+
v ] |2 ; 2 ¥ 212
+llz = yll* = ll2" + ylI* + (|2’ — yl]

(+)

Por la identidad de paralelogramo

e +2 + 9l = 2l + 41+ 1211 = llo+y - 2|

o

|z + 2" — y|? =2(||z — y|* + ||2']]*) = ||lz — y — 2|

La igualdad (%) resulta entonces

(%) flz.a'y) == |la+y—2/|P +||lr —y — '||* + ||z + y||?

= lle =gl + [J2" —gl* — |2’ + 5P,
La suma miembro a miembro de las ignaldades () y (#%) da

2f(z. 2’ y) = (||le" + y + 2| + ||o' +y — ||°)
~ (Il —y + 2l + 12—y — =)
+2 (Jl’ — ylI* - 1" +y|*) .
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La igualdad de paralelogramo aplicada al primero y al segundo término
del segundo miembro da finalmente
2f(z, ', y) =2 (||’ + yl* + ||2/)
—2(llz" — yII? + ll2l1?) +2 (|l = 3l — 1’ + ylI*)
=0.
Demostremos la homogeneidad (siempre respecto a la primera variable).
Sean z.y € E, es evidente que g(0-z,y) =0 = 0. g(z,y). Por otra parte
g(2r,y) = gla, y) + glz.y) = 29(z. y).

Repitiendo esta operacién para todo n € N se obtiene g(nz,y) = ng(z,y).
Como g(—z,y) = —g(x,y) (inmediato por definicién de g) tenemos para
todo n € Z que g(nr,y) = ng(x,y). Escribiendo x = n - (%) para n >
1 v aplicando lo precedente encontramos g(z,y) = ng(%,y) y por tanto
g(tz,y) = Lg(x.y). Por consigniente, para todo racional g

' p
Q(Ear.-'-.'y) = =g, 9)-
q q

Fijemos y € E, entonces las aplicaciones 7, : 2 € £ — |z +yl| € Ry
7,2 € E— ||z —yl|l € Ry son continuas y la aplicacion g(-, y) + @ €
E — g(z.y) € R es tambhién continua. Sea A € R, entonces A es limite de
una sucesion de racionales r,,. Tendremos

¢O0z,y) = g((limr, )z, y) = lim g(raz,y) = (imra)g(e,y) = Aa(z.v).
Esto acaba la cuestion de linealidad de g respecto a x. O
EJjercicio 4.B
Sean E un espacio de Hilbert, V' un subespacio cerradode E'y f: V —
K una forma lineal continua. Como V es completo es de Hilbert por tanto
existe y € V tal que para todo x € E
f@) = (z.y)

con |[|£]|| = |lyl]. Es evidente que la forma lineal continua f sobre E definida
para todo x € E por

fl) = (@.y)

se prolonga f y tiene su misma norma. O
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EJercicio 4.C

Sea A/ una parte totalmente acotada de £, entonces M admite una =-red
finita para todo £ > (0, en particular admite una l-red finita 4. Para todo
x € M existe por tanto un a € A tal que m € B(a.1). de donde

Como A es finita, Al es necesariamente acotada.

i) Ohsérvese en primer lugar que si N C M v Al es totalmente acotada.
también lo es N. Para demostrar que en R" toda parte acotada es totalmente
acotada basta por tanto hacerlo para M = Ig x...x I (n veces). donde Iy
es el intervalo [-R. +R] cou R > 0. Sea = > (), (ln idimos Al en hipercubos
cuyvas aristas tengan medida g < % los vértices de estos cubos dan lugar
a una s-red finita para Af.

iii) Basta demostrar que la esfera infinita S de (% coutiene una parte
M no totalmente acotada. Tomemos como M una parte infinita {my}.

k € N*, tal que & = infy,|[mi — nul| > 0 (por ejemplo para k € N*,
my = ({}. oo 0,10, .0 ) = k-ésimo vector de la base canénica). Sea £ < %

como las bolas B(my. ) son disjuntas dos a dos, toda s-red A para M es
necesariamente infinita puesto que toda hola B(uu J debe contener por lo
menos un elemento de A. Por tanto la parte M no puede ser totalmente
acotada y por consiguiente S no lo es.

iv) Hemos admitido que en un espacio métrico completo toda parte ce-
rrada totalmente acotada es compacta (véase Kolmogorov (1974)), bastard
por tanto probar que IT es totalme\nto acotada.

Sea £ > 0. como la sucesién - tiende a 0. existe N € N tal que

n>N— <

R

2H—L

Sean V el subespacio de dimensién finita de 12 engendrado por los N primeros
vectores de la base candnica y P : E — V la proyeccién ortogonal. En-

tonces para todo r = (21.... .x,,...) € Il tenemos que
| = x =
|lx — Pr|| = Z < Z— < =
I' ! || \l 1 n — 2;‘ 2 —1 . 9
| N1 B

N
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Como V es de dimensién finita v II es acotado, P(II) es totalmente acotado.
Por tanto admite una S-red finita 4. Sea r € IL. entonces existe a € M tal
que

|| Pz —a|| <

(ol Y

de donde

[l —al| €| +

i

a2 — Px|| + || Pz —al| <

oM
2| M

es decir. A es una s-red finita para IL. El paralelepipedo de Hilbert Il es por
tanto compacto. [l

EJercicio 4.D

i) La inclusion E, C E, es evidente. Vamos a construir una funcién
p < 1 tal que E; esté estrictamente contenido en E,. Para todo & € [—1,4+1]
pongamos

e i sit#0

0 en caso contrario.

p(t) =

Entonces es facil ver que la funcién p ¢ [—1,+1] — R asi definida es
| f L I

medible (de hecho de clase €™ ), estrictamente inferior a 1 y estrictamente

positiva sobre un conjunto de medida total, Sea [ : [—1.+1] — C definida

f(t)={% -

por

(0 en caso contrario.
Entonces la funcién p(t)|f(¢)|> = S es continua en [~1.41], por tanto
integrable v por consigniente f € Ey. Pero es evidente que f ¢ ). lo cual
prueba que la inclusion E; C E, es estricta.
ii) Sea (@n Jnen- la sucesion de funciones en " ([—1,+1],C) definida por

—1 sl £ ["‘ .—‘;1:]
waltl=1¢ 1 site [L.1]
nt s1f e | %——%}
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-y = . | + ok
Esta sucesion de funciones converge (para la norma L#) hacia la funcién
medible de cuadrado integrable

o -1 s5it<0

BETL A stsl
Pero  no es continua y su clase en L?([—1.+1].C) no contiene funcién
continua alguna, por tanto CY([~1.+1].C) no es cerrado en el espacio

L2([-1,41},C). 0

Eitrcicio 4. E

i) Siy € E, la forma lineal f, : # € £ — (x,y} € K es continua, por
tanto su nicleo es cerrado. Por consigniente

M*={z€E|(y)=0 VyeM}= () Ke {,
yEM

es cerrado. Resulta inmediatamente de esta observacion y de la propiedad
de la relacion de ortogonalidad que (M)t = M.

ii) El resultado evidentemente no es cierto pues cs necesario que M sea
cerrado para ser el ortogonal de una parte, ]

EjERCICIO 4. F
i) Como la sucesion A = (A ) es acotada (por 1), la serie

o83

Z AR LYk

k=1

es convergente para todas x = (xx) e y = (yx) en E y define una funcién en
E x F. la bilinealidad es inmediata. Por otra parte, como todos los reales
Ar son estrictamente positivos, esta forma bilineal es definida positiva, es
pues un producto escalar sohre £. Pero F dotado de este praducto escalar
(denotaremos || ||y sunorma asociada para distinguirla de la norma habitual
obtenida cuando Ay = 1 para todo k) no es completo en general. En efecto.
supongamos que la sucesion Ay se ha elegido de modo que la serie

>N
fe=1
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converja. Consideremos la sucesion (x,, Jnen+ en E definida por

R P |
S PR
k weces

Sean m.n € N* con m > n (que no es una restriccién), entonces

m

”-I'n = ;L'mH).. = Z

k=n+1

lo cual prueba que () es una sucesién de Cauchy (va que la serie definida
por la sucesién de las Ay es convergente). Pero la sucesion (%) no converge
en E respecto a la norma || ||y, luego (£.]| ||x) no es completo.

ii) Sea e el vector de E dado por

k veces
Entonces M no es mds que el ortogonal del subespacio N engendrado por
e. Luegp E=M & N = M & Ke. O
Eiercicio 4.G

Los tres puntos f,g y hen L*((=1,+1),R) son los vértices de un tridngulo
A. Sean .. 3 v v sus dngulos respectivos. Calculemos, por ejemplo, el angulo
~. formado por los vectores uw = f — h y v = g — h, por tanto su coseno es

{u,v)

ATV

Tenemos que

y

+1 ;
|[u||? = / 2dz y ||v|]* = / (1—x)%dz.

J—1

Un caleulo inmediato da
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¢ ;
{u, v) = :)._ lu|]? = : v |lo|[? = E
S 3 ;
De donde cosy = % Inego v = %. El lector podra ebservar que al ser la
funcién w(x) = —x impar, es ortogonal a w(x) = g — f y por tanto a = 3.
por consiguiente J = % Esto termina el cdlculo de los dngulos. i

Eiercicio 4.H
Sea z £ E, entonees la distancia de o a V- no es mds que la norma de la
proyeccion ortogonal Pr = Aa (A € K) sobre V. Podemos escribir & como
= Aa + u, donde n es ortogonal a V' (por tanto a a). Tendremos entonces
que

(x.a) = {Aa+ u.a)

= Alla]|?

v por tanto

(. a)

)= Pl llall =S

EJERCICTIO 4.1
i) El espacio V7 no es otra cosa que el nucleo de la forma lineal continua
feE— (f1)eR
Es por tanto un hiperplano cerrado de E.

4 e : g ” " . .
1) Por el ejercicio 4.1 la distancia de f(z) = = a V no es mas que ¢l

numero real

P - L .
d(f, V)= M = g = -
|{1]] 0
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EJERCICIO 4.J

Il subespacio V;, es el niicleo de la forma lineal continua
_ 2
rel® —{ra ek,

2 - % - y P
donde a es el vector de {* cuyvas n primeras componentes son ignales a 1y
las otras son mulas. Por el ejercicio 4.1 tenemos (pues a es ortogonal a V)

que
. ) |(;r.(:}| 1
dy = d(z, Vy) = -1 = —.
SR A PR

Claramente. lim d,, = 0 cuando n — +o¢. [
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Capitulo 5

EJsRrcicio 5.A

i) Si ¢ es un difeomorfismo de clase C'' de [0,1] (es decir, @ es biyectiva
derivable y con derivada continua asi como su inversa ') entonces T,
define un operador acotado en E. En efecto, sea f una funciéon medible
sobre [0, 1], entonces

[ res@lane = [ 1@ e @),
0.1] [0.1]

Como ¢ es un difeomorfismo de clase C, (¢~ ') es acotada en [0,1]. Por
consiguiente

‘/ |fo¢@m%amng|w@*rmc(/ |f@nﬂmug)_
(0,1) J10,1]

es decir,
1S el < VIl [l - 171l
Esto prueba que T, estd bien definido y es acotado en E.
ii) Hay homeomorfismos ¢ de clase C' (la inversa no necesariamente de
clase C'!) en [0,1] para los cuales existe f € F tal que fop ¢ E. Por

- vx 2 1 1 1 s
ejemplo, si tomamos p(z) = 2° v f(r) = -5 con ; < a < 3. Es evidente
que f € E pero fop(z) = T%T no esta en E. ]

EJsercicio 5.8
i) Toda funcién f € E se escribe de manera tnica como suma de las
funciones

_ flx) + f(=7)

- flz) - f(=2x)
filx) = 5 :

y i) =1

La funcién f; es par v f_ es impar. Esto da una descomposicion del espacio
F en suma directa
E=Pal,

donde P es el subespacio de E de las funciones pares e [ el de las funciones
impares. Por tanto, el operador T tiene dos valores propios 1 y —1 con
subespacios propios respectivos P e 1.
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i) Primeramente, S no puede ser inyectivo puesto que su imagen es de di-
mensién finita, por tanto 0 es un valor propio. El subespacio propio asociado
es el ortogonal de A = {cosz,senx} en E respecto al producto escalar

)= | falglayte

(hemos tomade las funciones con valores reales)

Sean A una valor propio no nulo de S y f € E un vector propio asociado
a A. Tenemos que S(f) = Af, por consiguiente [ estd en la imagen de S,
por tanto es de la forma f{x) = acosz +bsenx conay b reales que no se
anulan simultaneamente. Calculemos S{f), tenemos que

m™

S(Hx) :(:051:] {cosy){acosy + bseny)dy

—E

— sen r] (seny)(acosy + bseny)dy
-

i 5T

=@ cos T ] cos® ydy — bsenx / sen® ydy
-7 —m

T

+ (becosx — asen ) ] cos i sen ydy

=) &

=acosx / cos® ydy — bsena / (1 — cos® y)dy

—k
T

cos” ydy — bsenx ] dy

—T

m

=(acosz + bsen ) ]

-

=m{acosx — bsen ).
Por otra parte

S(f)(x) = Af(x) = Macosz + bsenz) = w(acosx — bsenx)

Aa = Ta
A = —mh.

Este sistema tiene dos soluciones A = m y A = —n. El subespacio propio
asociado a 7 estd engendrado por la funcién cosx y el asociado a —7 esta
engendraco por la funcién sen z.

Por tanto el espectro de S esta formado por tres valores propios : @, —7

v 0. O

v

obteniendo asi el sistema
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Eiercicio 5.C

i) Sea x € Ny. entonces S*(x) = 0. por tanto S () = S(S¥x)) =0y
por consiguiente @ € Ny, es decir, Np C Npog.

Supongamos que e\htoﬂ € N tal que Np = N1, entonces queremos ver
que para todo n € N, Ny = Ny ,,,. Por hipétesis, el resultado es clerto para

= 0y 1, supongamoslo cierto para n y probemos que lo es para n + 1.
Sea * € Niini1, entonces S¥TH(S"(z)) = 0, por tanto §"(z) € Ny
Pero Ngi1 = Ng, por tanto S™(z) € N; v por consiguiente @ € Ny.,,.
Esto prueba que Nyyy = Npyy, 41, hemos visto pues que para todo n € N,
Ni = Nigrn cuando Ny = Ny,

ii) Actuaremos como en i). Sea x € Rp.o1, entonces existe y € £ tal que
x = S*L(y) que puede escribirse también & = = 5%(S(y)). por tanto ¥ € Ry.
La sucesidn Ry es entonees decreciente.

Supongamos que existe b € N tal que Ry = Ry, veamos entonces que
para todo n € N, R = Rpyy,. El resultado es cierto para n = 0y 1,
supongamoslo cierto para n. Sea x € Ry, entonces ¥ € Ry, (hipStesis
de induccién), es decir, x = S*T"(y) para un cierto y € E. Pero SF(y) es
un elemento de Ry = Ry, por tanto S*(y) = S*71(z) y por consiguiente
r = FY8%(2)) = SMEF(z)) = SErRHL(3), es deckr, # € Riynii. De
donde Ry = Ry, para todo n € N.

iii) Para todo k € N tenemos S(Np1) C Ny, en efecto, sea # = S(y) con
Y € Njy1. entonces S*(x) = S¥(S(y)) = S%FHy) = 0. Por la proposicién
5.4.2. la sucesién (Ny)pep es estacionaria. Como para todo k& € N* R, es
cerrado, por el teorema 5.4.3. el mismo razonamiento sirve para la sucesion
(R )rwen. Denotamos por p v ¢ los enteros mds pequenos a partir de los
cuales las sucesiones (Ny) v (Ry) estabilizan, son también los enteros k v [
mas pequenos tales que Ny = N, v Ry = R,

iv) Sea x € N, N R,, entonces S7(z) = 0 y x = SP(y) para un cierto
y € E, de doude S?(y) = SP(x) = 0. por tanto y € Nop.. Pero Ng, = Ny,
por tanto SP(y) = 0 y por consiguiente » = 0. Hemos probado finalmente
que N; N R, = {0}.

) ‘301 x € E, entonces $9(x) € Ry, pero SY(R,) = Ry, = Ry y por tanto
SUx) € SURy). es decir, S¥x) = S(y) para un cierto y € Ry Luego
r—ye Ny esdecir, s =2+ yconz=as—yeN,egc f2,. Esto nos da
ignaldad E = N, + Rq

vi) St ¢ < p, N, C N, va que la sucesion (NV;) es creciente, si ¢ > p.
Ny = N, va que (Ng) Cch‘L]JlilLd a partir de p. En todos los casos N, C N,,.
Igualmente si g < p, R, = R, va que (R ) estabiliza a partir de ¢. Sig > p.
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R, C R, va que la sucesion (1)) es decreciente.
! P
Tenemos que

N, C Ny

Re € By
N, N Ry = {0}
Ny+By=FE

Esto sélo es posible si N, = N,. R, = R, y por tanto p = g.

vii) Dado que la sucesién Nj es creciente, Ny = Ker S C N,= N, de
donde Ker S N R = {0}. por tanto la restriccién Syp de 5 a R es inyvectiva,
Es por tanto una biyeccién continua de 12 sobre si misimo, es de hecho un
isomorfismo topolégico por el corolario 5.4.4.

viii) Sea F un subespacio de £ estable por Sy sobre el cual § es nilpo-
tente, es decir. existe un &k € N” tal que (S”.-)J‘ = 0. Entonces forzosamente
F  Ni. por tanto F © N. Luego N es el subespacio estable por S mas
grande sobre el cual .S es nilpotente.

Igualmente, sea B un subespacio estable por S sobre el cual 5 es un
automorfismo topoldgico, entonces S(3) = B y por consigniente S¥(B)y=R
para todo k > 1. Luego B C Ry para todo k > 1, es decir. B C [, Ry,
probaundo ¢que R es el subespacio 'c":td])le més grande por S sobre el cual S
es un antomorfisimo topologico.

ix) Si S es inyectivo, todos los Ny se reducen a {0} y por tanto N = [0},
De ahi que E = R, es decir, S es exhaustivo. Por viii) S es un automorfisimo
topoldgico de L. M

EIrERCICIO 5.D

El operador T : [ — [* es una isometria, su norma es igual a 1 v por
tanto su espectro o(T) estard incluido ew el disco unidad cerrado de D(0.1).
Demostremos que de hecho ¢(T) = D(0.1). Sea A € D(0,1), es facil ver
que T'— Al es un operador inyectivo, por tanto no tendra valores propios.
Por otra parte, T no es exhaustivo y por tanto 0 € (7). Supongamos A no
nulo v veamos que T — A7 no puede ser exhaustivo. Sea y € /. entonces la
ecnacion T(x) — Ax = y es equivalente al sistema

~ A1 =

Ty — ATp+y = Yot1 PATA N |
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cuya resolucion da

o B o Y1 L
nl|——7}.1‘.,1— (An—i—.... /\)_

Sea y el vector de [? dado por y; = 1 e y,, = 0 para n > 2. entonces cuando
n>=32

I
En = —F
cuvo modulo 50 mantiene constante igual a 1 si [A| = 1 y tiende a +o¢

cuando |A| <
Luego para todu A€ D(0.1) existe un y € E tal que la ecuacién T(z) —
Az = y no tiene solucion en /2. Como el espectro es cerrado es igual al disco

cerrado D(0,1). LJ
Eiercicio 5.E

i) El operador T es de norma 1. En efecto. tenemos
I T(f)loc = Hl[lP |z f(z)]
< bUD] )| = [ f]lee.

luego [||T]]] < 1. Si tomamos f(z) = 1 entonces ||T(f)||oo = ||f]|oo = 1, por
tanto el espectro a(T) esté contenido en el disco D(0, 1). Vamos a demostrar
que se confunde con el intervalo [0, 1] y que no contiene valor propio alguno.
Sea A € D(0,1), entonces T'— Al es siempre invectivo. En efecto, sea f € E
tal que T'(f)—A[ = 0, esto significa que (z—X) f(x) = 0 para todo z € [0, 1],
luego f es nula en al abierto [0.1] — {A} que es denso en [0,1], Como es
continua, es idénticamente nula, lo cual prueba la inyectividad de T — AJ
(para todo A en R). Por tanto el espectro no contiene ningin valor propio.

— Supongamos A € D(0,1) — [0, 1], entonces para toda g € E la ecuacién
T(f) — Af = g tiene una solucién en £ que es la funcién

v BlE)
fw)= 23,

luego T'— Al es invertible para esos valores de A.

Si A € [0,+1] entonces la imagen del operador T — AT es el conjunto
de funciones ¢ € E tales que g(A) = 0. El operador 7" — Al 1no es pues
exhaustivo, Deducimos que o(7T) = [0, 1].
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ii) Para toda funcién f € £

1
5mwkﬁfrﬂ£fw@-

Y la imagen de T es un subespacio vectorial de E de dimensién 1 engendrado
por la funcién fy(z) = 2+ 2, por tanto es de rango finito y no es inyectivo,
por consiguiente 0 es un valor propio y el subespacio propio asociado se
confunde con el niicleo de la forma lineal continua

feE—+4fmw-

Bs facil ver que la otra parte del espectro esta formada por el valor propio
con subespacio propio el subespacio de dimensién 1 engendrado por fp.

DS&I(J!

EJERCICIO B.F

i) La expresion analitica de R, es evidente. Para z € S! tenemos que
R, (z) = €¥™ 7 o, poniendo z = e*™* con & € R, Ra(z) = ghin (ol
ii) Desarrollemos f v g en serie de Fourier:

+c0 e
- A R e B ) = - 2iTnx
flz) =) fue ¥ o) =) e ™.
—no —00
Entonces la ecuacidn es

400 +o0

2iTna 2imnx 2iTnx
E:(G — A fne :E gne”
—igs — o

Como el desarrollo de Fourier de una funcién es tnica, esta igualdad nos da
el sistema

(S) (™ —X)fn=gn para né€Z.

a) Supongamos p 7 1.
En este caso la cantidad €™ — ) es no nula para todo n € Z, de donde
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Falta demostrar que la funcion f asi definida (mediante sus coeficientes de
P Py » 9 ren P DiTrd ; -
Fourier) estd en L2(S'). Tenemos que le#®mx _ \| > |1—p| para todon € Z.
Queda la desigualdad

. - :'Ffri| -
|llj’l) |f‘ar| S 1 ) n e Z,
|1 —pf
3 % D orew ] . . v 13
Como g € L*(S'), [ estard también en L2(S').
b) Supongamos p = 1 v o racional.
En este caso podemos escribir o = *:;’ conp € Z, g € N* v p v q primos entre

ellos.
~Sid=e v conke {0.1....,q— 1} entonces el sistema (S) sélo tiene
salncion si g, = 0 para n congruente con k médulo g.
Supongamos que A no es raiz g-ésima de la unidad, entonces el sistema
(S) admite por solucién

i

" Gn =
Jn = elimna _ ¢ nez.

Sea 6 = infeqo1.. g-13 |27 = A| > 0, entonces

(13] |f‘n| = m n € 7.
&
Como g € L*(S'). f estard también en L?(S).

Las desigualdades (1) e (I3) prueban que en cualguiera de los casos a) o
b), cuando la ecuacién fo R, — Af = g tiene una solucidn (que es nica).
la aplicacion que a g asocia f es un operador acotado en L?(8').

iii) La aplicacion T,, : L*(S') — L?(S') es un isomorfismo de espacios
vectoriales con inversa T_, (facil de ver). Por otra parte, si f.g € L2(S!)

S
(L) Tata)) = / flx+a)glx + a)dx
0

. o
= /r : fle)gla)dr
= {f0)

el ] » % o
que prueba que T, es un automorfismo unitario de L=(81).
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iv) Sea a € [0, 1) N Q, entonces o = ff con p€Z vqge Ny tenemos

RE — Ry 8 ool By =Helg1 .
————
g veces

Por consigniente 79 = idy 251y v por tanto los valores propios A € C de T,
verifican que A7 = 1. Vendran dadas por

Ae=e ¢« k=0.1,...,¢—1.
Sia=0.T, =id v sélo hay un valor propio Ag = 1 de subespacio propio
todo L2(S'). Supongamos o # 0. es fdcil ver que el subespacio propio
2ikt .
asociado a A, — e o es el subespacio cerrado de L?(S§') engendrado por la
familia libre {c’g'*'“['“""““”}

El espectro a(T, ) se reduce a los valores propios

2im Zimig—1)
{].(:‘4..,,.0 4 }

En efecto. hemos visto en ii)-h) que si

Aé¢ {1.(?1;':'__._ _f.,'z"’_‘r':.—'!}

entonces el operador T, — Al es invertible, Esto responde a la crestion.

v) Supongamos a € [0.1) N Q° v busquemos en primer lugar los valores
propios de T,,. Esto se reduce a determinar los nmeros A £ C para los
cuales existe una f € L2(8') no nula tal que

s

(e*™* — \f, =0 para todon € Z.

Jimno

Vemos entonces que todo niimero A, = ¢ es valor propio de T, con
subespacio propio E,, = Ce*™. Como el conjunto {€*7},cz es denso
en S (lo hemos supuesto) v el espectro o7, es cerrado, tenemos que §! C
a(T,). Hay de hecho igualdad es decir, para todo ndmero complejo A tal que
|\l # 1. el operador T, — Al es invertible. Esto se deduce nmediatamente

de 1a cuestidn ii) parte a). [
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Capitulo 6

Eiercicio 6.A

Sea y € IV y denotemos por T}, : E — R la aplicacion lineal continua
que a x asocia Ty, (x) = (T'z,y). Entonces T}, es continua, en efecto

Ty (@) = [(Tx,p)| = [{z, Sy)| <|

Syl| - [|=l|-
Igualmente, para todo x € E tenemos que
Tz, < [|Tz[] - []y]]

para todo y € F. Las dos desigualdades que acabamos de ver prueban que
la aplicacién bilineal f : (z,y) € E x E — (T'z,y} € K es separadamente
continua y por tanto continua (por 2.C), de donde

Tl = sup ||7]
[ <1

< sup  (Ta,y)
el <1,y <1

= sup |f(z,y)
[EESHIES

= [IL1]

lo cual prueba que T es acotado. L

Eiercicio 6.B

La sucesion (M) tiende a 0 por tanto es acotada. Sea o = sup|Ag|,
claramente tenemos que ||7'z|| < al|z|| por tanto T esta bien definido v es
acotado. El hecho que sea autoadjunto es inmediato. Para demostrar que 7'
es compacto bastara probar que para toda sucesion (x,,) tal que ||z, || < 1
para todo n. la sucesién 1'(z,,) admite una subsucesion convergente.

Como T' es acotado, la sucesion T'(x,,) es acotada, por tanto débilmente
acotada y por consiguiente admite una subsucesion 7'(x] ) débilinente con-
vergente, es decir, existe un y € E tal que para todo u e £

Jm (T (), u) = {y.u).
Jamos a demostrar que la sucesion T'(x),) converge fuertemente en E, para
ello basta probar que es de Cauchy.



Sean = > 0 y k v [ enteros naturales, tenemos que

o
1T — 2| =D A2 |k — 2 e .

n=1

Como A, tiende a 0 existe un Ny € N tal que
n > Ng=> || € &

de ahf que

(= e
Z (T (x}, — i), en)|* = Z | a2l — 2} En)[F
n=No n :_r\"U
A E Z |(z —~3 En)lg
n=1IMNp

< &?|laf — <f .

Por otra parte, como T'(x},) es débilmente convergente, existe N; € N tal
que

52

k> Ny = [(T(2h - i), el <

para todo n € {1,... ,Ng — 1}.

P

=
o

Tenemos por tanto para k. [ > Np que

i\"_l'_i e
T () =TI = S T — Ta.endP+ D Pal?llah —al el
n= n==Ny+1
9
< Ny— 1+ 22|zt — 25|12
UNU+ ||z} — 23]
£ 1722,

donde C' es una constante positiva. Entonces ~ Tl £ Cey
(T(x.)) es una sucesion de Cauchy, luego T' es c'mm)mrto. O
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EJjErcicio 6.C

1) Sean (e;)ien- ¥ (f;)jen+ dos bases de Hilbert E. Tenemos que

S ITelf = 353 KTe £

i=1 =1 g=1

= 3 e T )P

i=1i=1
= %" [l
j=1

En particular, si las bases (e} v {(f;) son iguales

S Ied® = 3T
i=1

de donde

>0 o
Z |Tey|> =Y |7 P

3=l

= ZHThfaHz

i=1
oC

= > ITAI*
=l

ii) De lo anterior deducimos que T es de Hilbert-Schmidt si v sélo si T°*
lo es.

ili) Sean T v S dos operadores de Hilbert-Schmidt v (¢;);c1- una base de
Hilbert de E. tenemos que
(T + S)ei|[? = (Te; + Se;, Te; + Se;)
= |[Te;|]® + ||Se;||® + (Te;, Se;) + ( i Te;)
< ||Te:|[* + [|Sesl|® + 2| |Tes| - ||Se
< (ITesl| +[ISedl )* < 2(|[Tesl | + ||b'r-.r-|if) :
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Sumando por la izquierda y por la derecha respecto a i € N* se obtiene que

STIHT+S)el? <23 (||Teill® + |15eil2) < +oc,

i=1 i=1
luego T' + .5 € HS(E). Es evidente que 7 € HS(E) = AT € HS(E) para
todo A € K, por consiguiente HS(E) es un K-espacio vectorial.

iv) Es evidente que |[|T|||jp = 0 si T = 0. Supongamos |[|T|lo = 0.
entonces para todo ¢ € N*. Te; = 0. Como (e;) es una base de Hilbert,
=10

La desigualdad triangular puede obtenerse a partir de los cileulos reali-
zados en iii).

v) Sean T € HS(E). z € E' y (¢;) una base de Hilbert de E. entonces

Te=T (i(l r?.,-)(.'f.,)

i=1
o0
— Z{T P;) ey
ol §
b
1 1
5. 2 o0 2
| Tz|| < (Zm e ) (an ﬁ)
t=1 i=1
= [l 1T /]o-
Por consiguiente
|| T||
N} =gopr—r= ||{T])]6.
r=0 ||'
vi) Sea (T}, )nen una sucesion de Cauchy en (’HS ||| [l|a). Como
U< I oy T3 es una sucesién de Cauchy en (E.[|| |[). Por tanto

converge hacia un elemento 7' € L(E).
Sea & > 0, existe un NV = N tal que

nrmeEN = |[|Th —Talllo <&
es decir,

e

> T — T (e[ < €2,

i—=1
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Para todo r € N*

Z “(TH - Tm){f’-{.)H? ek,
=1

Fijamos 1 v tomamos el limite para m. se obtiene que

3T = T)enll?

=1

Haciendo limite para r obtenemos

3T — e < €2

Esta desigualdad prueba que
(#) T, =T € HS(E), por tanto T es de Hilbert-Schmidt,
#x) ||[T%—T||o < & es decir, la sucesién T}, converge hacia T en la norma

I {llo-

Por lo tanto, el espacio normado (HS(E), ||| ||lo) es de Banach, de hecho es
de Hilbert pues su norma proviene del producto escalar

i Te;, Se;)

vii) Sean A € L(E), T un operador de Hilbert-Schmidt y (e;);er- una
base de Hilbert de FE. Para todo i € N*

IAT (e)l] < [[[Alll - 1|7 (es)]]-

De ahi que

S llAT(e:) P <
it |

luego AT € HS(E).

Como T € HS(E), T* € HS(E) por la cuestion i). Entonces (TA)* =
A*T* € HS(E) por lo anterior y por consiguiente TA € HS(E).

HS(E) es por tanto un ideal bildterc de L(E).

Y TP < o,
i=1
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viii) Sea K un operador de rango finito y denotemos por F' su imagen
que es un subespacio de dimensién finita n de E. Claramente tenemos que
K = PK, donde P es la proyeccion ortogonal sobre F. Para demostrar que
K es de Hilbert-Schmidt bastard probar, en virtud de lo anterior (puesto
que K es acotado), que P es de Hilbert-Schmidt. Elijamos una base de
Hilbert (e;)ien- de E tal que los n primeros vectores ey, ... , e, formen una
hase ortonormal de F, entonces

ZIIP IF =

i=1 =1

.

Ffz'”g =

es decir, P € HS(E).
Sean T' € HS(E), (e;)ien- una base de Hilbert de E y £ > 0, entonces
existe un N € N tal que

> ITE)l® < €

N+1

Sea K. € L(E) definido por

K'-; ( Eq ) =

{ T(e,-,) sl e {1._ " .,ﬂzr}

0 sii > N+1,

es evidente que K. es de rango finito y que

o0
1T = Kelll§ = D [IT(eo)|* < €.

N41

Esto prueba que el espacio RF(E) de operadores de rango finito en E es
denso en (HS(E), ||| |l|a)-

ix) Por lo ant-erior y el hecho que ||| ||| < ||| |llo, todo operador T de
Hilbert-Schmidt es limite, en norma ||| |||, de una sucesién de operadores
de rango finito. Luego T € RF(E) = K(E) por la proposicién 6.1.7 siendo
K(E) el espacio de operadores compactos en £, O
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EJERCICIO 6.D

1) Sean f.g € E. tenemos que

1 1 L
(Tf.g) =£ (ﬁ K(.i‘--y).f(;u)dy) g(x)dx
1 L o
- [ [ Kot
1 1
:/ f(y)(/ K(y.w)g(_;;..')d;r) iy
1} S0

=Ty

y 1" es hermitico.

ii) Sea E el completado de £, que no es més que el espacio de Hilbert
L*([0,1],C) (separable) de las clases de funciones complejas, medibles v de
cuadrado integrable. El operador T se prolonga de manera canénica a E
en un operador compacto T sobre E. Por la observacién que sigue a la
demostracion del teorema 5.4.5, T tiene los mismos valores pm[)los no nulos
que T. Sea (t,},,2| una base de Hilbert propia de (Ker T) asociada a T.
Para toda funcion f € E tenemos la desigualdad (de Bessel)

o0

> (f el < |IfI12

=1

Esta desigualdad aplicada a la funcién eontinua Kz, ) : y — K(x.y) (que
estd en £} da

o0 2 =
Z [ (. y)e;(y)dy| = ZHE&-.I\'(-?‘-M)HE
=0 i=0
1
g/ |K (2, 1) 2dy
0
= || K (z, )|

De ahi que

-
/ K(z.y)ei(y)dy = (Te;)(x) = Aie;(z).

0
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De donde

& ] 1
> Inei(a))® < / K (2,9)2dy < || K]|se < +00-
=0

1]

179

Esto prueba que el primer miembro es una serie que converge uniformermente
respecto a x. Después de la integracion del primer miembro (que es legitima)

v la del segundo miembro se obtiene que

o0 i
Z}\,} ([ |=’.’;{.?f)|2d;r) / / |K (o, y) Pdedy
= Jo

1=

y teniendo en cuenta que ||e;|| = 1.

Z}\z //|f\(r;|u’r(fq

t=0

iii) Completemos (¢;);»1 en una base de Hilbert (g;);>1 de £
(Ker T')—., entonces

Zilmv S |1Peil = 3 TP B3 TITY

=0 i=0 F=i]
Por tanto el operador T es de Hilbert-Schmidt sobre .

EiErcIicio 6.E

=KaT&

i) Esta cuestién es trivial, se reduce a una simple verificacion de las igual-

clades
(P+@Q)T) =P(T)+Q(T)
(AP)(T) =AP(T)
(P.Q)T) =P(T)T)

v eK y YP,Q € K[X).

m

ii) Sea P(X) = ag +a1 X +...a, X™ un polinomio de C[X], tenemos que
I 1

P(T)=apl + a1 T +...0, T
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Como (AT} = 3y (T =[T*)"

(PR =Gy 4T T4 oG, (TP = P(T7)
iii) 81 7' = T™ una condicion suficiente para que P(T") sea hermitico es
que

ap =ap parak=0,1,...,n,

es decir, P € R[X].
iv) Sea P € R[X], por la cuestién iii), P(T") es hermitico. Supongamos P

positivo en [o, 8] ¥ sean «y,... 00, A1,... , Ap, B1, ..., 35 las raices reales
de P tales que

—paratodei=1.....r con a; < a,

—para todo j=1,...,5con §; <4,

— los Ay, son distintos y verifican Ay € (e, ) paratodo k=1,.. .n

v ouy + V=T uy — =Ty, g + vV—Tvg ug — /1, las otras rafces
(complejas). Como P es positivo en [a, 8], la multiplicidad de cada Ay es
forzosamente par, denotémosla por 2my..
Obsérvese en primer lugar que
- todos los operadores T'— a1, 3;1 =T son positivos, conmutan entre
ellos y conmutan con los operadores T — ApJ y (T — wI)? + vfI),
— para todo k = 1,...,n el operador (T — Apl)?™k es positivo ya
que para todo z € E tenemos que (T — A\pI)?™ez,z) = (T —
MDYz, (T — NI )™ ) > 0.
- paratodol=1,... ¢ eloperador ((T'— wl)? + v?I) es positivo por
ser suma de dos operadores positivos.

El polinomio P se escribe

mn q
X)—t;H = H(ﬁ-f —-X)H 2'”7'.&-:[[ (X —w)® +v7)
3=1 k=1 i=1
con ¢ real positivo, de donde
5 1 a
P(T)=c¢ H —aud) [T = T) [J(T = Medy?™ ] (T — wI)? + 071)
i j=1 k=1 (=1

Como (*add uno de los factores (T' — a,I), (8;1 — T), (T — M I)?™
y((T — wl)? + v2I) es un operador positivo y todos estos factores conmutan
entre ellos, el operador P(T') es positivo.
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Tenemos que @ — P > 0 en [a, 3], por tanto Q(T) — P(T) es un operador
positivo, es decir, P(T) < Q(T).

Sea P € R[X] y pongamos ¢ = SUD,.c[a.9 |P(2])|. Por supuesto que se
cumple

—0 < Plz) <40 para todo € [, 7],

luego —ol < P(T) < +al y por consiguiente

IP(T)]]] < o

v) Sea B el dlgebra de funciones continuas en [, f] con la norma de
la convergencia uniforme || [|o.. B contiene el dlgebra P de las funciones
polindémicas que es densa gracias al teorema de Stone-Weierstrass. Por la
cuestion iv), el morfismo de algebras

b7 : P — L(E)

verifica
27 (Pl < 1| P]]oc

por tanto es continuo y por consiguiente se prolonga en un morfismo continuo
de dlgebras
(I)T £ B L IJ(E ).

vi) Si T' es positivo su cota inferior a es positiva. En este caso la imagen
por ®7 de la funcién continua p : z € [, 3] — /x € R es un operador
positivo D que verifica

D? = ®r(p)0p(p) = Br(p?) = Bp(z) = T.

vii) Si e > 0 la funcién q : 2 € [, 8] — & € B es invertible en el dlgebra
B y su inversa 1(x) = % verifica

‘I)T(_l) = (PT((}’.'E;";) = q’]'(q)q)’]“(??f;’) — TTI = T;T =1,

es decir, T es invertible y tiene por operador inverso la imagen por ¢ de
la funcién . O
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