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INTRODUCTION

La naissance de la théorie des feuilletages (vers les années quarante) et son développement
depuis lors a amené a se poser beaucoup de questions d’analyse et de géométrie réelle ou
complexe, d’analyse globale ou autres, sous une version paramétrée par les transversales.
Tout probleme classique a son analogue le long des feuilles des que celles-ci possedent la
structure géométrique qui permet de lui donner un sens. Par exemple le probleme du 0 sur
les variétés complexes dont on sait a quel point il a marqué le développement de I’analyse
et la géométrie complexes. (On peut citer en passant le théoreme de Mittag-Leffler qui
a été central dans la théorie des fonctions d’une variable complexe.) Ce probleme admet
une version le long des feuilles d’un feuilletage complexe (i.e. les feuilles sont munies
d’une structure complexe variant localement différentiablement). Le probleme du df, dit
encore O le long des feuilles, peut s’interpréter comme une version paramétrée (par I'espace
des feuilles M/F) du probleme du 0 usuel. Si la codimension (réelle) de F n’est pas
nulle, Popérateur 0 n’est plus elliptique contrairement au cas classique. La régularité des
solutions (quand elles existent) n’est alors plus automatiquement acquise. Ces questions
ont été un peu abordées dans [DO]|, [Ek1], [Ek2], [GT] et [Sli]. Le présent travail s’inscrit

dans cette direction.

Résoudre le 07 revient a montrer la trivialité de la cohomologie de Dolbeault feuil-
letée H2"(M). Celle-ci est un invariant de la classe de conjugaison complexe du feuil-
letage et mesure 'obstruction a la résolution de ce probleme. Dans le cas classique,
différentes méthodes ont été développées pour résoudre le 9 ou, de maniere équivalente,
pour déterminer la cohomologie de Dolbeault ; mais la plupart d’entre elles appliquées
au cas feuilleté, ne donnent pas des solutions explicites qui permettent de controler la
régularité des solutions par rapport au parametre transverse. Toutefois, nous sommes
arrivés a donner des réponses et des calculs explicites pour des exemples de feuilletages

complexes, assez représentatifs de situations géométriques diverses.

Dans notre démarche, nous avons utilisé des méthodes de cohomologie des groupes
discrets a valeurs dans des espaces de Fréchet liés aux feuilletages considérés (fonctions ou

formes différentielles holomorphes le long des feuilles).

Le premier chapitre est consacré a des préliminaires sur les variétés différentiables et
analytiques, les fibrés vectoriels, les faisceaux, la cohomologie a valeurs dans un faisceau,

la cohomologie des groupes discrets et quelques autres outils.
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Dans le second chapitre, on rappelle le probleme du 0 classique et la cohomologie de
Dolbeault. On y définit la notion de feuilletage complexe et on donne une formulation
du probleme du 0 le long des feuilles ainsi que la cohomologie de Dolbeault feuilletée.
Certaines situations comme celles des revétements feuilletés ramenent a 'utilisation des
outils comme ceux de la cohomologie des groupes discrets et les suites spectrales. Nous

montrons comment nous en usons.

Les chapitres III et IV de ce mémoire de these sont dédiés a nos résultats proprement

dits. Nous les avons divisés en deux.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions le 9 pour les trois feuilletages complexes
suivants pour lesquels nous donnons explicitement tous les calculs. (Les deux premiers

constituent le contenu de larticle [Sli].)

1. Un flot linéaire complexe sur le tore. On note T™ = R™/Z™ le tore de dimension n.
Soient X et Y deux champs de vecteurs linéaires indépendants ; X et Y engendrent alors
un feuilletage F réel orientable de dimension 2. En posant J£(X) =Y et J£(YV) = - X,
on définit sur le fibré tangent a F une structure presque complexe intégrable qui fait de F

un feuilletage complexe de dimension (complexe) 1.

2. Une submersion en courbes elliptiques. On note H le demi-plan supérieur {z € C :
Im z > 0} et M la variété complexe C* x H qu’on munit du feuilletage holomorphe F dont
les feuilles sont les facteurs C* x {w} avec w variant dans H. Ce feuilletage est invariant

par le biholomorphisme :
vi(z,w) e C* x Hi— (e7%W 2z w) e C* x H

ol ¢ est un automorphisme de H. 11 induit donc un feuilletage holomorphe (a fortiori com-
plexe) F de dimension 1 sur la variété quotient M = M /T ou I est le groupe des automor-
phismes de (]\/4\ , F ) engendré par 7. La variété M et le feuilletage F sont différentiablement
le produit par H d’une courbe elliptique . Mais du point de vue complexe F est loin
d’étre un produit : deux feuilles X, et Y sont holomorphiquement équivalentes si, et

seulement si, il existe une matrice B € SL(2,Z) telle que ¢(¢) = By(w).
3. Un feuilletage affine de Reeb en surfaces complexes. Soit M la variété (C?2xR)\ {0}

munie du feuilletage complexe F de dimension 2 défini par 1’équation dt = 0 ((z1, 22, 1)

désignent les coordonnées sur M ). Ce feuilletage est invariant par le difféomorphisme :

v (21,20,t) € M —> (Az1, Az, \t) € M

10



(on A €]0,1]) et induit donc un feuilletage complexe F de dimension 2 sur la variété

quotient M = M /T (ou I est le groupe des automorphismes de F engendré par ).

Le quatrieme chapitre est consacré aux feuilletages complexes homogenes définis par
une action localement libre du groupe affine de la droite réelle sur une variété homogene

compacte a groupe fondamental résoluble. Décrivons explicitement ces feuilletages.

4. Feuilletage complexe sur le tore hyperbolique. Soit A € SL(n,Z) une matrice
diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres Aq, - - -, A\, réelles positives et différentes de

1 (on dit que A est hyperbolique). On a une action du groupe R sur R" :
(t,z) € R x R" — Az € R"

qui permet de construire un groupe de Lie résoluble G = R" x 4R ayant I' = Z" x 4Z comme
réseau cocompact. Le quotient G/T" est une variété compacte notée ']I‘ZJrl et appelée tore
hyperbolique de dimension n + 1. Soit v un vecteur propre associé a une valeur propre A de
A dans |0, 1[. Les champs de vecteurs X = Mo et Y = % sont linéairement indépendants
et induisent des champs sur la variété TZ}‘H sur laquelle ils définissent un feuilletage F de
dimension réelle 2. Il est muni d’une structure complexe définie a 1’aide de la structure

presque complexe intégrable J£(X) =Y et J£(Y) = —X.
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CHAPITRE |

RAPPELS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Les feuilletages qu'on considere dans ce travail sont définis sur des variétés
différentiables ou des variétés analytiques complexes. Il est donc naturel d'en
rappeler les éléments de base et tous les objets qui leur sont rattachés : champ
de vecteurs, formes différentielles, fibrés vectoriels, faisceaux, cohomologie etc.
On aura aussi a utiliser la notion de cohomologie des groupes discrets ; on en

introduira les ingrédients essentiels.

Tout espace topologique M que l'on considérera sera supposé paracompact i.e. M est
séparé et tel que tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert plus fin et lo-
calement fini. Tout recouvrement que I’on prendra sera de ce type. Le mot “différentiable”

signifiera toujours indéfiniment différentiable.

1. Variétés différentiables et complexes

Soit {U; };cr un recouvrement ouvert de M tel que, pour tout ¢ € I, il existe un homéomor-
phisme @; : O; — U; ou O; est un ouvert de R™. Si x € Uj;, la paire (U;, ;) est appelée
carte locale et (x1,...,1,) = ¢; '(x) sont les coordonnées de  dans cette carte. Si (U;, ;)
et (Uj, ¢;) sont deux cartes locales telles que U; N U; # ) alors un point = € U; N U, sera
repéré par ses coordonnées (x1,...,x,) dans U; et ses coordonnées (z'1,...,2',) dans U;.
On doit avoir :

(I.1) (x'l,...,x’n):goj_logoi(xl,...,:z:n).

L’application cpj_l op; est appelée changement de coordonnées de la carte (U, ;) a la carte
(Uj, ¢;). La collection {U;, ¢; }icr est appelée atlas sur M.

1.1. Définition. On dira que M est une variété différentiable de dimension n si elle
admet un atlas {U;, ;i }ier tel que, pour toute paire de cartes locales (U, ;) et (Uj,¢;)
avec U; NU; # 0, 'homéomorphisme de changement de coordonnées <p;1 o ; soit un
difféomorphisme (de classe C™).

On dira que la variété M est orientable si elle peut étre définie a I’aide d’un atlas

{U;, p;} pour lequel les difféomorphismes goj_l o ; préservent l'orientation de R™ : pour
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x € U; NUj, le déterminant de 'application linéaire d (goj.’l ° ;) (¢; *(x)) est strictement
positif. Une variété différentiable est dite compacte, connexe etc. si ’espace topologique

sous-jacent est compact, connexe etc.

1.2. Définition. Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives
n et p. On dira qu’une application f : M — N est différentiable au point x € M si,
pour toute carte locale (U, p) de M contenant x et toute carte locale (V,1) de N contenant
f(x) et tout voisinage ouvert W de x contenu dans U et tel que f(W) C V, Uapplication
v lofop: o (W) CR* — ¢~ Y(V) C RP est différentiable. On dira que f est
différentiable, si elle est différentiable en tout point de M.

En particulier, on dira qu’une fonction f : M — R est différentiable si, pour toute
carte locale (U, ), la fonction fo ¢ : o 1(U) C R® — U — R est différentiable.
La dérivée partielle ;—Jk(x) sera donc par définition 88—;;(90) = mthD)(go_l(x)). Si f est
différentiable, bijective et f~! est différentiable, on dira que f est un difféomorphisme de

M sur N. Dans ce cas les variétés M et N ont nécessairement la méme dimension.

On notera C°°(M, N) l'ensemble des applications différentiables de M dans N et
simplement C°(M) lorsque N = K (K = R ou C) ; ce dernier est une algebre pour la
multiplication des fonctions. L’ensemble des difféomorphismes d’une variété sur elle-méme

est un groupe (pour la composition des applications) noté Diff(M).
1.3. Des exemples et comment on peut en construire

Nous en donnerons tres peu pour le moment ! Beaucoup apparaitront dans ce texte

par la suite.

e Il est clair que le premier exemple est I'espace R™ (et n’importe lequel de ses ouverts)

puisqu’il constitue le modeéle local.

e Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives n et q. Alors
le produit cartésien M x N est une variété différentiable de dimension n + ¢. De maniere
générale le produit cartésien d’un nombre fini de variétés différentiables est une variété
différentiable de dimension la somme des dimensions. Par exemple le produit de n exem-

plaires du cercle S! est une variété de dimension n appelée n-tore réel T = S! x ... x S'.

e Soient B, F' et M trois variétés de dimensions respectives m, ¢ et n = m + q et
7w : M — B une submersion surjective. On dira que 7 est une fibration localement triviale
de fibre F et de base B s'il existe un recouvement ouvert ¥V = {V;};,c; de B et, pour chaque

i € I, un difffomorphisme ¢; : V; x F — U; = 7~ 1(V;) tel que le diagramme qui suit

commute : _
‘/Z' x F ﬂ) Uz
Pl Im
V. idei>‘cité v
(2 7
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ou p; est la premiere projection. On voit facilement que, pour chaque =z € V; NV},
I'application v;;(x) : y € F — (goj_l o ;)(z,y) € F est un difféomorphisme ; en plus,
les applications 7;; : V; N'V; — Diff(F") sont continues (le groupe Diff(F) étant muni de
la topologie C?) et vérifient vy, o vi; = vir (lorsque bien str U; NU; N Uy # (). En fait,
la donnée du recouvrement ouvert V = {V;},c; de B et des ~;; vérifiant cette condition
caractérise la fibration 7 : M — B. On dira que {V;,v;;} est un cocycle définissant cette
fibration.

Le produit M = B x F muni de la premiére projection p;y : (z,y) € M — x € B est

une fibration localement triviale ; c’est la fibration triviale de fibre F' et de base B !

Nous verrons que les diverses fibrations qu’on utilise en géométrie s’obtiennent en met-
tant une structure géométrique supplémentaire (vectorielle ou autre) sur F' et en imposant

aux v;; de la respecter !

e Si la fibre est un groupe dénombrable I' muni de la topologie discrete on dira que la
fibration I' — M —— B est un revétement de groupe I'. Dans ce cas, la base B et ’espace

total ont les mémes structures géométriques locales.
1.4. Variétés complexes

Elles se définissent de la méme maniere que les variétés différentiables : la notion de
difféomorphisme entre ouverts de R™ sera remplacée par celle d’application biholomorphe
entre ouverts de C".

L’espace C" sera identifié & R?™ & I'aide de Papplication qui & (z1,¥y1,...,Zn, Yn) de
R?" associe (1 +1iy1,..., 2y +iy,) dans C™. Soient U un ouvert de C et ¢ : U — C une
fonction de classe C'. Alors la différentielle de ¢ en un point z quelconque de U est une

application R-linéaire dy, : R2 — R? de matrice :

- (1) B0

ol 1 et g9 sont les composantes (resp. réelle et imaginaire) de ¢ i.e. ¢ = @1 + ipy et
z=x+1y.

On dira que ¢ est holomorphe en z si la différentielle d,p est C-linéaire. On dira que
¢ est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point de U. Si ¢ est holomorphe

sur U, les coefficients de la matrice d,p en tout point z € U vérifient les égalités (dites

conditions de Cauchy-Riemann) : %(z) = 88—“22(2) et 88—“21(2’) = —%(z). On peut aussi

écrire : dp = %‘fdx + %dy = %Zﬁdz + %§d2 ol les opérateurs % et % sont donnés par :
o 1[0 0 o 1[0 0

1.2 —_— = — — 71— t _ = - | — P

(12) 0z 2 (83: Za;;) oz 2 <5’x —Hay)



Alors ¢ est holomorphe sur U si, et seulement si, la dérivée partielle g—g y est identiquement

nulle.

Soit maintenant U un ouvert de C*. Pour ¢ : U — C de classe C', on pose
8 Y 8 f— \
Op=>1_y 5o dzy, et Op = Sy 72 dz), olt

o _1(a _,;0
Oz ~ 2 \ Oz Oyk
o) 1 (o) o)

Alors do = 9y + Oy ol1, pour tout point z € U, 0.¢ et 0, sont des 1-formes complexes
R-linéaires sur C". La premiere est C-linéaire et la deuxieme est C-antilinéaire. On dira
que ¢ est holomorphe si, pour tout point z € U C C", la 1-forme d,p est C-linéaire i.e. si

la partie antilinéaire 0, est nulle.

Sip=(¢1,---,%m) est une fonction définie sur un ouvert U C C™ et a valeurs dans
C™ on dira que ¢ est holomorphe sur U si chacune de ses composantes wy, £ = 1,...,m
est holomorphe en tant que fonction définie sur U et a valeurs dans C.

Une application biholomorphe d'un ouvert U de C™ sur un ouvert V de C" est une

! soient holomorphes. Dans

application bijective ¢ : U — V telle que ¢ et son inverse ¢~
ce cas, on a nécessairement n = m. On dira que les deux ouverts U et V de C" sont

holomorphiquement équivalents.

On est maintenant en mesure de donner la notion de variété analytique complexe. Soit

M une variété topologique de dimension 2n.

On dira que M est une variété analytique complexe de dimension n si elle admet
un atlas (Ui, i)icr o, pour tout i € I, ¢; est un homéomorphisme d’un ouvert de C™
sur U; tel que si Uy NU; # 0 ’homéomorphisme de changement de coordonnées goj_l o W;:
o7 (U;NU;) Cc C* — goj_l(UZ- NU;) C C" soit un biholomorphisme.

Par définition méme, toute variété analytique complexe est munie naturellement d’une
structure de variété différentiable. Tout ouvert d’une variété analytique complexe (en

particulier tout ouvert de C™) est une variété analytique complexe de méme dimension.
1.5. Actions de groupes

Soient M une variété différentiable (resp. complexe) de dimension n et I' un groupe
discret, (dénombrable). Une action différentiable (resp. holomorphe) de T sur M est une
application différentiable (resp. holomorphe) ® : (v,x) € T' x M —s v-x € M telle que :

i) (') -2 =+"(v-x) pour tous 7,7 € T et tout x € M ;

ii) ez = x pour tout x € M (e étant I’élément neutre de T).

On dira que l'action ® est libre si v - x = x implique v = e ; propre si, pour tout
compact K C M, Pensemble {y € T': (v- K) N K # 0} est fini. On a le résultat qui suit.
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Soient M une variéte différentiable (resp. complexe) de dimension n et T' un groupe
discret agissant différentiablement (resp. holomorphiquement) sur M de fagon propre et
libre. Alors le quotient M = M/F est muni canoniquement d’une structure de variété
différentiable (resp. structure complexe) de dimension n et la projection canonique T :

M — M est un revétement différentiable (resp. holomorphe) de groupe T'.
2. Fibrés vectoriels

Ils apparaissent tres souvent en géométrie et en analyse globale. Des objets comme les
fonctions, les formes différentielles etc. sont naturellement associés a des fibrés vectoriels.

Dans toute la suite M sera une variété différentiable de dimension n.

2.1. Définition. Un fibré vectoriel (réel ou complexe) de rang k est une fibration localement
triviale m : E — M dans laquelle la fibre E, = 7~ 1(z) en x € M est un K-espace vectoriel
(avec K =R ou C) de dimension k et définie par un cocycle {U;,vij} ouU = {U;} est un
recouvrement ouvert de M et les fonctions de transition ~y;; (définies sur les U;;) sont a

valeurs dans le groupe linéaire GL(k,K) de K*.

Une section (continue, C*° etc.) de w : E — M est une application o : M — F
(continue, C* etc.) telle que, pour tout x € M, a(z) € E; et m(a(x)) = z. L’ensemble
C>(FE) des sections C* de E est un espace vectoriel ; ¢’est méme un module sur I'anneau
C>°(M) des fonctions C* sur M. Comme la restriction de E & chaque ouvert U du
recouvrement U définit un fibré trivial v.e. FEjy ~ U X K*, sur U, une section « est
une fonction (continue, différentiable etc.) « : U — K donnée par ses coordonnées
a(z) = (a1(x), -, a(x)) ou les ay, -+, a) sont des fonctions (continues, différentiables
etc.). L'espace des sections (C'*° par exemple) au-dessus de U s’identifie donc a I'espace

C>°(U,K*) des fonctions de classe C* sur U a valeurs dans K*.
2.2. Le fibré tangent

Il est certainement le premier exemple de fibré vectoriel qui apparait de fagcon naturelle
des qu’on considere une variété M et qu’on y fait de la géométrie différentielle.

Supposons M définie par un atlas de cartes locales {U;, ; }icr. Pourtout k =1,...,n,
on a un opérateur 8% qui a toute fonction différentiable f sur U; associe la fonction 887];.
En chaque point x € U;, les vecteurs 88—371(@, ce 887(1;) sont linéairement indépendants.
Ils engendrent donc sur R un espace vectoriel de dimension n indépendant de la carte
choisie (U;, ¢;). On appelle espace tangent a M en x, 'espace vectoriel T, M engendré par
les 8%1(:6), e %(m) a l’aide d’une carte quelconque (U, ¢;).

Pour tout ¢ € I, on note €2; la réunion des T, M pour x variant dans U; Alors
lapplication ®; : U; x R® — ; définie par ®;(z, f1,...,fn) = <x,ZZ:1 fk%(ac»

est une bijection. On munit 2; de 'unique topologie 7; pour laquelle ’application ®; est
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un homéomorphisme. De cette fagon on définit une structure de variété topologique de

dimension 2n sur ’ensemble T'M = U T, M alaide de latlas {Q;, ®;}. (La topologie sur

xeM
TM est celle engendrée par les 7;.) En fait TM est une variété différentiable. On a une

projection canonique 7 : TM — M définie par w(z,u,) = x. On appelle fibré tangent
a M la variété T M et la projection 7 : TM — M.

2.3. Opérateurs différentiels

Sis=(s1,--+,5n) € N” est un multi-indice, |s| = s; +-- -+ s, sera sa longueur. Pour
tout s € N on désigne par % lopérateur différentiel C°(U) — C*°(U) qui a f
1 n
. olslf
asSsocle m(l’)
Soient E et F' deux fibrés vectoriels complexes de rangs respectifs k et ¢ au-dessus
de M. On appelle opérateur différentiel d’ordre m de E vers F toute application linéaire

D : C®(F) — C°°(F) s’écrivant localement sous la forme :

olsl
(1.3) D= ), al@)gm g

ls|<m

ol as(z) = (a¥(x)) est une matrice & k colonnes et ¢ lignes (dépendant de maniere C*°
de z) définissant une application lindaire F, — F,. A toute section o € C*°(E) on
associe la section Da donnée localement de la facon suivante : si @ = («q,---,ay) alors
Da = ((Da)q,- -+, (Da)g) ou, pour tout ¢ =1,---, £ :

k
iy olsla-
Da); = g E () ——
(Do) 1% (x)aa:i1~"6xf1" (x)

|s|<m \J=

On définit le symbole de D en z € M et (&1,---,&,) = & € T M comme étant 'application

linéaire o(D)(x,§) : E, — F, donnée par :

o(D)(@,&)(n) = Y & &ras(@)(n).
|s|=m

On dira que 'opérateur D est elliptique si o(D)(x,§) est un isomorphisme pour tout z € M
et tout covecteur £ € Ty M non nul. Ceci implique en particulier que les fibrés E et I’ ont

méme rang i.e. k = £. Voici deux propriétés importantes d’un opérateur elliptique :
e Si I’équation Da = 3 a une solution, alors a a exactement la régularité de 3, en

particulier a est C™ si 3 l'est (c’est la propriété de régularité)

e Si M est compacte, le noyau N de D et son conoyau C' = C*°(F)/ImD sont de

dimension finie.
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On appelle complexe différentiel sur M la donnée d’une suite de fibrés vectoriels

(E?)4>0 et d’opérateurs différentiels d’ordre 1 :

D,

14) 00— O(E%) 2% oo(rY) B P oo (pe) P oo (pett) T

tels que Dgy1 0o D, = 0 pour tout ¢ > 0 (on dira aussi que la suite est semi-ezacte).
Le noyau Z(E?) de D, : C*(E1) — C*°(E9!) contient donc I'image B(EY) de D, :
C>®(E1 1) — C*°(E9) ; le quotient H1(E*) = Z(E1)/B(EY) est le ¢*™€ espace vectoriel
de cohomologie du complexe différentiel (E*, D).

Pour tout x € M et tout covecteur £ € TxM, notons o, le symbole o(D,)(x,&). On

a alors une suite semi-exacte :
Og—2 _ 1 Og—1 (o2 Og+1
LA petl i pe L patl e

On dira que le complexe est elliptique si cette suite est exacte pour tout x € M et tout
covecteur £ non nul. On a le théoreme suivant qui est un résultat marquant de la théorie
de Hodge.

Théoreme. La cohomologie d’un complexe elliptique sur une variété compacte est de di-

mension finie.
3. Faisceaux et préfaisceaux

Tout ce que nous allons raconter dans cette section peut se faire sur un espace topologique
(ayant un minimum de propriétés) ; mais nous allons nous restreindre au cas d’une variété
différentiable. Nous ne donnerons que 1’essentiel, le lecteur désireux d’en savoir plus pour-

rait consulter [Gom)].

3.1. Définition. Un faisceau vectoriel sur M est la donnée d’un espace topologique & et
d’une projection continue w: E — M telle que :

i) ™ est un homéomorphisme local i.e. tout point z € £ admet un voisinage ouvert
U tel que la restriction de w a U soit un homéomorphisme sur un voisinage ouvert de
x =m7(2);

ii) pour tout x € M, 7= 1(z) = &, est un K-espace vectoriel ; on dira que &, est la
fibre de £ au point x ;

i11) pour tout x € M, les applications (u,v) € E, X Ex —— u+v € &, et (A\u) €

K x &, —— Au € &, sont continues.

Dans toute la suite le mot “faisceau” désignera un faisceau vectoriel. Le plus élémen-
taire des exemples est celui obtenu en prenant £ = M x K ou K est muni de la topologie

discrete et m: & — M la premiere projection. On 'appelle faisceau constant de fibre K.
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Soient 7 : £ — M un faisceau et U un ouvert de M. Une section de £ au-dessus
de U est une application continue o : U — & telle que m o a = idy. Donc, pour tout
x € U, a(x) € €. Une section au-dessus de M est dite globale. L’espace des sections
au-dessus de U sera noté E(U) ; c’est un K-espace vectoriel. Observons que, comme 7 est
un homéomorphisme local, deux sections qui coincident en un point, coincident sur tout
un voisinage de ce point. Par exemple, les sections au-dessus de U du faisceau constant

M x K sont les fonctions localement constantes U — K.

Soient 71 : EY — M et my : £2 — M deux faisceaux sur M. Un morphisme de E*
vers £2 est une application continue ® : £ — &2 telle que m; = m o ® et, pour tout
x € M, I'application induite sur les fibres @, : £ — £2 est lindaire. On dira que ® est
un isomorphisme si ® est un homéomorphisme ; dans ce cas, toutes les applications @,

linéaires sont des isomorphismes.

Une suite de faisceaux et de morphismes --- — &£¥~! iy g2 gitl L st

dite ezacte si, pour tout x € M, la suite d’espaces vectoriels et d’applications linéaires
F— & %, gL 2, ELrl — ... est exacte.

Soient 71 : EY — M et my : £2 — M deux faisceaux et ® : £' — £2 un morphisme.
Alors, pour tout ouvert U de M, ® induit une application linéaire &y : E1(U) — £2(U)
définie par Oy (a)(x) = @, (a(x)) ; si @ est un isomorphisme, il en est de méme pour .
En particulier, on a une application linéaire ®, : £(M) — £2(M) au niveau des sections

globales.

e Le support d’'un morphisme ® : £ — & est I'adhérence de 'ensemble des points
x € M pour lesquels @, # 0. On le note supp(®P).

e Une partition de l'unité de £ subordonnée a un recouvrement ouvert {U;} est la
donnée d’une collection de morphismes ®; : £ — & tels que supp(®;) C U; et > . P; est
le morphisme identité. On dira que & est fin si tout recouvrement ouvert (localement fini)

{U;} posséde une partition de I'unité.

Toute suite exacte 0 — &° ﬂoé' N £? — 0 induit une suite exacte au niveau
des sections globales 0 — £°(M) e L) RNy 2(M). En général la derniere fleche
n’est pas surjective ; elle ’est lorsque le faisceau £° vérifie une certaine propriété.
3.2. Définition. Un préfaisceau & d’espaces vectoriels sur M est la donnée pour chaque
ouwvert U de M d’un espace vectoriel E(U) et, pour chaque paire d’ouverts U C V', d’une
application linéaire Ryy : E(V) — E(U) telle que si U C V. .C W on ait Ryw =
Ryv o Ryw. Un élément o de E(U) est appelé section de £ au-dessus de U ; l’image de
B € E(V) par Ryy est la restriction de § a U.

Le préfaisceau € est dit complet si, pour toute famille d’ouverts {U;};cs et U la

réunion des Uj, il vérifie en plus les deux propriétés qui suivent :
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i) pour toute famille oy € E(Uy) telle que Ry,,u,(c;) = Ru,,u,(ay), il existe o € E(U)
telle que a; = Ry,u(a) pour tout j € J (ici Uy = U; NU;) ;
ii) si o, B € E(U) sont telles que Ry,u(a) = Ry,u(B) pour tout j € J, alors o = 3.

Soient £! et £2 deux péfaisceaux sur M. Un morphisme ® : £ — £2 est la donnée,
pour chaque recouvrement ouvert U, d'une application linéaire ®y; : E1(U) — E2(U) telle

que, pour toute paire d’ouverts U C V, le diagramme qui suit commute :

EYV) 2% gxv)
Ry | | Ry
syu) 2% gxo.

On dira que ® est un somorphisme de préfaisceaux si, pour tout ouvert U, &y est un

isomorphisme.

Tout faisceau & — M donne lieu a un préfaisceau. Il suffit d’associer a chaque
ouvert U de M lespace vectoriel £(U) des sections de £ au-dessus de U et, pour toute
paire d’ouverts U C V, définir Ryy : E(V) — E(U) par Ryy(«) = restriction de v & U.
De méme, a tout préfaisceau £ on peut associer canoniquement un faisceau. Par le procédé
qui précede, il redonnera le préfaisceau & si celui-ci est complet. Il y a une correspondance
biunivoque canonique entre les faisceaux et les préfaisceaux complets. Nous confondrons

les deux notions dans toute la suite.

Comme pour les espaces vectoriels, on peut définir la notion de noyau et d’'image d’un
morphisme @ : £' — £? de préfaisceaux. Ce sont les préfaisceaux A et R définis sur un
ouvert U par :

e N(U) = ker{®y : EX(U) — E2(U)} ;

e R(U) =Im{®y : EY(U) — EX(U)}.

Si &' et £2 sont des faisceaux, N est aussi un faisceau ; par contre R n’en est pas
toujours un (cf. [For] page 120).

La construction et les justifications de tout ce qu’on vient d’exposer demandent un

peu de travail, nous renvoyons le lecteur a l'une des références [Gom| ou [War].

Soient M, M’ deux variétés, f : M — M’ une application continue et £ un faisceau
sur M. Pour tout ouvert U' C M’, on pose £'(U’) = E(f~1(U’)). On définit ainsi un

faisceau £’ sur M’ qu’on appelle image directe de € par f. On le note habituellement f.E.
3.3. Exemples

e Pour tout ouvert U de M, on note C*°(U) 'espace des fonctions U — C de classe
C* et, pour toute paire d’ouverts U C V, Ryy sera la restriction C>° (V) — C*(U) i.e.

a toute fonction différentiable f : V' — C, on associe sa restriction Ryy(f) a U. 1l est
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facile de voir qu’on définit ainsi un faisceau C*° sur M ; c’est le faisceau des germes de

fonctions C'°° sur M.

e Supposons que M est une variété analytique complexe. A tout ouvert U , o1l associe
I’espace H(U) des fonctions U — C holomorphes et pour toute paire d’ouverts U C V,
Ryy sera la restriction H(V) — H(U) i.e. a toute fonction holomorphe f : V — C,
Ryv (f) associe sa restriction & U. De méme que précédemment, il est facile de voir qu’on
définit de cette fagon un faisceau H sur M ; c’est le faisceau des germes de fonctions

holomorphes sur M.

e A tout fibré vectoriel E —s M est associé le faisceau C™ des germes de ses sections
C® : pour tout ouvert U, C>°(U, E) sera 'espace des sections C*° de E au-dessus de U.

Pour la simplicité, 1’espace des sections globales sera noté C*°(E).

Dans chacun des cas qui précedent, la fibre est obtenue de la fagon qui suit. (Faisons-le
pour le préfaisceau des sections C*° d’un fibré vectoriel £ — M. La méme démarche
fonctionne pour les sections continues, holomorphes ou autres.) Nous dirons que deux
sections ay € E(Uy) et as € E(Uz) ont méme germe au point z, s’il existe un voisinage
ouvert W C Uy NU;y de z tel que a; et as soient égales sur W. Une classe d’équivalence
suivant cette relation est un germe en x de sections de E. L’ensemble des germes au point

x est un K-espace vectoriel ; c’est la fibre &£, du faisceau £.

Ces exemples jouent un role essentiel en géométrie différentielle et complexe. Nous les

utiliserons constamment dans ce travail.

e On appelle résolution du faisceau £ la donnée d’une suite exacte de faisceaux et de

morphismes :
] [ [0} [
0—E&L 6258 5E 2. 5¢

On dira que cette résolution est fine si tous les &, (pour n > 1) sont fins. Cette notion est

capitale dans le calcul de la cohomologie comme on le verra.
3.4. Cohomologie

Soit £ un faisceau sur M. On se donne un recouvrement ouvert U = {U; }ier (sup-
posé comme toujours localement fini). Pour tout multi-indice (7o, - -,i,), on note Us,..;,
Iintersection U;, N---NU;, et ¥, 'ensemble de ces multi-indices pour lesquels Us,...;, # 0.
Soit C1(U, &) I'ensemble des collections (fiy...i,) (g, i) ex, OU fig.i, est un élément de
E(Uig-.i,) 5 c’est un K-espace vectoriel. Un élément f de CY(U,E) est appelé g-cochaine
sur U & valeurs dans €. On définit un opérateur § : C4(U, E) — CITHU, E) en associant

a toute g-cochaine f = (fi,...i,)(io,--,i,) 12 (¢ + 1)-cochaine ¢ f définie par :

q+1 o
(L5) (0 )igmiger = DV FL 5 o
=0
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ou f/ . estla section figi; i, Testreinte a l'ouvert U; Par exemple, si on

fo-3j g cFyeeigin
prend ¢ = 0, une O-cochaine est donnée par f = (f;) et 0f est la 1-cochaine (f;;) avec

fij=fj—fi;siqg=1et f=(fiy)alors f = (fijx) avec fijx = fijx — fix + fij. On vérifie
(c’est facile mais un peu lourd) que § o6 : C4(U,E) — CIT2(U, E) est nul. On a donc un

complexe différentiel (i.e. une suite semi-exacte) :

0 dgit

0— COWU, &) 2 CM U, &) - C2U,E) - CIU,E) - CITHULE) - --

Le noyau Z9(U,&) de 6§ : CUU,E) — CITL(U,E) contient donc 'image BI(U,E) de
§: CT YU E) — CUU,E) ; le quotient HI(U,E) = ZI(U,E)/BIU,E) est le qéme
espace de cohomologie de U a coefficients dans le faisceau £.

Rappelons qu'un recouvrement U’ = {U; } ;e est dit plus fin que U si, pour tout j € J,
il existe i € I tel que UJ‘ C U;. Pour un tel recouvrement, on a un morphisme de restriction
re: CUU,E) — CITHU,E) dont il n’est pas difficile de voir qu’il commute & I'opérateur

0 i.e. le diagramme qui suit est commutatif :

cuu,E) > Cr(UY,E)

Tq ! l Tq+1
cuu,E) > i g).
Il induit donc un morphisme en cohomologie 7 : HI(U,E) — HYU',E). La limite
inductive obtenue sur les recouvrements de plus en plus fins donne un espace vectoriel
noté H1(M,E) qui est par définition la cohomologie en degré q de M a valeurs dans le

faisceau £. On a les propriétés qui suivent.

e HO(M,E) n’est rien d’autre que 'espace £(M) des sections globales de &.

e Soient M et M’ deux variétés, f : M — M’ une applicationn continue, £ un
faisceau sur M et £ son image directe par f. Alors, pour tout entier ¢ > 0, f induit un
morphisme f* : HY(M', ") — HY(M,E). Si M" est une troisieme variété, g : M’ — M"
une application continue et £’ 'image directe de £’ par g, alors (go f)* = f*og*. D’autre
part si M = M’ et f = identité de M alors f*=identité de H1(M,E).

e Tout morphisme ® : £ — &’ de faisceaux au-dessus de M induit, pour chaque g,
un morphisme @, : H1(M,E) — HI(M,E’) de telle sorte que (¢’ o @), = &, o P,. Si P
est un isomorphisme, il en est de méme pour ®,.

e Toute suite exacte courte de faisceaux 0 — &' — & — £” — 0 induit une suite

exacte longue de cohomologie :
0— H(M,E") — H(M,E) — H(M,E") — H' (M,E") — ---
o HY(M,E") — HY(M,E) — HY(M,E") — HITY(M,E)---
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e Un recouvrement ouvert U = {U;} de M est dit acyclique si, pour toute intersection
finie U;, N---NU;, on a HY(U;, N---NU;,,E) =0 pour ¢ > 1. Pour un tel recouvrement,
on a toujours H4(M,€) = HI(U,E) pour tout ¢ > 0. C’est le théoreme de Leray ; dans

certaines situations il permet de calculer aisément les espaces H1(M, ).

e Soient £ un faisceau sur M et (E?),—,... », une famille finie de fibrés vectoriels. Pour
tout ¢ = 0,---, m, notons C>® (E1) le faisceau des germes de sections C*° de E? ; I'espace
C>(E1Y) des sections globales du fibré E? est exactement ’espace des sections globales du
faisceau C*°(E4). On se donne des opérateurs différentiels D, : C®(E1) — C>®(RT1)
pour ¢ = 0,1,---,m (avec D,, = 0) ; chacun des D, induit un morphisme de faisceaux
D, : Co® (E1) — 5°°(Eq+1). On rappelle que, comme il existe une partition de I'unité
C*° subordonnée a n’importe quel recouvrement ouvert localement fini de M, chacun des
faisceaux C° *(E1?) est fin. On a alors le théoréme qui suit connu comme étant le théoréme
abstrait de de Rham.

Théoréme. §i 0 — & — C(EO) 2% Goo(EY) ... ¢ (Em=1) 2n3l Goo(Bm) — 0 est
une résolution de & (i.e. la suite est exacte), la cohomologie H*(M,E) est exactement celle

du complexe différentiel :
0 — C=(E%) 2o, coo(pty L, . Pms2 poo(gm—1) st oo pmy
i.e. HO(M,E&) est le noyau de Dy et, pour chaque ¢ = 1,---,m, H1(M,E) est le quotient
D D,
du noyau de lopérateur C*(E1) =% C=(EIt) par Uimage de C*(E1~1) 25 C®(E9).
Ce théoreme permet de recourir a I’outil analytique pour calculer la cohomologie d’'une
variété a valeurs dans un faisceau. Nous aurons 1’occasion de voir cela dans notre travail.

4. Cohomologie des groupes discrets

C’est une notion dont les méthodes seront souvent présentes dans notre travail. Il est donc
nécessaire d’en donner les éléments de base. Soit I' un groupe discret (dénombrable pour
simplifier) agissant sur un espace vectoriel . L’action d’'un élément € I sur un élément
u € E sera notée vy - u.

4.1. Définition
Pour tout k € N, soit C*(I', E) I’ensemble des fonctions de I'* dans E qu’on appelle

k-cochaines inhomogenes sur I' a valeurs dans E. On définit I'application linéaire d :

CkT,E) — CkIT,E) par :

(de) (Y1, -5 Vha1) = Y1 -2, -, Vhy1)

k
(1.6) + Z C(V1y oy YVim 1y ViYit1s Vit2s - - s V1)
=1

+ (=D (v, ).

24

N



L’opérateur d satisfait d?> = 0 ; 'image B*(I', E) de d : C*~}(T", E) — C*(T', E) est donc
un sous-espace vectoriel du noyau Z*(T', E) de d : C*(T', E) — C*+1(I', E). Les quotients
HFT,E) = Z¥(', E)/B*(T, E) pour k € N sont appelés les espaces de cohomologie de T

a valeurs dans le I'-module FE.

4.2. Exemples

Supposons, pour simplifier, que ’action de I' sur E est triviale. Une autre maniere de
définir la cohomologie H*(I', ) est la suivante. Il existe un espace topologique connexe

noté K(I',1) (ou BT') appelé classifiant de T', défini & homotopie pres par les conditions :

I sii—1
m(K(T,1)) = {0 :;nlon

Par définition la cohomologie de I' a coefficients dans E sera la cohomologie singuliere a
coefficients dans E de l'espace K(T',1) (¢f. [BT]).

Par exemple, si I agit librement et proprement sur un espace contractile M, K(I', 1) =
M /T et la cohomologie du groupe I' s’identifie canoniquement a celle de ’espace quotient
M/T.

o I'=7"; alors K(Z",1) est (& homotopie pres) le tore T™ et donc :

H*(Z"',E) = E®n

\ * n!
ou Cn T xkl(n—x)!"

o I' est le groupe engendré par v1,...,74,01,...,04 (avec g > 2) vérifiant la relation
V10171 1Jf L. .vgagvg_lag_l = 1. Alors K(I', 1) est la surface compacte orientable de genre

g. Dans ce cas la cohomologie de I' est donnée par :

E si*x=0,2
H*(TE) =<} E? six=1
0 sinon.

43. Casde ' =7

Supposons que ' est le groupe infini cyclique Z et que son action sur E est engendrée

par un élément . Alors un calcul facile montre que :

E7 six=0
(I.7) H*(T,E) = {E’/(:E—wc) six=1
0 si* > 2

ou (x — vyx) est le sous-espace vectoriel de E constitué des éléments de la forme x — vz
avec z variant dans E. Le calcul de H'(T', E) se rameéne donc & la résolution de 1’équation

cohomologique :

Etant donné y € E, existe-t-il v € E tel que y = —yx ?
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CHAPITRE I

LE 3 POUR LES FEUILLETAGES COMPLEXES

On introduit dans ce chapitre la notion de feuilletage complexe et le probleme du
07 proprement dit. Mais avant on fera quelques rappels sur le probleme du 0
classique et la cohomologie de Dolbeault. Le lecteur désireux de plus de détails
peut se référer a [Dem1], [For], [HOr] ou [War].

1. Le probleme du o

On se donne une variété différentiable M. Une structure presque complexe sur M est
une section J de classe C*° du fibré End(TM) vérifiant J2 = —id. Le couple (M, J)
est dit wvariété presque complexe. 11 s’agit donc de la donnée d’une famille {J(z)} de
structures complezes linéaires sur les espaces vectoriels T, M variant de maniere C*° par
rapport a . Remarquons que dans ce cas M est de dimension réelle paire. En effet,
pour tout point x € M, l'espace T, M tangent a M en x, admet une base de la forme
(X1, X, J X1, -+, JX,,). La variété M hérite ainsi d’une orientation naturelle. Ces

deux conditions (la dimension paire et I'orientation) sont nécessaires mais non suffisantes.

Soit (M, J) une variété presque complexe. Le complexifié TM® de I'espace tangent
réel TM a M se décompose en somme directe TM® = TM®@C = T M &T%' M on THOM
et TO1M désignent les sous-fibrés propres associés respectivement aux valeurs propres i
et —i de J. Ceci donne lieu a une décomposition de ’espace des r-formes différentielles

en somme directe Q" (M) = GB QP9(M) ou QP9(M) est I'espace des sections du fibré
ptq=r
AP(TH0)* @ A9(T%1)*, L’opérateur de différentiation extérieure d se décompose en une

somme d = d(1 9y + d(o,1) + d(2,—1) + d(—1,2)- L opérateur :
(IT.1) d(o,1) : QP9(M) — QPITL(M)

est appelé opérateur de Cauchy-Riemann et est noté 0.

On note X1°(M) (respectivement X%1(M)) I'espace des sections C* du fibré 710 M
(respectivement T%'M). On consideére I'application @ : XM9(M) x X1O0(M) — XO1(M)
qui & X,Y € X19(M) associe la composante de type (0,1) de [X,Y] ; on Pappelle torsion
de la structure presque complexe J. Le probleme d’intégrabilité consiste a trouver une

condition nécessaire et suffisante pour que la torsion d’une structure presque complexe soit
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identiquement nulle, c’est-a-dire pour que X0(M) soit une sous-algebre de X(M). A cet
effet on a le résultat suivant :

La structure presque complexe J est intégrable si, et seulement si, ['une des assertions
équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) le tenseur N(X,Y) = 2{[JX,JY] — [X,Y] — J[JX,Y] — J[X,JY]|} de Nijenhuis
associ€ a J est identiguement nul ;

(it) d =d o)+ 0 ;

(iii) 8 =Do0d = 0.

Conséquence : Toute structure presque complexe J sur une variété différentiable de

dimension 2 est intégrable.

On a aussi le théoreme de Newlander-Nirenberg : toute structure presque complexe

intégrable est définie par une structure analytique complexe unique.
1.1. Formes de type (p,q)

Soit M une variété analytique complexe de dimension m. Soit (z1,- -, z,,) un systéme
de coordonnées locales de M. Pour tout j € {1,---,m}, on a z; = x; + iy;. Ainsi

de = d.’L‘j +idyj, d?j = dl‘j — Zdy] et :

9 _1(o 0N , 9 _1
(923'_2 8xj 8yj _'_2

Toute forme w € QP9(M) s’écrit localement :
w = Z wrg(z1, -« y2m) dzr NdzZ g
[I|=p,|J|=q
ou la somme porte sur tous les multi-indices I = (i1, --,ip) et J = (j1,---,Jq) avec
1<y < <ip<metl<j <---<js<met:

dZ[:dZil/\.../\dZip et dZJ:dEjl/\.../\dqu.

Rappelons que 0 désigne I'opérateur de Cauchy-Riemann sur M.
1.2. Cohomologie de Dolbeault

Pour toute forme w de type (p,q) comme on vient de se la donner, la (p, ¢ + 1)-forme

Ow s’écrit :

(I1.2) Ow :ZZ 01y (21, .y 2m) dZk Ndzp NdZ .
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On sait déja que l'opérateur 0 vérifie la relation 0 0o = 0. Donc, pour tout p fixé dans

{0,...,m}, on a un complexe différentiel :

0 — POy - et (v -2 - 2 apme ) -2 QP (M) — 0
dit compleze de Dolbeault de M. On note ZP1(M) (respectivement BP'9(M)) I'espace des

formes de type (p,q) sur M O-fermées (resp. J-exactes) c’est-a-dire :

ZP4(M) = Noyau{ QP4 (M) —2 QP41 (M)}

et

BP(M) = Image{QP 71 (M) -2 QPa(M)}.

La cohomologie de Dolbeault de M est définie par HP*(M) = ZP*(M)/BP*(M). Elle
mesure ’obstruction a la résolution du :

Probleme du 9. Soient ¢ > 1 et 3 € ZP9(M). Eriste-t-il une forme w € QP41 (M)
vérifiant Ow = 3 7

Localement, ce probleme admet toujours une solution ; plus précisément, on a le lemme

qui suit (qui est I’équivalent du lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham).

Lemme de Dolbeault-Grothendieck. Tout point x de M admet un voisinage ouvert U

tel que, pour tout p =0,---,m, HP9(U) =0, pour tout ¢ > 1.
Une forme w sur M est dite holomorphe si elle est de type (p,0) et vérifie dw = 0.

Ces formes donnent lieu a un faisceau noté HP et appelé faisceau des germes de p-formes
holomorphes sur M. Si ﬁp’q(]\/[ ) est le faisceau des germes de formes de type (p,q) de
classe C*° sur M, on a le théoréme qui suit di a P. Dolbeault (¢f. [Deml], [Hor] ou [Wel]).

Théoreme Pour tout p=0,1,---,m, la suite :

0 — HP — QPO(M) -2 QP (M) -2 o 2 pmt () <2 P (M) — 0
est une résolution fine et elliptique du faisceau HP. Ainsi H1(M,H?) = HP9(M) d’apres le
théoréme abstrait de de Rham. Si en plus M est compacte, les espaces vectoriels H(M, HP)
sont de dimension finie.
1.3. Quelques exemples

e Pour tout ouvert M de C (¢f. [Hor]), on a HP?4(M) =0 pour p=0,1 et ¢g=1. (On

a bien sar HP*9(M) = 0 lorsque g > 2 pour des raisons immédiates de dimension.)

e Pour toute surface de Riemann M non compacte, on a toujours H*4(M) = 0 pour

p=0,1et g >1 (cf. [For] pour la démonstration).
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e Soit M un ouvert de C™. On dira que M est un domaine d’holomorphie s’il n’existe
pas d’ouverts non vides M; et My de C™ tels que :

i) My C Mo M

ii) Mj est connexe non contenu dans M ;

iii) pour toute fonction holomorphe f : M — C, il existe une fonction holomorphe
fo: My — C telle que f = fy sur M.

Pour un tel domaine (¢f. [Hor|), on a :

HP4(M)=0 pourtout p=0,---,m ettout g=1,---,m.

e Soit M une variété complexe de dimension m (dénombrable a l'infini). On dira que
M est une variété de Stein, si :

i) M est holomorphiquement convexe, i.e. pour tout compact K C M, ’ensemble :

K ={z€ M:|f(2)| < sup |f(w)| pour toute fonction holomorphe f sur M}
weK

est un compact de M ;

ii) si 21, 22 sont deux points distincts de M, il existe f : M — C holomorphe telle
que f(z1) # f(z2) ;

iii) pour tout z € M, il existe m fonctions holomorphes fi,--, f;, sur un voisinage
de z qui forment un systeme de coordonnées.

Pour une telle variété, il existe toujours un plongement holomorphe M — C¥ pour
un certain entier N. L’espace C™ lui-méme est une variété de Stein ; un ouvert de C™
est de Stein si, et seulement si, il est d’holomorphie. Tout ouvert de C est de Stein. Le
produit de deux variétés de Stein est une variété de Stein ; par contre un fibré dont la base
et la fibre sont de Stein n’est pas toujours de Stein (c¢f. [Dem2], [CL], [Sko]). Pour une

variété de Stein M, on a toujours :

HP9(M) =0 pourtout p=0,---,m ettout g=1,---,m.

e Voici un exemple ol la cohomologie est non nulle. On se contentera de signaler le
calcul de H'(M). Soit M T'ouvert C2\ {0} de C2. Considérons le recouvrement ouvert
Ui ={(z1,22) E M : 21 #0} ~C* x C et Uy = {(21,22) € M : 29 # 0} ~ C x C*. Alors
Ui NUy ~ C* x C*. Comme chacun des ouverts Uy, Us et Uy NUs est une variété de Stein,
le recouvrement {Uy,Us} est acyclique. Les calculs (qu'on trouvera dans [MK]) montrent
que HY'(M) est engendré par les séries uniformément convergentes sur tout compact de
C*xC*:

Cmymeo
27292

m1 <0 1 2
mo <0

ol les ¢, m, sont des constantes complexes.
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2. Feuilletages complexes

Cette section sera consacrée aux définitions et aux ingrédients qui serviront a formuler le

probleme du 0 le long des feuilles. Tout ce matériel se trouve exposé en détail dans [Ek1].

Un feuilletage F de dimension m sur une variété différentiable M est une relation
d’équivalence ouverte sur M dont les classes d’équivalence sont des sous-variétés connexes,

de dimension m, immergées dans M et appelées feuilles de (M, F). De fagon précise :

Soit M une variété (conneze) de dimension m +n. Un feuilletage F de codimen-
sion n (ou de dimension m) sur M est la donnée d’un recouvrement ouvert U = {U, }ier
et pour tout i, d'un difféomorphisme p; : R™T" — U, tel que, sur toute intersection
non vide U; N Uj;, le difféomorphisme de changement de coordonnées goj_l ow; : (z,y) €
o7 (UNU;) — (2',y') € goj_l(Ui NU;) soit de la forme x' = p;j(x,y) and y' = v (y).

Fig.1

Les systemes de coordonnées (U;, v;) satisfaisant les conditions de la définition qu’on
vient de donner sont dits distingués pour le feuilletage. Soit M une variété différentiable

munie d’un feuilletage F de dimension réelle 2m. On notera T'F le fibré tangent a F.

2.1. Définition. On dira que F est complexe s’il peut étre défini par un recouvrement
ouwvert {U;} de M et des difféomorphismes p; : Q; x O; — U; (o0 Q; est un ouvert de

C™ et O; un ouvert de R™) tels que les changements de coordonnées :

(IL.3) pij = 9; opit(t) € o (UiNUy) — (,t') € o (Ui N ;)

soient de la forme (2',t') = (go,}j(z,t), gofj(t)) avec @;;(-,t) holomorphe en z pourt fizé.
On peut aussi donner une autre définition en termes de géométrie différentielle. Une

structure presque complexe sur F est la donnée d’un endomorphisme Jr : TF — TF
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tel que J]2_- = —idyx. En particulier, chaque feuille est munie d’une structure presque

complexe.

On suppose dans la suite que la variété feuilletée (M, F) est munie d’une structure
presque complexe le long des feuilles Jx. Considérons le complexifié TF ® C du fibré T'F
et notons respectivement 710 F et T0' F les sous-fibrés propres associés respectivement aux

valeurs propres ¢ et —¢ de 'automorphisme Jz. On a une décomposition en somme directe:
TF@C=T"FoT"F.

On note :

a) Xz(M) Despace des sections du fibré TF ® C i.e. les champs de vecteurs sur M
tangents au feuilletage F ;

b) pour tout r € N, Q% (M) I'espace des sections C*° du fibré A"T'F* ® C ; en fixant
un supplémentaire du fibré T'F dans T'M, on peut voir les éléments de 2% (M) comme des
formes différentielles feuilletées sur (M, F) (a coefficients complexes). On a un opérateur
de différentiation extérieure le long des feuilles d : Q- (M) — Q51 (M) défini par :

r+1
dra(Xy, -, Xep1) =D (1)Ko Xy, -, X+, Xppa)

=1

+Za([Xi7Xj]7X17"'7)?ia'"7)?]'7"'7X7‘+1)~

1<]J

Pour tout r € {0,---,2m}, on a une décomposition en somme directe :

Un élément o € Q29 (M) est appelé forme feuilletée de type (p,q). La différentielle

extérieure le long des feuilles dx se décompose en une somme d’opérateurs :
(IL.4) dr = 0r + 0r +dP ™" +d "%
respectivement de types (1,0), (0,1), (2,—1) et (—1,2). L’opérateur :

r o € QRY(M) — dra € QI (M)

est dit opérateur de Cauchy-Riemann le long des feuilles de (M, F). On définit le tenseur
de Nijenhuis Ng : Xp(M) x Xx(M) — Xx(M) associé & Jx par :

Ne(X,Y) = 2{[Jr X, JrY] - [X,Y] = J£[JrX,Y] = J£[X, J<Y]}.
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Proposition. Soit Jx une structure presque compleze le long des feuilles de F. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Le tenseur de Nijenhuis N associé a Jr est identiquement null.

(ii) dr = OF + OF i.e. les opérateurs dg_%’_l) et d(f_l’Q) sont nuls.

Si l'une de ces assertions est vérifice on dira que Jr est intégrable.

2.2. Définition. Un feuilletage F sur M est dit complexe s’il existe sur son fibré tangent

TF une structure presque complexe intégrable.

Conséquence immédiate : toute structure presque complexe le long des feuilles d’un
feuilletage orientable par surfaces est intégrable. Le probleme se pose évidemment si la
dimension (réelle) des feuilles est au moins 4. Par exemple, le seul feuilletage complexe
de dimension supérieure ou égale & 2 sur une sphere impaire S?**! connu a ce jour a été
construit sur S° par L. Meersseman et A. Verjovsky (cf. [MV]) suite & une question posée

dans la version préliminaire de [Ek1].

Ainsi, si F est un feuilletage complexe sur M les feuilles de (M, F) sont des variétés
complexes. Localement, la structure complexe sur les feuilles varie différentiablement par

rapport au parametre transverse.

Soient (M, F) et (M',F') deux feuilletages complexes. On appelle morphisme de
(M, F) vers (M', F") toute application f : M — M’ de classe C* et telle que I'image de
toute feuille F' de F est contenue dans une feuille F’ de F’ et I'application f : FF — F’
est holomorphe. On dira qu'un morphisme f : (M, F) — (M’,F’) est un isomorphisme
de feuilletages complexes si ¢’est un difféomorphisme qui est un biholomorphisme sur les
feuilles. Lorsque M = M’ et F = F’ on parlera simplement d’automorphisme de (M, F).
On notera Aut(M,F) I’ensemble des automorphismes de (M, F) qui est un groupe pour

la, composition des applications.
3. Le probleme du 0 le long des feuilles

Soit M une variété munie d’un feuilletage complexe F de dimension m. Lorsqu’on tra-

vaillera en coordonnées locales, on les notera toujours (z,t) = (21, -+, Zm,t1,*,t,) OU
n est la codimension réelle de F. Pour chaque j = 1,---,m, z; = z; + ty;. Ainsi, pour
j=1--m:

dzj = dxj +idy; et dz; = dx; —idy;.

De méme :

(IL.5) o _1/fo 9N , O _1(f0 O
' 8zj a 2 8xj 8yj 8§j B 2 aSL’j Gyj )



Pour tous multi-indices I = (i1,...,4,) et J = (j1,...,Jq) dans {1,...,m}, on adoptera

les notations suivantes pour I’écriture des formes différentielles le long des feuilles :
dZ]:dZil/\.../\dZip et dEJ:dEjl/\.../\dqu.

Une forme différentielle de degré r = p 4 ¢ s’écrivant localement comme combinaison
linéaire (a coefficients des fonctions différentiables) de telles formes est dite feuilletée de

type (p,q). Soit a € Q2Y(M) s’écrivant localement :

o= Z a[J(z,t) dzy Ndzy
[I1=p,|J|=q

ou la somme porte sur tous les multi-indices I = (i1,---,4p) et J = (j1, -, Jq) avec
1< <~ <ip<metl<g < - <jg <m. L'opérateur de Cauchy-Riemann le long

des feuilles a pour expression locale :

(IL6) dra = Z > 01T, Vydzp A der A d,.

J k=1
Il vérifie 0 o 0 = 0 ; pour tout p fixé dans {0,...,m}, on obtient donc un complexe
différentiel :

oF

0 — QRO(M) 25 QB (M) 25 - 25 QB (M) 25 Q™ (M) — 0

appelé complexe de Dolbeault feuilleté (ou compleze du dx) de F. On pose :
Z8:9(M) = noyau{ Q57 (M) 25 QBT (M)}

et
: _ 3
BY9(M) = image{ Q39" (M) 7% Q29(M)}.

La cohomologie de ce complexe Hy* (M) = Z%*(M)/B%" (M) est appelée 0 £-cohomologie
ou cohomologie de Dolbeault feuilletée.

L’espace vectoriel topologique H2?(M) (les espaces de formes feuilletées de type (p, )
sont munis de la topologie C'*°) peut ne pas étre séparé ! On appelle alors cohomologie
de Dolbeault feuilletée réduite le quotient Hx' (M) = Z%9(M)/B%(M) ot BRI(M) est
I'adhérence de B2?(M).

3.1. Probleme du 9. Etant donnée une forme feuilletée 3 € Z%Y(M), ewiste-t-il une
forme feuilletée o € Q?_—’q_l(M) telle que Ora = 3 ?
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La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure donc 'obstruction a I'existence des
solutions pour le probléme du 0. Localement, ce probleme admet toujours une solution ;
plus précisément, on a une version feuilletée du Lemme de Dolbeault-Grothendieck qui est
I’équivalent du lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham. La démonstration

consiste a adapter au cas paramétré celle du cas classique bien connue.

3.2. Lemme de Dolbeault-Grothendieck feuilleté. Tout point de M admet un voisinage
owvert U distingué pour F tel que, pour tout p=0,...,m, on ait Hz*(U) = 0 pour g > 1.

On peut aussi décrire H2"(M) & Paide d’un faisceau qui joue un roéle analogue au

faisceau des germes de formes holomorphes sur une variété analytique complexe.

3.3. Définition. Une p-forme «a est dite F-holomorphe, si elle est feuilletée de type (p,0)
et vérifie Ora = 0.
Localement, une p-forme F-holomorphe s’écrit o = Y «j, ..., (2,t)dz;, A---Adz;, avec

@, ...j, holomorphe en z.

Soient H’- le faisceau des germes de p-formes F-holomorphes sur M et ﬁ?_-’q celui des
germes de formes différentielles de type (p, q) sur F ; ce dernier est un faisceau fin sur M.

Le lemme 3.2 implique la :

3.4. Proposition. La suite 0 — Hp]_- — ﬁ’j’}o 97, ... 97, ﬁ?_-’m — 0 est une résolution
fine de H':. On a alors HI(M,H';) = HZ?(M), pour tous p,q=0,1,...,m.

Sin > 1, cette résolution n’est pas elliptique ; elle I’est seulement le long des feuilles.
La cohomologic H*(M,H%:) n’est donc pas toujours de dimension finie méme si M est

compacte.

Pour p = 0, on notera Hr le faisceau H% ; ses sections sont les fonctions C*° qui
sont F-holomorphes. Pour tout ouvert U C M, I'espace H(U, Hr) est constitué par les
fonctions C*° et F-holomorphes sur U. On le notera Hx(U) et simplement H(U) si F est

de codimension 0 i.e. M est complexe et est la seule feuille de F.
3.5. Remarque

Soit M = F x B le produit d’une variété analytique complexe F' et d’une variété
différentiable B muni du feuilletage F dont les feuilles sont les copies de F' : F x {b},
b € B, ayant la méme structure complexe. On a alors (¢f. [Ek2]), pour tous p =0,1,---,m
etq=0,1,---,m:

HZ29(M) = H"(F) ® C*(B)

ou C*°(B) est l'espace des fonctions C* sur B. En particulier, si F' est une variété de
Stein, alors :

p.q _]0 siqg#0
Hy (M)_{HP(F)®C°°(B) §ig=0
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ou HP(F) est I'espace des p-formes holomorphes sur F'.
3.6. Fonctionnelles F-analytiques invariantes

L’espace Hx(M) des fonctions F-holomorphes est un sous-espace de 1’espace C*°(M);
il y est fermé pour la topologie C°. La topologie induite sur Hz(M) est celle de la
convergence uniforme sur les compacts des dérivées par rapport au parametre transverse
(il n’est pas nécessaire de dériver le long des feuilles). Une fonctionnelle F-analytique sur
(M, F) est une forme linéaire continue ¢ : h € Hy(M) — ((,h) € C. Elle généralise la
notion classique de fonctionnelle analytique de Martineau [Mal].

Soit T un groupe d’automorphismes du feuilletage complexe (M, F) : chaque élément
~v € I' est un difféomorphisme v : M — M tel que, pour toute feuille F' € F, v est un
biholomorphisme de F' sur la feuille F' = v(F"). Alors I' agit sur 'espace Hz(M) :

(v,h) €T x Hp(M) — ho~~! € Hx(M).

C’est une action continue ; par transposition, elle induit une action continue sur I’espace
H'z (M) des fonctionnelles F-analytiques (dual topologique de Hx(M)). Un point fixe ¢ de
cette action est appelé fonctionnelle F-analytique I'-invariante. 11 suffit en fait que cette
propriété soit vérifiée sur un systeme générateur du groupe ; ce qui simplifie le calcul dans

le cas des groupes finiment engendrés.

Supposons I' isomorphe a Z engendré par un élément v € Aut(M,F). Dans cette
situation on a un opérateur § : h € Hx(M) — (h —ho~y) € Hx(M). Son conoyau est
fondamental dans la détermination de I’espace H%F(M ) des fonctionnelles F-analytiques
[-invariantes. En effet, une fonctionnelle F-analytique I'-invariante est nulle sur 'image
de 0 qui n’est rien d’autre que I'espace C engendré par les éléments de la forme h — h o~y
avec h variant dans Hx(M) ; elle induit donc une forme linéaire continue sur le quotient
Hr(M)/C qui est exactement le premier groupe de cohomologie H(Z, Hxz(M)) & valeurs
dans le Z-module Hz(M). Son calcul se rameéme a la résolution du probleme qui se formule
comme suit : Etant donnée g € Hr (M), existe-t-il h € Hy(M) telle que h—ho~y =g ?
Pour cette raison, cette équation sera appelée équation cohomologique F-analytique. Pour
g donnée dans Hz (M), une condition nécessaire pour que l’équation h —ho~y = g admette
une solution h dans Hx(M) est que (¢,g) = 0 pour toute fonctionnelle F-analytique
v-invariante sur (M, F).

3.7. Un outil de calcul

On se donne un feuilletage complexe F de dimension m sur une variété M et I' un
groupe dénombrable opérant librement et proprement sur M par automorphismes de F
(en tant que feuilletage complexe). Alors la variété quotient M = M /T" est munie du

feuilletage induit F qui est complexe de dimension m. Notons 7 : M — M la projection
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de revétement ; c’est un morphisme de (M,F) sur (M,F). L'image directe 7, (Hz) du
faisceau H;_: n’est rien d’autre que le faisceau Hr. Il existe alors une suite spectrale FE,.

dont le terme FE5 est donné par :
(IL.7) ES* = H*T,H (M, H5))

et convergeant vers H* (M, H). Les espaces vectoriels HY(M, Hz) sont vus comme des
I'-modules via I’action induite sur H*(M, Hz) par celle de I' sur Hz(M) :

(7, ) €T X Hz(M) — fory~' € Hx(M).

(Cette suite spectrale résulte de la théorie des foncteurs dérivés de Grothendieck [Gro].
On peut en trouver un exposé dans [Bro].) Si M est acyclique i.e. :
H£<M,H~) _ {H%(M) sifd=0
d 0 sif>1

la suite F,. converge au terme F5 et on a :
(I1.8) H* (M, HF) = H*T, H=(M)).

Lorsque le groupe I' est isomorphe a Z et est engendré par un élément ~, tous
les groupes de cohomologie Hk(F,H;(@) sont nuls pour £ > 2 et Hl(F,H%(M)) =
Hz(M)/CouC est le sous-espace de H=(M) engendré par les éléments de la forme h—ho~y
avec h € H}:(M ). Ce qui nous améneliel souvent a résoudre 1’équation cohomologique
discrete f — f oy = g dans l'espace H;(M).

Terminons cette section par la proposition qui suit. Elle donne une condition suffisante

pour qu’une fonction continue et F-holomorphe soit constante.

3.8. Proposition. Supposons M compacte et que toutes les feuilles sont denses. Alors

toute fonction M — C continue et F-holomorphe est constante.

Démonstration. Soit f: M — C une fonction F-holomorphe. Comme M est une variété
compacte, f admet un maximum en un point z ; soit L, la feuille passant par z. Alors
la restriction de f a la variété complexe L, est une fonction holomorphe qui atteint son
maximum en z ; elle est donc constante ; comme L, est dense dans M, f est constante

partout. L’espace H?_-’O(M ) est donc isomorphe a C. &

La condition “M compacte” est substantielle : nous verrons un exemple (cf. IV.4.1)
de feuilletage complexe F dont toutes les feuilles sont denses sur une variété non compacte

pour lequel 'espace des fonctions C*° et F-holomorphes est de dimension infinie.

On pourrait penser quune fonction continue et F-holomorphe sur (M, F) avec M
compacte est basique (i.e. constante sur les feuilles). Il n’en est rien de tout cela ! Dans

[FZ] R. Feres et A. Zeghib ont construit un contre exemple a cet effet.

37



38



CHAPITRE 11l

TROIS EXEMPLES DE BASE

Le premier est un feuilletage de Lie et est défini en plus par une action libre
du groupe de Lie complexe C. Le deuxieme a des courbes elliptiques comme
feuilles qui épuisent toutes les structures complexes possibles. Le troisieme a une

structure conforme tangentiellement et transversalement et n'est pas riemannien.

1. Flots complexes linéaires sur le tore

Soit n > 3 un entier ; munissons ’espace vectoriel R de son produit scalaire habituel noté
(, ) et de la norme associée | - |. Le tore T™ est obtenu comme le quotient de R™ par son
réseau standard Z". Pour m € Z", on note e, la fonction ey () = 7™} Une fonction
sur T" n’est rien d’autre qu’une fonction f : R — C qui vérifie f(z + m) = f(z) pour

tous x € R™ et m € Z™. Si f est intégrable, elle peut étre développée en série de Fourier :

ou les fi, sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales :
fm = f(x)e_2m<m’m>dm.
’]I‘n

Si en plus f est de carré intégrable, les coefficients fy, vérifient la condition de convergence
> [ fml® < +oo.
mezZn

Pour tout » € N, on note W™ I'espace des fonctions f sur le tore T données par
leurs coefficients de Fourier (fin)mezn vérifiant la condition Z Im|"| fm| < +00. De

meZ™\{0}

méme, W?2" sera I’espace des fonctions f sur le tore T données par leurs coefficients de
Fourier (fm)mez» vérifiant la condition Z |m|?"| fm|? < +00. Ce sont des espaces

meZ™\{0}
complets pour les normes :

1l = 1ol + > Im|"|fm| pour fe W

meZ™\{0}
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1fller = [lfol?+ > Iml|fml*  pour feW?r
meZ™\{0}

L’espace W27 est le peme espace de Sobolev du tore T" ; il a une structure d’espace de

Hilbert donnée par le produit hermitien :

<fvg>r = f0§0 + Z |m|2Tfm§m

meZ™\{0}

On a des inclusions naturelles :
ce(T)yc---cwhttcwhrc...cwh?

et
C®(T") Cc---Cc W cWw?" c...c W% = L*(T").

La proposition suivante est facile a démontrer.

1.1. Proposition. Soit f =3 .. fmem une série (les fm, sont des nombres complexes).
Alors les assertions i), ii) et iii) qui suivent sont équivalentes :
i) f est une fonction de classe C* ;

ii) pour tout r € N*, la série Z |m|?"| fm|? est convergente ;
mezZn
iii) pour tout r € N*, la série Z |m|"|fm| est convergente.

mezZmn
Pour tout r € N, les injections ji, : WhHT™1 — WLT et jo . : WL — W27 sont

des opérateurs compacts.

Les trois premiers points de cette proposition disent : ﬂ whr = ﬂ W2" = C°(T™).
reN reN

n n
0 0 o s
Soient X = 5 /@'ia— et Y = E I/ja— deux champs de vecteurs linéaires et indépen-
: T - Xy
=1 7j=1

dants sur T". Ils engendrent un sous-fibré intégrable du fibré tangent a T™ et définissent
ainsi un feuilletage F sur T" de dimension réelle 2. Considérons la structure presque
complexe le long des feuilles définie par J£(X) =Y et J£(Y) = —X ; F étant un feuilletage
orientable par surfaces, Jr est intégrable et confere a F une structure complexe. Les fibrés

TOF et T F sont engendrés respectivement par les champs :

1 . 1 0 0 : 0 0
Z_§(X_ZY)_5{(/{18_961—'—.”4_%”8_33”)_Z<V18_xl+.”+yn8_xn)}

et



Ils forment une base (Z, Z) du complexifié TF @ C du fibré tangent au feuilletage. Soient
(

K = (K, k) et vV = (v, -, V) des vecteurs de R™ tels que :

(kykY=1 (v,K)=0 (k,)=0 et (r,)=1

(Ici k = (K1, -+, kn) et v = (v1,---,v,).) Alors (Z,Z) admet pour base duale (w,w)
ou w et @ sont les 1-formes feuilletées de types respectivement (1,0) et (0,1) et données

explicitement par :

w=(kidzy + -+ K, dx,) +i(videy + - + v, dzy,)
et

w=(kidry + -+ Kk, dx,) — i(videy + - - + V), dxy,).

Le complexe de Dolbeault feuilleté s’écrit :
0 — Q%°(T™) 2% Q%N (T") — 0

ol lopérateur O est donné par :

avec oo ()
0,% iy (T sixk=0
27 (T )_{COO(T")Q@E six = 1.

On suppose que les k; (ainsi que les v;) sont Q-indépendants. Le feuilletage F est

alors a feuilles denses. Une partie de ce qu’on va définir se trouve dans [Sch].

1.2. Définition. Soient v,k € R" deux vecteurs. On dira que :

e v est diophantien s’il existe 6 > 0 et 7 > 1 tels que :

|{v, m)| > 0 pour tout m € Z" \ {0};

|lm|™

e le couple (v, k) est de Liouville s’il existe ¢ tel que, pour toute suite strictement

croissante (i), dans N*, il existe une suite infinie (my,), dans Z™ \ {0} vérifiant :

4]

jmy, |7

[{v, my) + ik, my)| <

0
Un champ de vecteurs X = Z VJ est dit diophantien si v = (v1,...,v,) lest.
j
Si X ouY est diophantien, on dzm que F est un feuilletage diophantien. Si le couple
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9
a.fb‘j

(v, k) est de Liouville, on dira que F est un feuilletage de Liouville.

n n a
de champs (X,Y) avec X = ; vj Y = ; /ﬁj%j définissant F est tel que le couple

e Un vecteur v = (v1,---,v,) dont les composantes sont des nombres algébriques
Q-linéairement indépendants est diophantien. En effet, apres multiplication des com-
posantes par un dénominateur entier commun, on peut supposer que les v; sont des entiers
algébriques. Soient o;, pour ¢ = 1,---,n, les différents plongements du corps de nombres
Q[v1,- -+, vn] dans Q et G le groupe de Galois d'une extension algébrique de ce corps. Pour

tout n-uplet m d’entiers non nul, le produit H 0j((v, m)) est un entier algébrique non nul,

invariant par G, donc un entier relatif non nul. Ceci implique ‘ Haj(<1/, m>)‘ > 1, donc
J

siop =1d:
1 C
(v, m)| > Z i
Loy~ I
Jj=2
ou d est le degré de Qvy, - -, v,] et C une constante réelle positive.

e Pour n = 3, on peut construire facilement des couples de vecteurs de Liouville
comme suit (pour n > 3 il suffit d’ajouter des composantes nulles) : on prend v = (1,0, «)
et k= (0,1,0) aveca =Y o0 as107* et B =00 bs107* ot a,, bs € {1,2,---,9}. Alors
il existe des entiers A, et B, tels que |4, — 108'a| < (10%))* et |B, — 10%'8| < (10)~5.
On prend alors m, = (A, B,, —10%"). La suite (m,)scn- confere alors au couple (v, k) la
propriété de Liouville. Il n’est pas difficile de voir qu’on peut méme choisir ainsi « et 3
algébriquement indépendants (la cloture algébrique de Q(«) est dénombrable, alors que le

nombre de choix possibles pour 3 est non dénombrable).

Ces deux constructions de vecteurs diophantiens et de couples de Liouville m’ont été

indiquées par Jean-Pierre Demailly ; je I’en remercie.

On définit une forme linéaire continue £ : C*°(T") — C par L(g) = go pour toute

fonction g = Z gmeém. On peut aussi interpréter £ comme un opérateur sur C'>°(T")

meznr
qui & g associe la fonction £(g)1 ou 1 est la fonction constante égale a 1 ; c’est donc un

opérateur compact car de rang fini (son rang est 1). Son noyau N est fermé et tel que
C>(T") =N @ C- 1. Notons P la premiere projection C°(T") =N & C-1 — N. Elle
vérifie P @® L = I (ou I est 'identité de C*°(T™)). On a alors le :

1.3. Théoreme. Soit F le feuilletage linéaire sur le tore T™ défini comme précédemment.

i) Supposons que le feuilletage F est diophantien. Alors il existe un opérateur borné
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G : O®(T") — C®(T") tel que GOr = I — L. Il en découle que :

C stq=20
H%q(T”):{(C@w sig=1
0 stq > 2.

it) Supposons F de Liouville. Alors on a toujours H%O(’]T”) =C, Hg_-’q(’]l‘”) = 0 pour
q > 2 et l’espace vectoriel topologique H;)_-’l(’]l‘”) est de dimension infinie et est non séparé.

. —0,1 . \ s —
Mais H 7 (T™) est isomorphe a C et est engendré par @.

Démonstration.

e Quelle que soit la nature arithmétique de F (diophantien ou de Liouville), on a
Hg_-’o(’]l‘") = C car les feuilles sont denses et H%q(T”) = 0 pour ¢ > 2 car dimcF = 1. 1l
n’y a en fait que le cas ¢ = 1 a examiner.

e Déterminons ’espace Hggl (T™) en cherchant une condition nécessaire et suffisante sur

geC>®(T"), g= Z gmeém pour qu’il existe une fonction f € C°(T"), f = Z fmeém
mezn meznr
vérifiant I’équation aux dérivées partielles :

1 of of , of of
IIT.1 — o — — | ¢ =
( ) { <V1 0x1 Ty (%cn) T <K1 0x T "0y g
En identifiant les coefficients de Fourier des deux membres de 1’égalité (I11.1) on aura, pour
tout m € Z" :

(Em) Z'W(<V= m> + i<’€vm>)fm = Jm

Pour m = 0, le premier membre de 1’équation (Fy,) est nul. Une condition nécessaire

d’existence d’une solution est donc go = 0. On pose alors :

B 0 _ sim=0
fm = o iy Sim e Z"\ {0}

Reste a montrer que la famille des fy, définit effectivement une fonction f € C>°(T").

Cela va dépendre de la “nature arithmétique” du feuilletage F.

i) F diophantien

(v, m)| + [(x, m)|
(v, m)? + (r, m)?)
C
+

Pour m € Z™"\{0}, on a |fm]| <

|gm|. L’inégalité de Cauchy-

Schwarz donne :
| fm| < |m)]

((orm? & {m,m)?) 9!
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v| + |&]

avec C' = . Ainsi :

C
|fm| < W|m| ) |gm|

avec ¥ € {k,v} (U est celui des deux vecteurs v ou K qui est diophantien). Comme ¥ est
diophantien, il existe § > 0 et 7 > 0 tels que |(J, m)| > #, pour tout m € Z"\{0}. On

a donc, pour tout s € N :

(I11.2) Im*| fea| < BIm > gy

C
avec 3 = 5 La série Z |m|®| fm| converge donc, c’est-a-dire que la fonction f est de
mezn .
classe C*° sur T". L’image de l’opérateEr Or : Q%O('JI‘") — Qg_il(']F”) s’identifie donc au
sous-espace N ; en fait la restriction de 9 & N est un isomorphisme (algébrique continu)
sur A ; notons Gy son inverse : & g dans AN on associe f unique solution dans N de

’équation O f = gw. On pose alors G = Gy P ; on vérifie facilement que Gor = I — L.

L’inégalité (II1.2) montre que pour tout entier naturel s, 'opérateur :
Go:g €N CWhsTIH2T o Go(g) = f € C®(T") Cc WH*

vérifie I'inégalité :
1Go(9)l1,s < Bllgllt,sr142r
Il est donc borné.

Comme on vient de le voir, I'image de 'opérateur 9 : C°(T") — C>°(T") ® @ est
lespace N ®w qui est de codimension 1, donc I'espace vectoriel H%l(T”) est de dimension

1 engendré par la (0, 1)-forme @.

ii) F de Liouville

Cela signifie que le couple (v, k) est de Liouville. Il existe donc § > 0 tel que pour
toute suite strictement croissante (73); dans N*, il existe une suite infinie (my), dans
7™\ {0} vérifiant :

)
v,mg) +i(k, mg)| < —.
) i, )| <

On définit alors une fonction g a l'aide de ses coeflicients de Fourier :

Om = { Imy|~% sim=m,
0 sinon.
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11 est facile de vérifier, a 1’aide de I'assertion iii) de la proposition 1.1, que g est de classe
C*°. Mais :

- _igmk
[ fons | = m({(v, my) + i(k, mg))

jmy |~
al{y,mg) + ik, my)|
1
7o
Les modules des coefficients fy, tendent vers 400 ! De cette facon on peut fabriquer une

> — |my| 7,

famille infinie libre de fonctions (g7),cn+ de classe C*° pour lesquelles 1’équation (II1.1)

n’a pas de solution. Le conoyau de 'opérateur :
r : Q°(T") — Q% (T™)

. . . .. . 0.1 . . . .
est donc de dimension infinie i.e. I'espace vectoriel H; (T") est de dimension infinie.

Si g est un polynéme trigonométrique sans terme constant, 1’équation (I11.1) a toujours
une solution : le probleme de la convergence ne se pose pas. Comme 'adhérence du sous-
espace engendré algébriquement par ces polynomes est de codimension 1 (c’est 'orthogonal
de la fonction constante 1), I'image de I'opérateur O : Q(;}O('JI‘") — Q%l (T™) n’est pas
fermée, donc H%l(']lm) n’est pas séparé. Ceci montre clairement que H 7 (T") = Cw. <
1.4. Remarque et probleme

Tous les résultats du théoreme 1.3 restent vrais si on avait considéré le complexe
différentiel 0 — Q;_lo (T™) 2z, Q;_ll (T™) — 0. En particulier on aurait :

i) si F est diophantien, I'espace H ;;I(T") est de dimension 1 engendré par la forme
feuilletée w ® @ qui est de type (1,1) ;

ii) si F est de Liouville, I'espace H J}L-’l(']T”) est de dimension infinie non séparé. &

Si F est un feuilletage complexe sur une variété M, le fibré vectoriel T'°F — M est
F-holomorphe. On peut donc considérer la cohomologie de Dolbeault feuilletée a valeurs
dans T1°F qu’on notera H%*(M, T19F). Dans le cas olt M est compacte, I'espace vectoriel
H%l(M , T10 F) parametre les déformations infinitésimales des structures complexes sur F
(les feuilles restent fixes) et H;)_-’z(M , T19F) devrait contenir les obstructions & la réalisation
de ces déformations.

Dans le cas du feuilletage (T", F) quon vient d’étudier on a Hy*(T™ T'0F) = 0

(quelle que soit la nature arithmétique de F) et :
HY (T, TYF)=Co® Z
lorsque F est diophantien.
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Probleme : On suppose F diophantien. Montrer que l’espace versel des déformations

des structures complexes sur F est un voisinage de 0 dans Hg_—’l(']I‘”, TIOF) ~C.

2. Une submersion en courbes elliptiques

Du point de vue différentiable, c’est un feuilletage produit d’une courbe elliptique par
un plan mais, du point de vue complexe, il n’est méme pas une fibration localement
triviale. Toutefois sa cohomologie de Dolbeault feuilletée est exactement celle d’un produit

complexe.
3.1. Construction du feuilletage

e Rappelons que le groupe Aut(C) des automorphismes de C est le produit semi-
direct C x C* ou le groupe multiplicatif C* agit par homothéties sur C. Un réseau dans
C est un sous-groupe de la forme IV = {mya; + maay : my,my € Z} out ay et o sont
des nombres complexes linéairement indépendants sur R. Le quotient T = C/T" est une
courbe elliptique. Si I' = {my + mow : mi,mgo € Z} avec w = g—j, les deux courbes
elliptiques T = C/T” et T = C/I" sont isomorphes, 'isomorphisme T — T’ étant induit
par la multiplication z € C — a3z € C. Le groupe I' étant engendré sur Z par les
vecteurs 1 et w, on peut toujours choisir w dans H = {w € C : Imw > 0}. Dans ce cas
' = Z ® wZ sera noté T, et T, sera la courbe elliptique T = C/T,,. 1l est bien connu
que les deux courbes elliptiques T,, et T, sont isomorphes si, et seulement si, il existe une
matrice A € SL(2,Z) telle que Aw = (. Les classes d’isomorphie des courbes elliptiques

sont donc paramétrées par la surface modulaire H/SL(2,7Z).

e Le groupe Aut(C) contient les translations 7, : 2 — 2z + b avec b € C. Deux trans-
lation 7, et 7 (avec b, b’ € C*) sont toujours conjuguées : il suffit de prendre 'homothétie
h:zeCr+—az € Cavec a = 5 et voir que h™' o7, o h = 7. Par conséquent les
sous-groupes 7, et 7 engendrés respectivement par 7, et 7,y sont conjugués. Les quotients
C/Ty (avec b variant dans C) sont donc tous isomorphes a la méme surface de Riemann
C*.

e Soit p : C — C* I'application définie par p(z) = e¢*™*. Alors l’action standard de
[, sur C (i.e. celle qui donne la courbe elliptique T,,) se projette par p en l'action ¥ de
Z sur C* donnée par VU : (k,2) € Z x C* s €272 ¢ C*. Les courbes elliptiques T,, et

C, = C*/¥ sont alors isomorphes.

e Soit M la variété complexe C* x H. Un point de M sera repéré par ses coordonnées
(z,w) ; on utilisera (wi,w2) € R x RY pour désigner la coordonnée w. On munit M du
feuilletage holomorphe F dont les feuilles sont les sous-variétés complexes {C* X {w}} e
Une fonction C*° et f—holomorphe est une fonction f : M — C de classe C® par

rapport au couple (z,w) et holomorphe en z. Une telle fonction admet un développement
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de Laurent en z :
fzw) =" fp(w)2?
PEZL
ou les f, sont des fonctions C*° en w et telles que, pour tout compact K x C C C* x H et

tout entier naturel s la série de Laurent Z || fpll5e2? converge uniformément par rapport

PpEZ

15
o0

aze Kou:

0°f
el
Wy OWy
Cette condition traduit la régularité “étre de classe C'*° et f—holomorphe” dans I’espace

Ho(M).

% = max 1 su
15l = mase {sup

: . ) / _ aw+b
® Soit p:wr—w' = 2207

élément de SL(2,R)). L’application :

un biholomorphisme non trivial de H (ou (CCL Z) est un

D:(p,(2,w) €EZXC* x Hr— (e P?Wz w) e C* x H

est une action holomorphe, libre et propre de Z sur M. Elle préserve le feuilletage F (elle
préserve méme chaque feuille individuellement). L’espace quotient M = C* x H/® est alors
muni d’une structure de variété complexe de dimension 2. On note F le feuilletage sur M
induit par F ; il est de dimension 1 et ses feuilles sont toutes des courbes elliptiques T,, dont
la structure complexe varie en fonction de w € H. Deux feuilles T,, et T¢ sont isomorphes
si, et seulement si, il existe une matrice B € SL(2,7Z) telle que ¢(¢) = Bp(w). La classe
d’isomorphie d’une feuille est donc un ensemble dénombrable. Ce feuilletage complexe
n’est donc méme pas une fibration complexe localement triviale. Mais différentiablement,

F n’est rien d’autre qu’un produit.

2.2. Théoreme. L’espace vectoriel de cohomologie Hg_-’l(M) est un module libre de rang 1

sur l'anneau C*°(H) des fonctions C*° sur H.

Démonstration. Comme le feuilletage F est un produit complexe de H par C* qui est un

ouvert de C (donc une variété de Stein), pour tout ¢ > 1, on a :
(I11.3) H%‘I(c* x H) = H*(C*) ® C*(H) = 0.
D’apres (I1.8) on a H%l(M) = Hl(Z,H;(M\)) ou Hj_:(]\//j) est vu comme Z-module via
laction :
(p, [) €EZ X Hz(M) — for? € Ha(M)

ot Y(z,w) = (e7*) 2, w). Ce qui nous amene donc & résoudre 1’équation cohomologique

discrete :
Etant donnée g € ’H]/_:(]\/Z) existe-t-il f € Hj?(]\/f) telle que f — foy=g?
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Pour ce faire, nous utiliserons les développements de Laurent respectivement de f et g :

f(z,w) = pr(w)zp et g(z,w)= ng(w)zp'

PEZ PEZ

Au niveau des coefficients f,, et g,, '’équation f — fo~y = g est alors équivalente au systéme
suivant :
(1 —e PPN f (w) = gp(w) pour p € Z.

Une condition nécessaire d’existence d’une solution est que la fonction gq soit identiquement
nulle. Nous allons montrer qu’elle est aussi suffisante. Supposons cette condition remplie.
On pose alors :

0 sip=20
fp(w> = { 910.("-’) si P 7& 0.

1—e—ipe(w)

Reste a montrer que la collection de fonctions (f,)pez définit bien une fonction f € ‘H 5;(]\/4\ ).
On a |e”P?W)| = P — eTewtdl | D'on :

. pwy
|1 o e—Zp‘P(W)| 2 ‘1 _ elcw+d\E > 0

Par suite :
1 < 1
= e—z'zw(w)| - ’1 _ e—lcffd‘rz
On voit aussi facilement que :
. 1 ) 1
lim ———— =0 et lim ————— = 1.

p—=+00 ‘1 — elowtd? P== || _ clowtd?

Soit K x C' un compact de C* x H. Alors comme la fonction :

1
pPwo
‘1 — elewtd?

W

est en plus continue, il existe 6 > 0 tel que, pour tout p € Z* et tout w € C on ait
|fp(w)] < 6|gp(w)]. Il en résulte que la série Z fp(w) 2P converge uniformément sur K x C
pEL*
car la série Z gp(w) 2P y est uniformément convergente.
pEL*
En utilisant le fait que g € Hj?(]\/f ) et en suivant le méme type de raisonnement, on

montre facilement que, pour tout compact K x C' C C* x H et tout entier naturel s la
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série Z || folloo 2P converge uniformément par rapport a z € K. Ce qui établit le fait que
pEZA
fe HJ/E(M) . .

L’image de l'opérateur f € HA(M) — (f — foy) € H/]?\(M) est donc exactement
le noyau de application linéaire continue surjective g € H]?(M ) — go € C°(H). Il en
résulte que 'espace H%l(M) = Hl(Z,H}:(]\/Z)) est un module libre sur C*°(H) engendré
par la fonction constante égale a 1. %

3. Feuilletage complexe de Reeb sur s* x S!

C’est un feuilletage complexe de dimension 2 non kahlérien sur la variété de Hopf S* x S!.

Du point de vue réel, c’est le feuilletage (de codimension 1) affine de Reeb.
3.1. Construction du feuilletage

On considere la variété M = (C2 x R)\{0} ; les coordonnées d’un point courant seront
notées (21, 2z2,t). On la munit de son feuilletage complexe canonique qu’on notera F ie.
celui défini par I’équation dt = 0 dont les feuilles sont toutes des C? sauf celle passant par
0 qui est un C?\ {0}. Soient X\ €]0,1[ et ' le groupe engendré par le difféomorphisme
~ de M défini par (21, z2,t) = (Az1, A\z2, A\t) ; comme v est un automorphisme de F et
que l'action de T" est libre et propre, F induit un feuilletage F complexe de dimension 2
sur la variété quotient M = M /T, 11 existe un difféomorphisme analytique réel (via les

coordonnées sphériques) ¢ : M — $4 x R?% tel que le diagramme suivant commute :

M AN M
o Lo

St xRy 5 S*xRY

ou o(w,t) = (w, At). Ceci montre que M est analytiquement difféomorphe a la variété de
Hopf S* x S'. Les feuilles de F sont toutes holomorphiquement équivalentes & C? sauf celle
qui provient de C2\ {0} qui est équivalente & la surface de Hopf S? x St ; le feuilletage F
ne saurait donc étre kahlérien.

Pour avoir une idée de la structure géométrique de ce feuilletage, voici un dessin qui
donne un morceau de son analogue sur S? x S! :




3.2. Les espaces H%*(M)
En degré + =0

e Un élément de H %0(]/\\4/ ) est une fonction f(z1,22,t) qui est C* et holomorphe en
(21, z2) pour tout (21, 22) tel que (21, 22,t) # (0,0,0). D’apres le théoreme de Hartogs (voir
[Hor] par exemple) et un raisonnement élémentaire utilisant la formule de Cauchy, f se
prolonge & C2 x R en une fonction C*° et F-holomorphe. Donc H%O(M) = H%(Cz x R).
Une fonction f € H;(C2 x R) s’écrit :

f(Z17227t) = Z am1m2<t)zinlzgn2

m1 €N
mo €N

ott les d,,, m, sont des fonctions C* telles que, pour tout compact K x C' C C? x R et tout
0% Ay my

ots

entier naturel s la série g (t)z7" 25" converge uniformément sur le compact

m1 €N
mo €N

K x C.
e On pose Uy = C x C x R* et, pour i« = 1,2, on note U; I'ouvert de M tel que

zi #0 ;U = {Up,Uy,Us} est un recouvrement ouvert de M. Les ouverts U, et Uy sont

respectivement égaux a C* X Cx R et CxC* xR. On a:
U01:U()QU1:(C*><CXR*, UQQZUoﬂUQZCXC*XR*, U12=U1ﬂU2=(C*><(C*XR
et :

U012:U0ﬂU1ﬂU2:(C*XC*XR*.

Les feuilletages ]—N"O, .7?1, .7?2, ]-N"Ol, ]?02, .7?12 et .7?012 induits respectivement sur les ouverts
Uy, U, Us, Upy Upya, Uyg et Uyyo sont des produits de variétés de Stein par R ou par R*.

On a donc, pour * > 1 :
0,* _ 07* — 07* —
H%O (UO)—Ov H}“I (Ul) =0 H%'Q (U2) =0
et

0, _ 0, _ 0, _ 0, _
H%M(Um) =0, H%02(U02> =0, Hj;12(U12) =0, Hﬁm (Uo12) = 0.
Le recouvrement U = {Uy, Uy, U} est alors de Leray ; il permet de calculer la cohomologie
HY*(M). P =0,1 20wy, B2 (1), H2O(Uy), H2 (Uyy), H2C (U
E (M). Pour x , les espaces H2 (Uo), Z (Uy), 7 (Us), Fm( 01)5 fm( 02),
HE)}V_’O (Ur2) et HQ}V_’O (Up12) sont respectivement égaux aux suivants :
12 012

Hz (Ug) = {fonctions F;-holomorphes sur Up} = Z Ay (0) 2] 252

m1 €N
mo €N
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( )
Hz (Uh) = {fonctions F-holomorphes sur Uy} = Z binymg (8) 21" 252
\ Z;gé )
( )
Hz (Uz) = {fonctions Fy-holomorphes sur U, } = Z Crmyma (1)2]" 1 25
([ ez )
(
Hz (Up1) = {fonctions Fo;-holomorphes sur Up; } = Z Qnymy (1) 2] 252
mq EZL
\ m2€N J

H;OQ(Uoz) — {fonctions Fyy-holomorphes sur Uy, } = Z Binymy (t)2] 25"

H%H(Ulg) = {fonctions flg—holomorphes sur Upg} = Z Vmams (1) 2] 252

Hz (Up12) = {fonctions Fora-holomorphes sur Uoia} = Z iy (£) 271 202

m1 €L
mo €Z

OU Grymy s C¥mymas Bmyms €6 dmym, sont des fonctions C*° sur R* et byyymyy Cmyms €6 Ymyme
sont des fonctions C'* sur R et les séries en question doivent converger uniformément sur
tout compact ainsi que toutes leurs dérivées par rapport a t. Comme le recouvrement
U = {Up, Uy, Us} est constitué de trois ouverts, on a U, N---NU;, = 0 pour ¢ > 4. Pour

—~

k > 3, tous les k-cocycles sont donc nuls ; ce qui donne H%k(]\/[ ) =0 pour k > 3.

En degré « =1

Un 1-cocycle sur le recouvrement U a valeurs dans le faisceau H 7 est la donnée d’un

triplet (flz,foz,f()l) avec fio € H%’H(Ulz), fo2 € H]“_:OQ(UQQ) et fo1 € H%(n (U01) tel que
fi2 — fo2 + for = 0 sur Upye ; il sera un cobord s'il existe un triplet (fo, f1,f2) avec
fo c H;—’O(UO), f1 S Hj’;l(Ul) et fg S H%’Q(UQ) tel que :

fo— f1 = fi2
(S) {f2 — fo = foz
f1— fo= for.
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En remplacant chacune de ces fonctions par son développement en série entiere, ce systeme

se transforme en le suivant :

( Z Cmams (8)21" 25" — Z bimyms (8)21" 25" = Z Vmams (8)21" 25"

mq €N m1 €L mqEZL
mo €Z mo €N mo €Z

) D Cmima (D225 = Y Gy (D225 =Y By (1) 27" 2572

m1 €N m1 €N mq €N
mo€Z mo €N moEZL

Z b ms (t)Zle;nz - Z Amqmo (t)Z{mZ;nz = Z Omymay (t)zlnlz;m

mq €L m1 €N mqEL
\ mo€&N mo €N mo €N

Les fonctions tum,my s Bmims €6 Ymym, Vérifient (la ot elles sont définies) la relation suivante

qui vient du fait que (fi2, fo2, fo1) est un cocycle :
Ymims — Bmims + Qmim, =0 pour tous  mj,mg € Z.

Cette relation se simplifie suivant la position du couple (mq, ms) dans le réseau Z x Z.

Plus précisément, on aura ce qui suit :

i) Simi > 0et ma >0, 00 & Vinymy — Bmyms + @mym, = 0. Le systéeme devient alors :

Cmyima — bm1m2 = Ymimo
" _
(S ) lemz - amlmg - ﬁmlmQ
bm1m2 - amlmg — amlmg
et a une solution particuliere @ my, = —Qmymas Omims = 0 €t Cmyms = Ymyma-

i) Simg > 0 et mg < 0 alors apmym, = 0, Amym, = 0 €t byyym, = 0 et ’équation se
réduit a Vm,m, — Bmim, = 0. Ceci force alors la fonction B,,,m, & étre C*° sur R tout
entier (a priori elle ne 1’était que sur R*). Le systéeme devient alors :

{ Cmims = Ymimae
Cm1m2 = ﬁmlmg
On a une solution (@m;ms, bmimes Cmyms) aVEC bimims = Gmyms = 0 €t Coyms = Ymyms =
5m1m2~

iii) Simy < 0 et mg > 0 alors Brym, = 0, Gmymy, = 0 €t Cym, = 0 et 'équation se

réduit a Vi, me + Qm,;m, = 0. Ceci force alors la fonction oy, m, & étre C> sur R tout

entier (a priori elle ne I’était que sur R*). Le systeme devient alors :

bm1 ma — Omyme,

{ _bm1m2 = TYmima
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On a une solution (Gm,mys Omymas Cmimsy) €0 POSANG Diimy = Qmyms = —Ymymea-

iv) Si my < 0 et ma <0, amym, = 0 et Bym, = 0 ; Péquation et le systeme (S”)
deviennent 7,,,m, = 0. C’est la condition nécessaire et suffisante pour que le systeme

admette une solution (@m,ms, Omimes Cmyms )-

Conclusion
™ — mi1 ,m2 _ mi1 .mo
Le 1-cocycle (fi2, foz2, fo1) oit fi2 = E Ymima (t)zl 25 %, fo2 = g 5m1m2(t)21 Zo - et
m1 €L m1 €N
mo €Z mo E€Z
for = E Qmymsy (1)2]" 252 est un cobord si et seulement si E Ymyme (£)2]" 252 = 0.
mqEZL mq <0
mg €N mo <0
On en déduit al HYY(M) = Ymama () L 5o fonet t d
n en déduit alors que H= (M) = —mim; (Ol les fonctions 5m,m, sont de
. Rl 2
mq €N

mo EN*
s . /Ym m t . ’
classe C*° sur R et telles que la série ,,il—zﬂsz) converge uniformément sur tout
mens 1 22

mo €EN*
compact ainsi que toutes les dérivées par rapport a t.

En degré « = 2

On se donne une 2-cochaine fy12 ; c’est une fonction F-holomorphe sur 'ouvert U2 =

C* x C* x R* et qui s’écrit donc sous la forme :

m1 mz
foi2(z1, 22, E iy (t 2

macz
ot les dy,, m, sont des éléments de C°°(R*) tels que la série en question et toutes ses dérivées
par rapport a t convergent uniformément sur tout compact (de Upi2 bien sur). Comme le
recouvrement ne contient que trois ouverts, toute 4-intersection est vide et donc fp12 est
un cocycle. C’est un cobord 8’il existe une 1-cochaine (f12, fo2, fo1) avec fio € Hﬁz (Ur2),
fo2 € H;OZ(Uoz) et fo1 € H;OI(UM) telle que fi2 — fo2 + for = foi2 sur Upi2. Rappelons

que :
m1 mg
f12 21, 22,t § 'lemz )

m1 €L
mo€Z

f02(2:17227t) - Z ﬁmﬂnz m1 ;nz

mq €N
mo €Z

et
for(z1, 22,1) = Z QUmyms (127" 25

myE€Z
mo €N
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OU Qinymy €6 By m, sont des éléments de C°°(R*) et Yy, m, est un élément de C*°(R) et tels
que les séries en question et toutes leurs dérivées par rapport a t convergent uniformément
sur tout compact (de I'ouvert ou elles sont définies). L’équation a résoudre fi12— fo2+ fo1 =

fo12 donne alors le systeme :

,lemg - /Bmlmz + CY?’TL]_?’nQ - dmlmz pour m17m2 e Z

Examinons maintenant ce qui se passe suivant la position du point (m1,ms) dans le réseau

7 x 7. Cela va permettre de dire dans quelles conditions on peut résoudre ce systeme.

i) Si my > 0 et my > 0, ’équation reste la méme Vi, ms — Bimyms + ¥myms = Amymes -

Elle a une solution : [,,,m, quelconque, Yim,m, = Bmims €6 Cmyms = Amyms-

ii) Simy >0 et mo <0, aypym, = 0 et 'équation devient Yo m, — Bmyms = Amymes-

Elle a une solution Vi, m, = 0, Bmims = —dmyms-

iii) Si my < 0 et mg > 0, Bym, = 0 et 'équation devient Y,y my + Qmyms = Amymes-
Elle a une solution vy, m, = 0, Qmyms = dmymes-

iv) Simy < 0 et mo <0, Amym, = 0 et Bmym, = 0 et Péquation se réduit a 1’égalité
Ymyms = Qmyms- COMME Yy m, € C°(R) et dpyym, € C°°(R*), 'équation n’a de solution
que si, et seulement si, la fonction dy,,m, s’étend en un élément de C*°(R) i.e. dyym, €st
dans I'image de 'application restriction p : C*°(R) — C°°(R*) ; ceci n’est pas toujours le
cas. Mais cette exigence nous permettra de décrire d’abord I’espace H Q(M ,H 5;) nécessaire

A la description de H2(M, Hr). C’est ce que nous allons faire dans ce qui suit.

Considérons les espaces de Fréchet C*°(R) et C°°(R*) des fonctions complexes de

classe C*° respectivement sur R et son ouvert R*. L’application restriction :
p:feC?R)+— fr- € C(R")

est injective et permet d’identifier C*°(R) & un sous-espace de C*°(R*). Le difféomorphisme
o:t e R+ At € R préserve 'ouvert R*. Il permet de définir des actions de Z sur les
espaces C®°(R) et C*°(R¥) :

(k, f) € Zx CF(R) +— foo" € C¥(R)

et
(k, f) € Z x C®(R*) — f oo € C®(R)

qui deviennent donc des Z-modules. On note W lespace quotient C*°(R*)/C*(R) et
7w : C°(R*) — W la projection canonique. Comme C'*°(R) n’est pas un idéal de I’anneau

C°(R*), W n’est malheureusement qu’'un espace vectoriel et ne posseéde pas de structure
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d’anneau induite par celle de C*°(R*). Comme 'action de Z sur C*°(R*) laisse stable
C*>(R), elle induit une action sur W qui devient aussi un Z-module. On a une suite

exacte de Z-modules :
0 — C=(R) &5 C®(R*) = W — 0.

On prend la cohomologie du groupe discret Z a valeurs dans chacun de ces Z-modules et

on obtient une suite exacte longue de cohomologie :
-0 71_O c
0 — H(Z,C™(R)) =~ H*(Z,0®(R")) = H(Z,W) -

., HYZ,C®(R)) 2 HY(Z,C®(R*)) = HY(Z, W) — 0

ou c¢ est 'homomorphisme de connexion habituel. Cette suite s’arréte aux termes du
premier degré car la cohomologie de Z (& valeurs dans n’importe quel module) est toujours
nulle en degré supérieur ou égal a 2. Nous allons calculer explicitement les différents espaces

qui y interviennent.

e L’espace H(Z,C>®(R)) est constitué des fonctions f € C*°(R) invariantes par o
i.e. telles que f(At) = f(t) pour tout t € R ; ce sont donc les constantes. Par suite
H%(Z,C>(R)) = C.

e L'espace HY(Z,C>(R*)) est constitué des fonctions f € C°°(R*) invariantes par
o i.e. telles que f(At) = f(t) pour tout ¢t € R*. Comme les actions de Z sur R* et
R* engendrées respectivement par t € R} —— M € R} et t € R® —— A € R* sont
conjuguées (via la fonction logarithme) a I’action de Z sur R engendrée par la translation
t € R+——t+1 € R, 'espace des fonctions o-invariantes sur R* s’identifie a la somme
directe de deux copies de ’espace des fonctions complexes C*° et 1-périodiques sur R donc
a la somme directe de deux copies de I'espace C°°(S!) des fonctions complexes C* sur
le cercle S' = R/Z. On le notera V ; on a ainsi V = C*(S') & C*(S'). On a une
application linéaire continue [ : f € V — | /\1 f@)dt € C. On notera Vj son noyau. D’ou
une décomposition en somme directe V =1, @ (C®1) ol 1 est la fonction constante égale
a 1 sur R*.

e On rappelle que, pour tout espace vectoriel £ muni d’une action de Z engendrée par
un automorphisme o : E — E, HY(Z,E) = E/{f — o f) ou (f — o f) est le sous-espace de
FE engendré par les éléments de la forme f — o f avec f parcourant E. Dans notre situation
HY(Z,C*>®(R)) est le quotient de C*°(R) par le sous-espace engendré par les fonctions
g € C®(R) de la forme g = f — f o 0. Nous sommes donc amenés a résoudre ’équation
fonctionnelle : étant donnée g € C*°(R), existe-t-il f € C°(R) telle que g(t) = f(t)— f(\t)
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pour tout ¢ € R. Une condition nécessaire est g(0) = 0. En fait, elle est suffisante ; la

solution est donnée par la série (convergente pour la topologie C'*) :

F£) =Y g(\"t).

Par suite le sous-espace (f — of) est exactement le noyau de la forme linéaire continue
g € C°(R) — ¢(0) € C et donc H'(Z,C>(R)) est isomorphe & C et est représenté par

les fonctions constantes.

e [’action de Z sur R* via o est libre et propre ; le quotient est la somme disjointe de

deux copies du cercle S'. Comme R* est acyclique (en cohomologie réelle), on a :
HY(Z,C=(R")) = HY(Z, H'(R*,C=(R"))) = H'(R*/Z,C) = C& C

ou C*°(R*) est le faisceau des germes de fonctions complexes C* sur R*. (La premiere
égalité découle de la dégénérescence au deuxieme terme de la suite spectrale associée au

revétement Z — R* — R*/Z.)

Dans la suite exacte en cohomologie, les applications ;0 et j! sont données respective-
ment par j¢(a) = a (fonction constante égale & a) et jL(b) = (b,b). L’application j! est
donc injective ; par suite I’lhomomorphisme de connexion c est ’application nulle. La suite

exacte se partage donc en deux sous-suites exactes courtes :
jO 7_‘_0
0—C—=V-—->W?—0
ir T, 1
0—C—=-CopC—->H (2Z,W)—20

(Ici W€ est lespace H(Z, W) qui est constitué des invariants de W par laction de Z
induite par 0.) De ces deux suites exactes on déduit que W° = V/C ~ Vy et HY(Z, W) ~ C.

e Soit ©* I’espace des fonctions C'*° et F-holomorphes sur 'ouvert Up;o = C* xC* x R*

et qui s’écrivent :
v t
frmn= Y dmmll)

z z
my,ma€eN* 1 2

Ol Vmymy € C°(R*) avec les conditions de convergence C'°° habituelles. Il contient ’espace
O des fonctions C'*° et F-holomorphes sur 'ouvert Uy1o = C* x C* xR et qui s’écrivent sous
la méme forme mais cette fois-ci Vi, m, € C*°(R) (avec aussi les conditions de convergence
C* habituelles). On a donc une injection © — ©* et le quotient ©* /O s’identifie a l’espace

vectoriel de cohomologie H 2(M H 3_:). Ses éléments peuvent s’interpréter comme des séries

mim t 3
Z Jmamalt) 2 (1) dont les coefficients sont dans le groupe W. %

mi . m2

z z
my,ma€N* 1 2
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Reprenons maintenant le difféomorphisme o : t —— At € R qui définit comme nous
’avons vu une action de Z sur l'espace de Fréchet C*°(R). Celle-ci induit une action (qu’on

notera encore o) de Z sur 'espace :

0,1,77 i (t)
H2 (M) = Tmma(l)
mq EN* 1 2
mo EN*

Tmimeo (/\t)

Amatme i e

donnée par o(f)(z1, z2,t) =

mq EN*
mo EN*

Z-module qu’on notera L (pour simplifier les notations dans les calculs qui vont suivre).

Posons A = HQ(M, Hz) =©7/0. On a une action de Z sur A induite par 'automor-
phisme du feuilletage F : v : (21, 22,t) € M — (Az1, Aza, At) € M et ses restrictions aux

et qui fait donc de 'espace H%l (M) un

divers ouverts invariants :

mimes mimso A
f=| ¥ el = | ¥ e

m1,mo EN* my,mo EN*

ou, pour f € O [f] désigne sa classe d’équivalence dans A. On notera A7 le sous-espace

de A dont les éléments sont les y-invariants. Bien entendu, un élément de A7 est représenté

mim t
par une fonction f(z1,z22,t) = E 7,7;—2”52) avec Ym,m, € C°(R*) telle que vf — f
21"z
my,moeN* "1 72

représente la classe nulle dans A i.e., pour tout (mq,ms) € N *2, la fonction 7, m, définie

par :
~ TYmim (t)
FYmama (t) = )\7711——1—27712 — Ymymo (t)

est dans I'image de la restriction p : C*°(R*) — C*°(R). On a finalement le :

3.3. Théoréme. On a :

( C s1x =10
tmitme
Ce c —_ stk =1
R A A
mo EN*
HY(Z,L)® AY 80k =2
L 0 S1 * 2 3

ot, pour tout (my,mg) € N* X N*/ les ¢;yym, sont des constantes complexes telles que la

tm1+m2
s - - z * *
série E Crmyma iy  COMVETge uniformément sur tout compact de C* x C* x R.
g 1 *2
mo EN*
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Démonstration. Pour des raisons évidentes de degré, H4(M, Hz) = 0 pour g > 3. Reste &
calculer seulement HY(M,Hz) =0 pour 0 < g < 2.

On a un revétement feuilleté 7 : M — M de groupe I' >~ Z engendré par 1’automor-
phisme 7 du feuilletage F. Le faisceau H = des germes de fonctions F-holomorphes sur M
est le relevé par m du faisceau Hx des germes de fonctions F-holomorphes sur M. On a

alors une suite spectrale de terme :
EYT = Hp(F,Hq(M,H%))

et convergeant vers H%*(M ). Comme I' = Z, la différentielle dy : EY? — EPT2771 et

nulle et donc la suite stationne déja au terme Es. Ce qui nous donne, pour tout £ € N :

)
HY'(M)=  EB*.
p+q=~£

De facon plus précise :
HY’(M) = ES* = HO(T, H(M, Hz)) = E7 = {éléments de H;(M) invariants par v}
HY' (M) = ES* & B}* = HO(U, HY (M, Hz)) & H (T, H'(M, Hzx))
c’est-a-dire :
HY' (M) = {éléments de L invariants par ¢} @ Hl(F,H%(M)).
De méme :
HY*(M) = EY* & B}' @ E3° = H(T, H*(M, Hz)) & H'(T, H(M, "))

Ici on a utilisé le fait que E20 = H2(T, HO(M, Hz)) = 0 car le groupe I' est isomorphe &
Z. Mais HO(T, HQ(M,HJ:;)) n’est rien d’autre que 'espace des invariants de HQ(M,H%)

par ’automorphisme induit par le difféomorphisme :
v :(2z1,22,t) € C* x C* X R* — (Az1, Az, At) € C* x C* x R*

que nous allons calculer de fagon précise.

En degré « =0

Rappelons qu’on a ’égalité H ;(M )=H %((C2 x R). Il est alors clair que toute fonction
fe 7"(5;(@2 xR) invariante par v est constante ; d’ou H;)_-’O (M) = C engendré par la fonction

constante égale a 1.
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En degré « =1

Donner explicitement V'espace Hy:' (M), revient & calculer H'(Z, ’H;(CZ x R)) et les

'lemg (t)

my ma2

éléments de Hg’l(ﬁ) =
7 21 %2

invariants par o.

my EN*
mo EN*

e L’espace Hl(Z,ij;(C2 x R))
On sait qu’il s’identifie canoniquement au conoyau de I'opérateur linéaire (et continu)
J: H};(CQ x R) — H;(C2 x R) défini par 6(f) = f — f o~. Cela revient a se donner
g€ H%((CZ x R) et a chercher f € HJ;(C2 x R) telle que, pour tout (z1, z2,t) € C2 x R, on
ait :
f(z1,29,t) — f(Az1, Az, At) = g(21, 22, 1).

Une condition nécessaire pour que cette équation cohomologique ait une solution est que

9(0,0,0) = 0. On va la supposer remplie. On a alors une solution formelle :
f(zla 22, t) = Z g()\k217 )‘k227 )\kt)
k=0
La “dérivée” (formelle) d’ordre s € N* en t s’écrit :

0° E)S
atf Zl, ZQ, Z )\ks Zl, )\kZQ, )\kt)

Soient R > 0 et K la boule fermée de centre l'origine et de rayon R de C? x R ; alors,
comme \** tend vers 0 quand k — o0, la famille %(Akzl, Mzo, AFt) y est bornée par

une constante C' > 0 indépendante de k. On a donc :

ZA’“%(A%, Noezg Mty <) A’“%(A%,A%, )\’“t)‘ <CY M < too.
k=0 k=0 k=0
0°g

Toutes les séries dérivées E Nes Z 2 515
k=0

compact ; comme la série ellee-méme converge au point 0, elle converge finalement (au sens

(Nez1, \F 25, A1) convergent uniformément sur tout
de ce qu’il faut) vers une fonction f € ’H;((C2 x R) solution de I’équation f — fo~y = g.
L’image de l'opérateur o est donc le noyau de la fonctionnelle F -analytique :

g e H%(CQ x R) — ¢(0) € C.

Ceci montre que l'espace vectoriel H!(Z, ij;((C2 x R)) est isomorphe & C et est engendré

par la fonction constante égale a 1.
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e Les invariants de H%l(ﬁ)

On doit chercher les éléments de H%l (M) = E n;jlmfw qui sont invariants
mq eN*
mo €N*

par 'action de o donnée par :

Pmym, (AL)
(0 ’ f)(zla 22, t) = )\m1+;22m12m2 :
mq EN* 1 ~2
mo EN*

De tels éléments doivent satisfaire la condition d’invariance :
Grmimy (M) = X2 (t)  pour tout couple (my,ms) € N* x N*,

Posons k = my +mq et cherchons les fonctions complexes ¢ € C*°(R) qui vérifient ¢(At) =
Megp(t). De facon évidente la fonction b(t) = t¥ vérifie la condition b(At) = AFb(t). Soit
¢ € C*°(R) une autre fonction vérifiant la méme condition ; alors, pour ¢ # 0, la fonction
P(t) = t(k) vérifie ¥ (\t) = 1 (t). On doit avoir ¢(t) = 1 (¢)t* avec 1) définie sur R* et telle
que ¥ (At) = (). Soit € > 0 assez petit et développons ¢ en série de Taylor sur 'ouvert
U=|—¢e,+e]:

A ) R (O
t) = (0 "oVt + -+ — 2t t
o(t) = ¢(0) + &' (0)t + + ) + gt
Comme la fonction % est bornée sur U* =] — ¢, 4+¢[\{0} (car coincide sur ]0,¢e[ avec 9

qui est invariante par ’homothétie ¢ €]0, +-o0o[— At €]0, +00[), on a forcément ¢(*)(0) = 0
pour i = 0,1,---,k — 1. Par suite ¢(t) = t*4(t) sur U. La fonction v est donc en fait
définie sur U ; comme elle vérifie 1)(At) = 1(t) elle est constante. Par suite ¢ est un

multiple par une constante de la fonction b(t) = t*. On en déduit que le sous-espace des

01,~ $mitma
invariants de H}__V’ (M) est E Crmyma sz (- Ce qui donne :
mq EN* 1 2
mo EN*
mi+ma
0,1 _ Z t
H]- (M) - C@ lemQ mi Mo
21 %2
mq EN*
mo EN*
tm1+m2
ol les coefficients ¢, m, sont des constantes telles que la série g Crmims —my—m, converge
g R1 %9
mo EN*

uniformément sur tout compact.
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En degré « =2

Comme précédemment, Eil est I'espace H'(Z,L) et qu'on ne sait pas déterminer
explicitement pour I'instant ! L’espace E9? = HO(Z,HQ(M,H%)) n’est rien d’autre que
A7 i.e. celui des éléments de A = HQ(M,H%) = O*/0O invariants par v et qu'on a déja
décrit.

Ceci termine la démonstration du théoreme et donc presque totalement le calcul de

la cohomologie de Dolbeault feuilletée pour le feuilletage complexe affine de Reeb sur la
variété de Hopf S* x S!. O
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CHAPITRE IV

FEUILLETAGE COMPLEXE SUR
LE TORE HYPERBOLIQUE

Cet exemple est extrémement intéressant par la richesse de sa dynamique. Une
grande partie du travail a consisté d'abord a dévisser sa structure géométrique
et analytique pour pouvoir ensuite s'attaquer a la résolution proprement dite du
probleme du O£ et la détermination des fonctionnelles F-analytiques.

1. Construction du feuilletage complexe

On va d’abord construire la variété homogene ']TZ‘H, son feuilletage complexe F et les divers
espaces fonctionnels qui serviront dans les calculs et a I'investigation de la cohomologie de
Dolbeault feuilletée H%* (']I’Z‘H) ainsi que d’autres invariants rattachés a ce feuilletage

complexe.
1.1. La variété homogene T

Soient n > 2 et A € SL(n,Z) une matrice diagonalisable sur R ayant toutes ses valeurs
propres Ap, - -+, A\, positives et toutes différentes de 1 (on dit qu’elle est hyperbolique). On
note vy, - -, v, des vecteurs propres unitaires associés respectivement a Ay, -+, \,. (Les

%

).) Pour chaque t € R, on peut calculer la

composantes de v; seront notées (k%,---, K

puissance eme At g A : on obtient une action :
(t,z) € R x R" — A'z ¢ R"

qui permet de construire le produit semi-direct G = R™ x4 R ; G est un groupe de Lie
1-connexe résoluble (non nilpotent) dans lequel I' = Z™ x4 Z est un réseau cocompact.
Le quotient G/I" est une variété analytique réelle compacte notée "]I“ZJrl qu’on appelle tore
hyperbolique ; elle fibre sur le cercle S' avec fibre le tore T". On vérifie facilement que les

champs de vecteurs :

0 -0 -0
Y=—=— e X,=XNy=\N[|r—"+ - +r —
ot ¢ i ¢ (/{1 0z o 3xn>
avec 1 = 1,---,n induisent des champs sur TZH. Ils vérifient les relations de crochet :

(X, X;]=0

63



Soit X 'un des champs X1, - -, X,, (X1 par exemple) de coordonnées (K1, - -, Ky,) associé a
A€ {A1, -, A} ; onsuppose A < 1 et donc v =1In\ < 0. Les champs X, Y engendrent un
sous-fibré intégrable du fibré tangent a ']I‘Z‘Jrl et définissent donc un feuilletage F. En fait,
F est aussi défini par le sous-groupe H de G, produit semi-direct de la direction propre
E) = RX par R agissant (sur F) bien siir) par multiplication par A’ ; H est isomorphe au
groupe affine GA (groupe des transformations affines préservant l'orientation de la droite
réelle). L'une des propriétés remarquables du feuilletage F est qu'il est C*°-stable [EN].

On peut définir une structure presque complexe sur les feuilles de F en posant
Jr(X) =Y et Jp(Y) = —X. Comme leur dimension est 2, Jr est intégrable et confere
a F une structure complere. On obtient donc un feuilletage complexe (TZH?]: ). Les
fibrés T'OF et TOLF sont respectivement engendrés par les champs Z = %(X — 1Y) et
Z = (X + 1Y) qui sont donnés exactement par les formules :

1, 0 o\ .0
Z—§ -)\ (Hla—xlﬁ—"'ﬁ—lﬁnﬁ)—l—

et

— 17 0 0 0]
7 = Z |\t — 4 ... y—— —
5 _)\ (/{18:61 +-+K &cn) +Z(9t_

Ces champs forment une base (Z, Z) du complexifié TF ® C du fibré tangent au feuilletage;
(Z,Z) admet pour base duale (w,w) ot w et w sont les 1-formes feuilletées respectivement

de type (1,0) et de type (0,1) données explicitement par :
w=\""kidry + -+ Kpdr,) +idt

et
0=\ "(kidxy + - + Kpdry,) — idt.

La (1,0)-forme w vérifie drw = —%’w A dt et n’est donc pas F-holomorphe. Il n’y a en
fait aucune 1-forme JF-holomorphe sur (TZ“,]—" ) comme nous le verrons plus loin. Le

complexe de Dolbeault feuilleté s’écrit :
0 — Q3°(TH) 25 QN (T ) — 0.
On a, de fagon plus précise :

0,% fn4+1Y COO(TZ—H) six=20
QO (Ta) = {C’OO(TZ‘“) ®w six=1

et Popérateur 0 est défini par :

grf= (w2l ok, 20 L s
(IV.1) orf = 5 {)\ (/ﬁax1 + +ﬁnaxn) +Z8t] ® w.
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1.2. Une description hiérarchique
Pour simplifier, on pose G = R” x4 R, M=T"'xRet M = TZJA. Le groupe

I' =7™ x4 Z est une extension scindée :
0—Tyg=2" —T —X=7Z—0.

La variété M est le quotient de G par I'action du sous-groupe I'g (distingué dans I') a 'aide
des difféomorphismes 7; : (z1,- -+, 2y, t) € G+— (1, -, xi—1, ¢ + L2010, , Tp,t) € G
pour ¢ = 1,---,n. La variété M est obtenue comme quotient de M par 'action de ¥ = Z
engendrée par le difféomorphisme o : (z,t) € T" x R — (Az,t+ 1) € T" x R.

Le feuilletage F sur G est un produit complexe : chaque feuille F de F est holomor-
phiquement équivalente au groupe affine muni de la structure complexe invariante donnée
par 'automorphisme Jr qu’on a défini précédemment. Les flots des champs X, -+, X,
engendrent un sous-groupe 7" isomorphe a4 R" ! et on a G = FxT. Les difféomorphismes
1, -+, Ty sont en fait des éléments de Aut(G, F) et o est un élément de Aut(]\? F ). Pour

chaque i =1,---,n, on pose :

C;i=Rx - xRxS!'xRx---xR.
— — ———
(i — 1) fois (n — 1) fois

Alors le quotient de G par le sous-groupe engendré par 7; est une variété ]\Z difféomorphe
a C; x R. Le feuilletage F est invariant par 'action de 7; et induit un feuilletage .7?1
sur ]\Z qui est aussi un produit complexe : ses feuilles sont obtenues en multipliant par
le facteur R le flot linéaire en droites fermées de direction le champ X; et sont toutes
holomorphiquement équivalentes a GA. Aussi bien pour (G,f ) que pour les feuilletages
(M;, F;) on a :

HQJ*(G):{O six>1
f

H=(G) six=0

et HY* (M) =
F Fi

(2

{0 six>1

2. Les espaces de fonctions sur T’
La forme volume p = dx Adt = dxy A--- Ndx, ANdt sur G = R"™ x4 R est invariante par
laction de I' = Z™ x4 Z et induit donc une forme volume sur ']I":“l.
2.1. Les fonctions

Une fonction sur TZH est une fonction sur G = R™ x4 R invariante par I' = Z" x4 Z.
D’apres ce qui précede, une telle fonction est identifiée a une fonction n-périodique, de
période 1 en x1,---,xz, et invariante par o : (z,t) € T" X R +—— (Az,t+1) € T" x R i.e.
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f(Az,t+1) = f(x,t) pour tout (z,t) € T® x R. On dira que f est intégrable ou L' si elle

est mesurable et si la quantité :

/TZ“ | fldp = /01 (/n |f(x,t)|dm) dt

est finie. Dans ce cas, f admet un développement de Fourier :
Z fm(t)e%w(m,w)
mezn

ou les f,, sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales :
fm(t) = f(x, t)e” Bmma) gy
’]rn

La condition d’invariance sur la fonction f se traduit au niveau des fy, par la relation :

(CD) fm(t+1) = fBm(t)

ou B est la matrice transposée de A. En particulier fg est une fonction périodique de

période 1 en t. Toute fonction L' sur TZH peut donc étre regardée comme une fonction :
f:(m,t) €Z" xR — fru(t) € C

ou les valeurs f, () vérifient la condition (CI). Nous travaillerons de cette fagon dans tout
ce qui suit.
2.2. Les différentes normes

Pour chaque R € N*, notons Cr le compact [—R, R|. La suite (Cr)gen+ est croissante

et recouvre R. Il est bien connu que, pour tout (r,s) € N2, tout R € N* et toute fonction

f e C(T™ x R), les quantités suivantes existent :

ds f,
Fnlfis = sup | S0 et I = ol Sl Ul
t€Cn mezZr\{0}
Alors || ||, est une semi-norme sur C*°(T" x R) et la famille (|| ||F,) (indexée par r, s et
R) y définit la topologie C°°. Pour tout £ € N, || ||} = Z I Hfs est une semi-norme
r4+s</t

sur C*°(T" x R).
Sur I'espace C'*° (TZ’LI), considéré comme le sous-espace des fonctions de C*°(T" x R)

vérifiant la condition (CI), il suffit de considérer les normes :

rs = | fols,00 + Z Im["| fmls,e0 et || |[e= Z I s

meZ™\{0} r+s<t

(Iv.2) 171
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ou :

d’ fm
dts (t>‘ '

|fm|8,oo = Ssup
te[0,1]

Pour chaque ¢ € N, on note W* le complété de (C=(T’4™),|| |[¢). Il n’est pas difficile
d’établir les assertions qui suivent :

i) La suite {W*}scn est décroissante et chaque injection j, : W*¢ — W*! est un
opérateur compact.

ii) On a ﬂ W = C°°(T"%H). L’assertion ii) signifie qu’une fonction f : T — C
est C i, et eseeilement si, pour tout (r,s) € N2 on a :

Y ml|fmlsee < oo

meZ"\{0}

La matrice B agit linéairement sur le réseau Z™. Soit A une partie de Z" contenant
un et un seul représentant de chaque orbite de cette action. L’orbite de 0 est réduite a

{0}. 11 est clair qu’on a une partition :

z" = |J{B'm:jez}.

meA

Pour tout m € A, soit Vi, le sous-espace de C*° (TZH) engendré par la famille de

fonctions {egim : j € Z} i.e. toutes les fonctions f € C®°(T%) qui s’écrivent :
f = ZfBjmijm'
JEZL

L’espace Vj est constitué des fonctions qui ne dépendent que de la variable ¢ et périodiques

de période 1. Nous avons une décomposition en somme directe :

C=(TH) = @ Vi
meA

3. Formulation du probleme du o~
Dans notre situation précise, nous allons nous intéresser au complexe différentiel de Dol-
beault feuilleté pour p = 0.
3.1. L’opérateur O~

Comme le feuilletage F est de dimension (complexe) égale a 1, le complexe différentiel
en question s’écrit :

0 — QLT+ 2% Q% (T — 0
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ol 'opérateur O est donné de facon exacte par la formule :

S | YO ST A s D
07 =3 {)‘ (“1ax1+ +””axn)“at}®”'

Le feuilletage F étant de dimension (complexe) 1, les espaces Hg_-’q(TZH) sont triviaux
pour g > 2. Les feuilles étant denses, d’apres la proposition 11.3.8, I’espace H%O(']I‘T'l)
est isomorphe a C. Le probleme se réduit uniquement a la détermination de Hg_-’l(']I‘ZH)
et de son séparé associé Hg&l (T"41). 11 consiste & se donner o = g @ w € Q%l (T%) et &
trouver f dans ’espace :

QO(T) = 0Ty )

telle que . f = a, ce qui revient a résoudre ’équation :

17, of of Of]
(IV.3) 5 {)\ (m s + —I—/-inaxn) +1 at] =g

) fe'e) n+1
dans l'espace C°(T"; ™).
Comme nous l'avons déja fait remarquer, les fonctions L! sur ']I'Zﬁl peuvent étre

regardées comme des fonctions ¢ : (m,t) € Z" XR —— ¢y (t) telles que ¢pm(t) = dm(t+1)
(c’est la condition (CI)). Par exemple la fonction suivante :

t

A(m,t) = Ap(t) = o~ 2 (mo)x

qui s’introduira naturellement par la suite, vérifie la condition (CI).
3.2. La quantité A(B’m,t)

Son comportement sur Porbite {B’m : j € Z} d’un élément m € Z" \ {0} nous sera

essentiel. Explicitons-le. Rappelons que 0 < A < 1 et que :
(Bim,v) = (m, A7v) = (m, Nv) = X (m,v).

i) Cas (m,v) >0

La quantité (B/m,v) reste strictement positive pour tout j € Z. On a ainsi :

lim A(B’m,t) = +oco et lim A(B’m,t) = 1.

j——o0 Jj—+o0

ii) Cas (m,v) <0

La quantité (B/m,v) reste strictement négative pour tout j € Z. On a ainsi :

lim A(B'm,t) =0 et lim A(B’m,t) = 1.

j——o00 j—+oo
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4. Divers objets géométriques

4.1. Les fonctions F-holomorphes sur (]\/4\, F)

Rappelons que, via sa décomposition en série de Fourier, une fonction C*° :

f= Z Jmém

mezZ"

sur M = T™ x R est une fonction fi(m,t) € Z" X R — fi(t) € C telle que, pour tout
R € N* et tout £ € N on ait || f||}} < 400 ot :

<t>\ e WE= S (1olft S i |l

r+s</t meZ™\{0}

On a alors, par continuité de 'opérateur 5]? pour la topologie C'*° :

1

Dxf(a,t) = 5 > (2im(m, ) fn (t) + i £} (1)) em(2).
mezZmn

Donc f est ]?—holomorphe si, et seulement si, on a :
2im (m, V)X fen (t) + if5a (8) = 0

pour tout m € Z" et tout t € R. Si m = 0, f{(t) = 0 pour tout ¢ € R et donc fo est une

constante. Si m # 0 alors :
fm(t) = C’me_%ﬁ(m’w’\t avec Cy, constante pour tout m € Z".

Nous allons examiner les conditions que doivent satisfaire les constantes Cp,. Soit s € N

et posons B (t) = e~ % ™A' Un calcul facile mais lourd & mener donne :
d*Bm
dts

ou Ps est un polynome a deux indéterminées U et V' de degré 2s s’écrivant :

t

(t) = Py({m, v), A\b)e™ ¥ (mo)X

P(UV)= ) aaU'V*
d,0=0

ol aq¢ sont des constantes réelles. La condition qu’on doit avoir est que, pour tous entiers
naturels R, d, ¢ on ait Z |Cel - [(m, 0)|%pm (¢, R) < 400 of1 :

mezZmn
A {Re— 27 (m vy AT

_2n i t négatif
,R) = su {)\Ete % <m7”>>‘t} = { x — st {m, v) es
penlls B) tecl; AR A mAT g (m,v) est positif.
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Par l'inégalité de Cauchy-Schawarz, on a |(m,v)| < |m| - |[v| = |m| (v étant de norme 1) ;
on doit donc avoir finalement Z |Cenl - Im|%pm (¢, R) < +o00. Ainsi :

mez"
Hp(M) = { = D fme TN m<x)}
mezn
ou les fi, sont des constantes complexes telles que :
(Iv.4) Z | fmn| - 0|7 pm (€, R) < 400
meZ™\{0}

pour tous ¢,d € N et tout R € N*.
4.2. Les 1-formes (F ou F)-holomorphes
Rappelons qu’on a deux formes w et @ respectivement de type (1,0) et de type (0, 1)

et qui forment un coparallélisme sur les feuilles de F. Elles sont données comme suit :
w=AYkdry + -+ Kpdz,) +idt et ©= N"(kidzy + - + Kpdz,) — idt.

Un calcul immédiat donne drw = Yw A @.
o Sur (M, F)

Une 1-forme j-:—holomorphe sur M s'éerit o = hw avec 5]?04 = 0. Mais 53?(1 a pour

v
4

expression 5]/_:(hu)) = 5;]1 ANw+ hgj?w, c’est-a-dire :

65_:04 = (—gg’;\h + Zh) wAw

=0
ot 07 est 'opérateur sur I'espace C°°(T" x R) défini par :

=0, 1] oh oh oh
8fh—2[)\ (/f181+ -+ n@:c)—Hat}

=~ . . . ;. =0
La 1-forme a est donc F-holomorphe si, et seulement si, la fonction h verlﬁe Ozh = 7h
i.e. h est une fonction propre associée a la valeur propre 4 de l'opérateur 8A L’équation
différentielle associée est donc :

L PO PO LU DL A
9 " D, e ) T et T A

Cette équation est équivalente au systéeme :
w

(27r<m, V)N + 5) hm(t) + A, (t) =0 pour tout m € Z".
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Pour chaque m € Z", on a une solution :
hm(t) = hme’27ﬁ<m’“>’\t’i7yt avec hy, constante pour tout m € Z".

Ainsi 'espace H;/__\(]\/Z ) des 1-formes F-holomorphes s’écrit :

H%@:{ = D hmeT FOmONE "“tem<x>}

mezZnr

ou les hy, sont des constantes complexes. Comme pour le cas des fonctions ﬁ—holomorphes

les constantes fy, sont assujeties a une condition de convergence ; celle-ci s’écrit :
(IV.4%) > lhm| - m|%pm (¢, R) < +oo

meZ"\{0}
pour tous ¢,d € N et tout R € N*. Ici :

pea(l, R) = sup [\fe™ ¥ (mu)N =5

teCr

— sup {)\et —2%(m, v))\t}.
teCr
e Sur (T% F)
Une 1-forme F-holomorphe sur (T, F) est une 1-forme F-holomorphe a = hw sur
(M, F) invariante par I'automorphisme o : (z,t) € T" x R — (Az,t+ 1) € T" x R (du

feuilletage F ). Mais comme w est déja o-invariante, h doit satisfaire la condition hoo = h.

Si :
t): Z hm6727ﬂ<m7v>>‘t7%ltem<aj)7
mezZn

cette relation impose aux coefficients A (t) = hme™ > (0A =
(CI) i.e. hm(t +1) = hpm(t) pour tout ¢t € R et tout m € Z™. Un calcul simple montre

alors que les constantes hy, doivent satisfaire :

iv s . .
2t de vérifier la condition

hBm = e_%hm pour tout m € Z".

On a forcément hg = 0. Sim # 0, on a |hgjm| = |hm| pour tout j € Z. Si hy # 0, la

condition de convergence (IV.4’) est alors mise en défaut. Il n'y a donc aucune 1-forme

F-holomorphe non nulle sur (T F) i.e. I'espace vectoriel H O(’]I‘”H) est nul. &
Rappelons qu’on a une partition Z™ = {0} U U {B'm:je€Z}on A, = A\ {0}
meA,

qui est la partie de Z™ \ {0} constituée par un et un seul élément de chaque orbite de B

agissant sur Z" \ {0}. Pour tout m € A, on note Hy, le sous-espace de H%\(]\/I\) :

—2r(pJ A
Hpn = E hpime™ ™ x0,0) ijm(x)
JEZ
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Le sous-espace Hg est réduit aux constantes, donc isomorphe a C. Chaque Hy, est fermé

et on a une décomposition en somme directe :

Ha(M)=Ho® @ Hm.

mGA*

L’opérateur ¢ : H]/;(]/W\) — Hj_:(]/w\) défini par 6h = h—hoo ™! respecte cette décomposition

et son noyau est exactement Hg. Sa restriction a chaque Hy, est une injection Hy,, — Hpy,.

Enfin pour tout m € A, soit H,, I'espace des fonctions h = Z thme_QT”B]m’”w‘tijm(x)
JEZ

dans H,, telles que hpgiy, = 0 pour 5 < jo ou jo € Z ne dépend que de la fonction h.

5. Le théoréme principal

Pour m € Ay U{0} (o Ay = {m € Z" : (m,v) > 0}), on définit les applications linéaires
L : Hf(]\?) — C comme suit. Pour :

— 2% (m v) ¢
g(x, 1) = > gme v N ey (2)

mezZn

on pose :

1
Lm(g) = ZgBjm et  Lo(g) = / / g(z,t)dxdt = go.
JEZ nJo
On vérifie facilement que L, et Lo ainsi définies sont des fonctionnelles }A"-analytiques non

nulles et o-invariantes sur (]T/[\ , F ). On note Ny, lintersection de Hy, avec le noyau de Ly, .

5.1. Théoreme. i) On a Hy'(TH) = HY(S, HA(M)).

i1) Si g € Hy avec m dans Ay U {0}, alors l’équation cohomologique F-analytique
g=h—hoo ! a une solution h € Hy, si, et seulement si, g € Nm ; ce qui implique
que HY(X, Hy) est isomorphe a C. Ainsi I’espace vectoriel H;)_-’l(TZH) est de dimension
infinie.

iii) Pour tout g € H, avec m € A_ = {m € Z" : (m,v) < 0}, l"équation coho-

1

mologique g = h —hoo™" a une solution unique h € Hyy,.

o~

iv) L’espace des fonctionnelles ﬁ—analytiques o-invariantes sur (M,j-:) est engendré

par les fonctionnelles Ly, avec m € Ay U {0}.
La démonstration se fera en plusieurs étapes.
5.2. Etape 1
On a une extension de groupes : 0 — g = Z" — I' — ¥ = Z — 0. Les

groupes I' et Ty agissent sur H%* (G) qui se réduit a I’espace H%O(G) = Hz=(G) ; ¥ agit

72



sur H*(L'o, H=(G)). La suite spectrale de Hochschild-Lyndon-Serre associée & l'extension

ci-dessus a pour terme :

ES = HP(2, HY(To, Hz(G)))

et converge vers H*(I', H=(G)) = H%*(TZ“). Il faut donc calculer tous les espaces et
morphismes qui interviennent dans cette suite spectrale. On peut déja remarquer que,
comme ¥ = Z, la différentielle dy : EEY — EET>971 est nulle et donc la suite spectrale

converge au terme Fs ; d’ou :
H%l(TZH) = Egl D E210 = HO(Z’ Hl(F07 Hf(G))) D Hl(zv HO(F()? Hf(G)))
Mais :
H'(, H(To, H£(G))) = H' (S, Hz(M)).
Nous allons montrer que 'espace vectoriel H! (T, H=(G)) est trivial.
5.3. Etape 2 : calcul de H (Do, Hz(G))

L’espace H=(G) est un I'p-module. Comme les espaces vectoriels H%* (G) sont trivi-

aux pour * > 1, la suite spectrale (D,.) associée au revétement I'y — G — M dégénere

au terme Dy et on a 1’égalité :

D3 = HX' (M) = H*(To, Hz(G)).

On peut écrire Tg = T{ @ -+ @ T'y o, pour tout i = 1,---,n, T'y est engendré par

. —i - R =
I'automorphisme Tjrl’ on pose alors Ty = Iy @---@T%. Biensir [y =TgetT, =% Ona
ainsi Ty =T @ T, pour tout s = 1,---,n — 1. Chacun des I}, est une copie de Z et tous
les groupes '}y et fg (avec i = 1,---,n) agissent sur I’espace vectoriel H%(G). La formule

de Kiinneth en cohomologie des groupes discrets donne alors, en ’appliquant a la somme
) —2
directe Ty =T{ & T :

H' (Do, Hz(G)) = H(To, Hz(G)) & H' (T}, Hz(G)) @ H' (T, Hz(G)) @ HO(Th, Hz(G))

v~ a'e

Mais :
H' (T} Hz(G)) = HE () = 0

et donc :
H'(To, Hz(G)) = H'(Tg, Hx(G)) ® H(Th, H=(G)).

A . AN . =2 =3
Le méme raisonnement appliqué & la somme directe I'y = I'2 @ I’y donne :

H' (Do, Hz(G)) = H' (T, Hz(G)) @ HO(I3, Hz(G)) ® HO(TY, H(G)).
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En répétant ce processus, on arrive finalement a la formule :
n—1 '
H'(To, Hz(G)) = H'(Ty, Hz(G)) @ | Q) H(T), HA(G))
j=1

Mais :

H'(Tg, HA(G)) = H'(T§, Hz(G)) = HE(M,) =0

et par suite H'(T'o, Hz(G)) = 0. Ce qui donne :
HP (T4 = HY(S, Ha(M)).

5.4. Etape 3

L’action du groupe ¥ sur lespace Hy, s’écrit o : h € Hy, — hoo~ ! € Hy. On

L avec h

note Cy, le sous-espace de Hy, engendré par les éléments de la forme h — ho o™
parcourant Hy,. On sait alors que H'(3, Hy) = Hp/Cm. Le probléme se ramene donc &

résoudre I’équation cohomologique :
Etant donnée g € Hy,, existe-t-il h € Hy, telle que h —hoo 1 =g?

Une condition nécessaire pour que cette équation ait une solution est que (i, g) = 0 pour

toute fonctionnelle o-invariante p sur Hy,. Ecrivons h et g sous forme de séries :

W t) = hpime = E ™ ep, (@) et g(a,t) =Y gpime 7 N epn ()
JEL JEZ

ou les hy, et gm sont des constantes complexes devant satisfaire la condition de convergence
(condition (IV.4)) :

S hgiml - 1B/ M| ppim(f, R) < +oc

JEZL
et :

> 198iml - 1B'm|?ppim (L, R) < +00

JEZ
pour tous /,d € N et tout R € R*. On sait que les gp, satisfont la condition (IV.4) (c’est la
donnée du probléme) et toute solution formelle h qu’on trouvera doit aussi satisfaire cette
condition pour étre une vraie solution de I’équation cohomologique susmentionnée. Cette

équation est équivalente au systeme :
(IV.5) hp — hpp =gp pour p € {B'm:j€Z}.
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Sim = 0, go = 0 nécessairement ; ceci n’est rien d’autre que la condition Lo(g) = 0.
Ce qui donne H' (X, Ho) = ker {6 : Hy — Hp} = C.

Supposons m # 0. On a deux solutions formelles :
o.@] o0
hp:Zgij et hp:_ZgB_jp'
§=0 j=1

5.5. Etape 4 : point ii)
Comme § est injectif, on doit avoir nécessairement Z gpip = 0 i.e. g doit vérifier
JEZ
Lm(g) = 0 c’est-a-dire g doit étre un élément de I'espace Ny,. Cette condition est donc

nécessaire et nous allons montrer qu’elle est suffisante.

e Pour ce faire, nous aurons besoin de choisir I’ensemble A C Z™ bien adapté a notre

probleme. Il est donné par le :

Lemme [DE]. On peut choisir l’ensemble A de telle sorte que pour m € A\ {0}, les suites
(|1B'ml|) et (|[B~7ml) (indexées par j > 0) soient strictement croissantes et que, pour tout

JjE€Z, on ait :
(IV.6) |B'm|* > (|j] +1).

Démonstration. Soient 0 < A; < -+ < Ay <1 < Agq1 < -+ < Ay les valeurs propres
de B (ce sont les mémes que celles de A) et (e, -+, €q,€q+1, -, €n) une base normale
propre. On note E_ et E. les sous-espaces vectoriels de R™ engendrés respectivement
par les systemes de vecteurs propres {e1,---,e,} et {€g41,---,e,}. Nous avons donc une

décomposition en somme directe R" = E_ & E et tout vecteur u € R™ s’écrit :

q n
u = E a;e; + g bje;.
i=1 j=q+1

ou les a; et b; sont des réels. Pour tout k € Z nous avons :
q n
B*(u) = Z)\faiei + Z )\?bjej.
i=1 j=q+1

Soit € > 0. On note E° et ES les e-voisinages respectivement de E_ et E. Il existe alors
ko € N tel que

k>ko= B¥(u) € B et k< —ko= B"(u) € E-.
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Remarquons d’abord qu’aucun des éléments du réseau n’appartient a F_UFE,. Comme
toutes les valeurs propres \q,---,\, de B sont strictement positives, on peut définir B?
(puissance feme o B) pour tout ¢ € R. Soit z un élément non nul dans R™. L’orbite
{B*(z2) : k € Z} est contenue dans la courbe differentiable ¢t € R —— B(z) € R™. Dans
la base propre (e1,---,e,), le carré de sa norme admet pour paramétrage la fonction
différentiable p : t € R — |D?|? = (D%(2), D!(z)) € R, (D est la matrice des valeurs
propres). Cette fonction a pour dérivée seconde p”(t) = 4(((In D) - D*)(2), ((In D) - D*)(2))
(ou In D est la matrice diagonale dont les termes sont les logarithmes des valeurs propres
de A donc de B) ; c¢’est une fonction strictement positive. Donc sa dérivée p’(t) est une
fonction strictement croissante. Quand t est proche de —oo, B*(z) est voisin de E_ et
quand t est proche de +o00, BY est voisin de F, ; le point BY(z) passe par une position en
laquelle p(t) est minimale. En somme, la norme du vecteur B*(z) admet un minimum en
un certain tg, elle est décroissante sur | — oo, t[ et croissante sur |tg, +oo[. Si on choisit un
élément z de Z™ \ {0}, on trouve un unique m dans l'orbite de z qui réalise le minimum
de la famille {|B*(2)| : k € Z}. L’ensemble ¥ sera alors constitué de ces m et de 0.

Soit m € ¥\ {0}. Alors les suites (|B¥(m)|) et (|B~*(m)|) (indexées par k > 0)

sont strictement croissantes. Comme | B*(m)|?

k € Z, on a forcément |B*(m)|? > (|k| + 1) pour tout k € Z.

est un entier strictement positif pour tout

5.6. Etape 5 : les estimations

o0 — o
e Pour démontrer que les hp = E gBip OU hp = — E gpip Tépondent a ce que nous
7=0 j=—1
cherchons, il reste a vérifier la convergence de la série E \hgim| - |B'm|%p5im (£, R) pour

JEZ
tout R € N* et tous /,d € N. On a :
S = Z |Bjm’dejm(£a R)’hBJm’
JEZL
=Y 1B'm|pgim(l, R)|hpim| + D [B'm|"ppim (€, R)|hpim|-

j=0 J<0

Posons :
Sy => |B'm|*ppim (L, R)|hpim|
j=0

et

S_=> |B'm|*ppim(t, R)|hpiml.

7<0
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o0
E 9BG+k)m

Sy =Y |B'm|?ppim(¢, R)

>0 k=0
J
-y (z - R>) gl
>0 \k=0

Rappelons que |m|? < |[Bm|¢ < ... < |B/~"Im|? < |B/ml|? et que |B'm|? > j+ 1. D’autre

part :
pprm(l, R) = sup Ao Z(B mu)X' | _ =2 (B"mu)A™ _ 0~ 22 (ma) AT
teCr

et donc :
pm(& R) Z me(Ea R) Z 2 pBJ'm(£> R)
On obtient donc :
St < pm(6,R) D (7 +1)[B'm|? - |gpimn|
720
< pm(L,R) Y [B'm|™? - |gp,,| (par inégalité (IV.6))
j=0
< +00.

La derniere inégalité vient du fait que la donnée g est dans Hj?(]T/[\ ). Nous avons donc

montré que la série S; converge.

Pour démontrer la convergence de la série S_ = E |B'm|%pgim(l, R)|hpiml|, on
§<0
— 0o
remplace cette fois-ci le terme hpgj,, par I’expression hgjm = — E gpit+km €t on procede
k=—1

exactement par le méme type de majorations que pour la série Sy .

On vient donc de montrer que I'image de 'opérateur 6 : h € Hy, — (h—hoo) € Hpy,
est égale au noyau de la fonctionnelle L,, : H,, — C définie précédemment. On en
déduit que I'espace H (X, Hy,) est isomorphe a C (car la fonctionnelle £y, est non nulle).
Comme linclusion naturelle Hy, < Hf(]\/f ) induit une injection de H!(X, Hy,) dans
HY(Y, Hf(]\/j)) = Hp'(T™), espace Hy' (T%) “contient” tous les espaces H' (X, Hy)
(avec m € A ) qui sont transverses I'un a 'autre ; il est donc de dimension infinie.

5.7. Etape 6 : point iii)

Soit g une fonction dans H_ ; il existe jo € Z tel que g soit de la forme :

_2n(pi ¢
g(x,t) = Y gpime” 7 PN epig (@),
Jj2Jjo

7



Les coefficients hpj,, de la solution h = Zjez thme_QTWBjm’”)’\tem(x) dans H,, de

’équation cohomologique h — h oo~ = g sont donnés par la formule hpgjp, = Z JBi+km-
keN
La quantité — Z gpi+km ne convient plus car la série en question n’est plus toujours con-

k<0
vergente (dii au comportement pour j — —oo de la quantité A(B7m,t) qui n’oblige plus

les coefficients gpiy, & avoir la décroissance qu'il faut). Comme ce qu’on a fait a ’étape
5, on doit montrer que cette solution formelle est en fait une vraie solution i.e. on doit

établir la convergence de la série :

> hsml 1B m|%opm(t R)
JEZ

pour tout R € N* et tous /,d € N. On a :

S = Z |Bjm|dejm<£a R)|hBJm’

jez
= |B'm|*ppim(l, R)[hpim| + > |1B'm|*ppim(f, R)|hpiml-
j=0 J<0
Posons :
Sy => |B'm|*ppim(l, R)|hpiml
j=>0
et
S_ =" 1B'm|"ppim(l, R) | hpiml.
j<0
On a :

St = Z |B'm|ppim (¢, R) ZQB(j+k)m
3>0 k=0

J
k=0

j=0 =
J
-y (z |Bkm|d> el R gomd
§>0 \k=0
S Z(] + 1)|Bjm|dejm(€7 R)|gBJm|
j=0
< Z |Bjm|d+2ijm(£7 R)|gBjm|
j=0
< +00.
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Occupons-nous maintenant de la somme S_. On supposera, pour la commodité de
I’écriture, que I'indice jg est strictement négatif (ceci ne fait perdre aucune généralité). On

oo
E 9BG+k)m

k=0

a alors :

S_=> |B/m|*ppim(l; R)
<0

< Z Z |Bjm|dejm(£a R) |gB’“m’

jo<k<—1 \j<k

Z i d Z
+ |Bjm| ijm(Ev R) |gBkm|
J<0 k>0
Pour des raisons similaires a celles qui ont été évoquées précédemment, toutes les séries

du terme de droite convergent. Par suite la fonction h est bien dans Hy,.
5.8. Etape 7 : point iv)

Nous avons montré que 'espace Ny, intersection de H,, avec le noyau de la fonction-
nelle analytique Ly, (pour m € Ay U{0}) ainsi que 'espace H,, (pour m € A_) sont dans

limage de 'opérateur 6 : h € Hx(M) — (h —ho o™l e Hz(M). Il n'est pas difficile de

montrer que le sous-espace qu’ils engendrent (algébriquement) a pour adhérence :

E = m noyau(Ly, ).

meA , U{0}

Ceci montre clairement que ’espace des fonctionnelles ]?—analytiques o-invariantes sur
(M, F) (qui est le dual de H?;l (T%*1)) est engendré par les Ly, avec m € A U {0}. On
a par conséquent :

~(M)/E.

—0,1,
H}_ (TA+1) - H]:

Ce qui termine la démonstration du théoreme. &
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Résumé

La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure |'obstruction a la résolution du probleme du
O le long des feuilles d’un feuilletage complexe. Dans ce travail on étudie cette cohomologie
en utilisant (le plus souvent) des méthodes de cohomologie de groupes discrets sur certains
exemples assez significatifs : i) un feuilletage complexe linéaire de dimension 1 sur le tore T" ; ii)
une submersion en courbes elliptiques ; iii) le feuilletage affine complexe (de Reeb) de dimension
2 sur la variété de Hopf S*xS! ; iv) le feuilletage complexe sur le tore hyperbolique ']I”jfrl obtenu
par une action localement libre du groupe affine réel (groupe de Lie des transformations affines
qui préservent |'orientation de la droite réelle) ou A € SL(n,Z) est hyperbolique diagonalisable
ayant toutes ses valeurs propres réelles positives.
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