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PRESENTATION

Ce texte constitue le contenu du cours fondamental de 'option de DEA Introduction aux
formes automorphes. Son objectif est de donner aux étudiants le matériel nécessaire pour
pouvoir suivre convenablement le cours spécialisé au second semestre.

Dans le chapitre I on commence par des rappels de géométrie hermitienne en dimension
finie : formes bilinéaires, produit scalaire, produit hermitien, formes extérieures etc. On
y a aussi défini les opérateurs associés a une structure hermitienne : opérateur * entre
formes extérieures, opérateur L etc. Et enfin nous avons donné quelques exemples de
groupes classiques de transformations.

Dans le chapitre IT on introduit la notion de variété différentiable, variété analytique
complexe avec beaucoup d’exemples ainsi que tous les objets associés : fibré tangent, fibré
tangent holomorphe, champs de vecteurs etc.

Le chapitre III est consacré a la cohomologie de de Rham d’une variété différentiable.
Nous avons commencé par donner une motivation et définir les formes différentielles, la
différentielle extérieure etc. Nous avons dégagé les propriétés essentielles de la cohomologie
. fonctorialité, invariance homotopique. Nous avons ensuite donné beaucoup de calculs
pour illustrer son intérét soit de facon directe soit en usant de quelques procédés comme la
suite de Mayer-Vietoris ou la formule de Kiinneth. Nous avons fini le chapitre par quelques
digressions portant sur l'intégration des formes différentielles, la cohomologie de Céch, la
cohomologie singuliere, le théoreme de de Rham et I'invariant d’Euler-Poincaré.

Dans le chapitre IV nous avons abordé un peu la Géométrie différentielle sur une
variété du point des métriques riemanniennes : connexions, géodésiques, courbure section-
nelle. Nous avons fait quelques calculs pour les exemples usuels : le plan euclidien R", la
sphere S?, le demi-plan de Poincaré H.

Le chapitre V est consacré au groupe fondamental, revétements et actions de groupes
qui permettent de construire beaucoup d’exemples de variétés différentiables et analytiques
complexes. Nous avons explicité les conditions d’invariance que doit satisfaire un objet
géométrique sur une variété M munie d’une action d'un groupe discret I' pour qu’il induise
un objet de méme nature sur le quotient M /L.

Le chapitre VI est spécifiquement dédié aux actions des sous-groupes discrets I' du
groupe SL(2,R) 2opérzabn‘c par isométries sur le demi-plan de Poincaré H muni de la métrique
dz+dy
da”+dy”

hyperbolique . Nous avons expliqué la nature des points fixes ainsi que la stucture

des “cusps” qu’ils donnent sur le quotient H/I".

La référence que nous utilisons abondamment pour le cours spécilisé (second semestre)
est le livre de E. FREITAG, Hilbert Modular Forms [Fr]. Comme il traite le sujet en détail
nous n’avons donc pas rédigé de notes.

Valenciennes, mars 1997 A. EL KAacivmI & R. PARTHASARATHY






CHAPITRE |

Géométrie en dimension finie

Comme on le verra par la suite, la plupart des objets géométriques que ’on considere sur
une variété (métrique riemannienne, hermitienne, forme différentielle etc.) sont définis sur
I’espace tangent en chaque point et “varient de maniere C'°°” d’un point & un autre (on
expliquera ce que c’est). Il est donc utile de savoir ce qui se passe d’abord sur chacun des
espaces tangents, c’est-a-dire sur un espace vectoriel de dimension finie. C’est 1’objet de
ce chapitre.

Dans toute la suite E désignera un espace vectoriel de dimension n sur le corps K
(qui sera toujours R ou C) et on conviendra de dire que F est réel si K = R, compleze si
K=C.

1. Formes bilinéaires

Dans cette section ’espace vectoriel E sera supposé réel. Elle a pour but de rappeler
quelques définitions : forme bilinéaire, produit scalaire, forme alternée et produit intérieur.

1.1. Quelques définitions

Soit 7 un entier > 0 ; on notera &,. le groupe des permutations de I’ensemble {1,-- -, r}.
On appelle r-forme linéaire sur E toute application g : E” — R telle que, pour tout
t = 1,...,r et tous vecteurs ey,...,€;_1,€+1,...,6. de E, 'application partielle = €
E—g(e1,...,€i-1,2,€i41,...,6.) € Rsoit linéaire. On convient qu'une 0-forme linéaire
est la donnée d’un nombre réel. On dira que g est symétrique, si pour tout (z1,...,2,) € E
et tout 0 € G,., on a

g (xa(l)a s 7560(7')) = g(l‘l» s 7x7“) .

On dira qu’une r-forme linéaire « est alternée ou que « est une r-forme extérieure si, pour
tout o € &, et tout (x1,---,x,.) € E", on a

Q (acg(l), e ,IU(T)) =coa(x1,...,2.).

ou ¢, désigne la signature de o ; de maniere équivalente, la r-forme a est alternée si
a(zry,...,z.) =0 lorsque deux quelconques des éléments 1, ..., z, sont égaux.

On notera

- L"E I'ensemble des r-formes linéaires sur E ;

- S"FE P'ensemble des r-formes linéaires symétriques sur F ;

- A"E I'ensemble des r-formes extérieures sur F.

Ce sont des espaces vectoriels réels. On peut remarquer que pour » = 0 ou r = 1,
L'E =8"E =A'E. Pour r > n+ 1, U'espace A"E est réduit a {0}.
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Le groupe &, agit sur L"E de la maniere suivante : pour g € L'E et 0 € G,,
og € L"E est défini par

(0g) (1, 2) = g (To(1)s - Tor)) -

L’espace 8" E n’est alors rien d’autre que I’ensemble des éléments invariants par cette
action. On définit deux applications S : L"F — S"EF et A: LTE — A"E par

1 1
S(g)=— D o9 et Alg)=— > 09

C €GB, €S

appelées respectivement symétrisation et antisymétrisation.

Parmi les espaces que nous venons d’introduire, deux nous intéresseront plus particu-
lieremrent par la suite (dans le cas réel) :

S%2E et A*E:@AT.
r=0

Le premier pour les métriques riemanniennes et le second pour les formes différentielles.
Nous nous limiterons donc a ces espaces.

1.2. L’algebre extérieure A*E

Soient « € A"E et § € A*FE deux formes extérieures sur E de degrés respectifs r et s.
On définit une forme extérieure a A 3 € A" E par

1
(O[ A ﬁ)(m17 cee 7xr+s> - m Z Egl (xa(l)u cee 71.(7(7‘)) ﬂ (xa(r—i—l)a oo 7xa(’r+s))
UEGT+S
pour tout (x1,--,z.15) € E"T5. On vérifie que cette multiplication est associative et

anti-commutative 7.e. on a

aN(BAY)=(anB)Ay

aNf=(-1)"BANa Yac A"E, V3ec A°E.

On voit que a A a = 0 si « est de degré impair. L’ensemble A* E muni de la multiplication
ainsi définie est 1’algébre extérieure sur E.

Soient £ = (ey,- -, e,) une base de E et (e!,...,e") la base duale. Alors la collection
de r-formes {eil A A ei’“}, avec 1 <iy <...< 1, <n,est une base de A"F ; donc A"F
est de dimension C], = #LT), Toute r-forme extérieure o sur £ s’écrit alors
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o= g Q€PN NET
1<i1<...<ip<n
ou les v, .. ;, sont des nombres réels. L’espace A" E est de dimension 1 et est engendré par

la n-forme e' A...Ae" appelée forme volume de E ; elle se transforme sous le changement
de base (e!,...,e") = P(e'",...,e"™) en la n-forme (det P)(e/* A ... Ae™).

Soient v et w deux formes volumes sur E i.e. v et w sont deux éléments non nuls
de A™E ; alors il existe A € R* tel que w = \v (A" FE est de dimension 1). On dira que
v et w sont équivalentes si A > 0. Une orientation de E est alors la donnée d’une classe
d’équivalence pour cette relation.

1.3. Produit intérieur

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Pour tout vecteur x € E on définit
une application linéaire i, : &« € A"E — i,a € A"~ ' E en posant

(I.1) iy, 1) = (X, 21, ... Tpq)

pour tout systéme de vecteurs (x1,--,z,_1) de E. Cette application vérifie les propriétés
qui suivent :
1) loty = ix + 1y ;
ii) Z')\m = )\’Lm y
iii) iz 014y = 0.
L’opérateur i, est appelé produit intérieur par x sur 'algebre extérieure A*E. C’est
une dérivation sur cette algebre i.e. on a, pour toute r-forme « et toute s-forme g3,

iz(aNB)=tiza NG+ (—1)"aNif.

Si (e1,...,e,) est une base de E et (e!,... e") la base duale associée alors on a

ie,e/ = 6! pour tous i,j = 1,...,n. (& est le symbole de Kronecker qui est 1 sii=jet 0
sinon.)

1.4. Produit scalaire

Soit g une forme bilinéaire symétrique sur E. L’application @) : E — K définie par
Q(x) = g(z,x) est appelée forme quadratique associée a g. On dira que g (ou que Q) est
non dégénérée si

(g(fr,y) —0, VyEE) E—_—

On dira que g (ou que Q) est définie positive si Q(zx) > 0, pour tout vecteur non nul
x de E. Evidemment, si g est définie positive, elle est non dégénérée.
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Une forme bilinéaire g symétrique définie positive sur E est appelée produit scalaire
sur /. L’application

(12) | lliee B — |zl = VQ@) € Ry

est alors une norme sur E. Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonauz si g(x,y) = 0.
Soit (e1,...,e,) une base de E et posons

gij = g(ei,e;) pouri,j=1,... n.

Il est alors clair que, une fois qu’on fixe la base (eq, ..., e,), g est compléetement déterminée
par la matrice (g;;). Cette matrice est bien entendu symétrique et définie positive.

On dira que (eq,...,e,) est orthonormée si g;; = 53 pour 4,5 = 1,...,n. Il existe
toujours une base orthonormée : il suffit d’en considérer une quelconque et lui appliquer
le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

2. Formes hermitiennes
Dans toute cette section nous supposerons que F est un espace vectoriel complexe.

2.1. Les formes de type (p,q)

Notons F' I’ensemble des 1-formes complexes R-linéaires i.e. les applications F J.c
qui vérifient :
) f(z+2) = f(2) + S(2),
i) f(Az) = Af(z) pour tout A € R.

Soient F'19 ’ensemble des formes C-linéaires sur F et FO! celui des formes anti-linéaires
i.e. les applications f” : E — vérifiant
V) (4 2) = )+ 1)
i) f"(A\z) = Af"(2) pout tout A € C.

La derniere condition peut étre remplacée par f(iz) = —if(z). Alors F'1° et F°! sont
deux sous-espaces vectoriels complexes de dimension n. Il est évident que F1°NF = {0}.
D’autre part si f € F les éléments [’ et [ définis par

f(z) —if(iz) f(z) +if(iz)
fley = T o gy = TELTEE
appartiennent repectivement & F''0 et FO! et vérifient
f — f/ + f//
Autrement dit F est somme directe de F'' et FO'. Les espaces F''° et F! sont bien
entendu anti-isomorphes via I'application f’ € F'© — f” = f/ € FOl Si (e!,...,e") est
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une base de I'espace vectoriel complexe F19, son image (€!,...,&") par cette application

1 n

est une base de F°! et par suite (e!,...,e",€',...,€") est une base de F. On dira alors

que 'espace F' est le complexifi¢ de ¥ en tant qu’espace vectoriel réel ; on le note £ ® C.

Il est clair que toute r-forme extérieure o sur E s’écrit

o= E aP?

pt+q=r

ou aP? est la r-forme extérieure

pq _ R 31 % =J1 =J
« —E iy .. ipjr...5q € N...Ne?P NeP Ao Nelq.

Les v, ...i,j, ...5, sont des nombres complexes et la sommation est étendue a tous les p-indices
(i1,...,1p) et g-indices (j1,...,jq) vériflant 1 < i3 < ... <ip, <netl1l<j; <...<j, <n.
On dira que aP? est une r-forme de type (p, q) sur E (ou la composante de type (p,q) de «).
L’ensemble des r-formes extérieures de type (p, q) sur E est un espace vectoriel complexe.
Il sera noté APIE.

Pour p,q € N, on notera m,, : A"E — AP9E la projection qui a toute r-forme associe
sa composante de type (p,q).

On dira qu'un opérateur T : A"F — A"F est réel si pour tout o € A"F il vérifie
T(@) = T(a). Par exemple m,, est réel pour tout p € N. L’espace AE = A’E est
engendré par 1 et A" E = A?"F est engendré par I’élément réel

(1.3) 0= (%)n(el/\él)/\.../\(en/\én)

k

qui est encore égal (si on pose " = u® 4 v* ot ¥ et v sont respectivement la partie

réelle et la partie imaginaire de e* avec k =1,...,n) &
(u' AvY) ALA (U AT
On peut facilement vérifier qu’on a aussi
Q=i"2" (" A A A (S AL AEY).

Si (e’l, ..., €M) est une autre base de F'0 telle que (e!,...,e") = P(e’l, ..., e alors Q2

se transforme en

(L.4) Q' = (det P)(det P)Q.
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Comme (det P)(det P) > 0, le signe de  ne dépend pas du choix de la base (e!,...,e") ;
() définit donc une orientation de I’espace vectoriel réel E. Dans toute la suite, on choisira
sur F/ 'orientation pour laquelle la 2n-forme réelle 2 est positive.

2.2. Formes hermitiennes

Une forme sesquilinéaire h sur E est une application h : E x E — C telle que la
premiere application partielle h(.,z") est C-linéaire et la deuxiéme application partielle
h(z,.) est anti-linéaire i.e. elle vérifie

1) h(z, 21 + 25) = h(z, 1) + h(z, 25),
ii) h(z,A\2') = Ah(z, 2).

On dira qu’une forme sesquilinéaire h sur E est hermitienne si on a

hz,2") = h(#, 2)
pour tous z,z’ € E ; ou encore si la forme quadratique associée Q(z) = h(z, z) est réelle.
Toute forme hermitienne h sur E peut s’écrire
h(z,2') = S(z,2") +i1A(z,2")

ou S et A sont des formes R-bilinéaires. Il n’est pas difficile de voir que S est symétrique,
que A est alternée, qu’on a

S(z,2') = —A(iz,2') = A(z,i2") et A(z,2') = —8(iz,2") = S(z,i2")

et que S et A sont invariantes par ’automorphisme complexe J de E qui a z associe
J(z) =iz i.e. pour tout z € E on a

S(iz,i2") = S(z,2") et A(iz,iz") = A(z,2').

Soient ¢ et 1 deux formes linéaires sur E ; on appelle produit tensoriel de ¢ par ¢ la
2-forme ¢ ® 1 définie par

@ P(z,2") = p(2)Y(2).

Avec cette définition et si on considere une base (e!,...,e" €', ... &"), la forme hermiti-
enne h s’écrit
(L5) h=> hue" @e
k.t
oil hyy sont des nombres complexes vérifiant hye = hyy 4.e. la matrice (hye), k, £ =1,...,n

est hermitienne. Il est aisé de voir que la partie alternée A de h est
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— i k A =2
(16) A——E;hwe NE".

On dira que h est définie positive si h(z,z) > 0 pour tout z non nul. Dans ce cas la
2-forme réelle symétrique S est définie positive. On dira alors que (E,h) est un espace
hermaitien.

3. Opérateurs associés a une structure hermitienne

Soient E un espace vectoriel réel de dimension n et (ep,...,e,) une base de E. Si g
est un produit scalaire sur F pour lequel (eq,...,e,) est orthonormée alors, pour tout
r € {1,...,n}, on peut définir sur A"F un produit scalaire (, ) : il suffit de décréter que

la base {e* A...Ae"} (on 1 <i; <...<i.<n) est orthonormée. Si alors

o= g Qi €A NeET
1<i1<...<ip<n

ﬁ: Z ﬁjlmjrejl/\.../\ej’“

1<ii<.<gr<n

on pose

(a, B) = Z Gy iy By

ou la sommation est étendue a tous les multi-indices (i1, ...,4,) et (j1,...,jr). Comme la
base {e'* A...Ae'} est orthonormée ; les seuls termes non nuls de cette somme sont ceux

pour lesquels (i1,...,i.) = (J1,-..,Jr) i.e.

(L.7) (o, 8) = Z iy i Biy i

1<ir1 <...<ip<n

Pour tout (i1, ---,%,) dans {1,---,n} notons (j1,- -, jn—r) le multi-indice complémentaire
et €, la signature de la permutation o qui a (1,---,n) associe (i1, --,7, 1, Jn—r)-

3.1. Définition. L’application * : A"E — A"""E définie sur la base {e" A ... A e}
par x(e A ... Ae'r) = g (et A ... ANelnr) on e est la signature de la permutation
(41, yiryJ1y -« -y Jn—r) €st apelée opérateur de Hodge sur l’algébre extérieure A*E.

On vérifie facilement que, pour tous «, 3 € A"E, on a a A x3 = (a, )2 ou Q =
e A...Ae". Un calcul simple montre que la définition de I'opérateur * ne dépend pas de
la base choisie mais seulement du produit scalaire g sur E et que * est un isomorphisme
de A"E sur A" E ayant pour inverse
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(18) 1 — (_1>r(n—r) % .

Supposons maintenant que ’espace vectoriel E est complexe et muni d’une forme
hermitienne définie positive h = S +iA ou S et A sont respectivement la forme bilinéaire
réelle définie positive et la 2-forme extérieure associées. On pose w = —A ; c’est une forme
réelle de type (1,1). Supposons que la base (e, ..., e") de A°F soit choisie de telle sorte

que hyp = 6£ i.e.

h = iek ®e".
k=1

Si on pose eF = u* + iv* alors

(1.9) h = (uk @uf +v* ® vk) —1 (uk A vk)

k=1 k=1
1.€.

n n

S = (uk®uk+vk®vk) et w:Zuk/\vk.
k=1 k=1
Ce qui donne
Q=w"=n!Q

ot @ = (ut Avt) AL A (u™ Av™) est une forme volume sur P'espace réel sous-jacent & E.
Sur le sous-espace
NP =EAF
‘a
des éléments réels de A*F, on a l'opérateur * : A"Fy — A?"""F, qu’on vient de définir
précédemment ; il s’étend par linéarité complexe en un opérateur * : A"F —s A2"""F.
3.2. Proposition. Pour tous p,q € {0,...,n}, * vérifie : * 0 Mpg = Tp_qn—p O *.

La démonstration de cette relation n’est pas trop compliquée mais un peu lourde a
mener ; si le lecteur désire en avoir une tout de méme il peut consulter [Wei] page 19.
Faisons par exemple le calcul dans C muni de la forme hermitienne h = e ® € de partie
réelle S = u ® u+ v ® v et de partie alternée A = —u A v. On sait que

*u=1v et * U = —u,
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et par suite
ke = *x(u+iv) = v —iu = —ie et xe=x(u—iv) =v+ iu = ie.

On voit donc, a partir de cet exemple simple, que 'opérateur * transforme une r-forme
de type (p,q) en une r-forme de type (n — q,n — p).

Si o, € APIF, a A %3 est de la forme (o, 3)Q ot1 {, ) est un nombre complexe. Il
est facile de voir que I'application

(I1.10) (,):(a,B) € (APIF)? — (a,B) € C

est en fait une forme hermitienne définie positive sur APYF i.e. APYF muni de (, ) est un
espace hermitien.

3.3. L’opérateur L et son adjoint

On définit 'opérateur L : AF — AF par La = w A «. Il est de degré 2, c’est-a-dire
qu’il envoie A"F dans A"T2F. Comme w est réelle de type (1,1), L est réel et de bidegré
(1,1) i.e. il vérifie

(I.11) Lomyy =mpt1,q+1 0 L.

L’image par L de APYF est donc contenue dans APTLIt1F,

Pour p,q € {0,...,n} posons L* =« 1Lx. Alors L* est l’adjoint de L pour le produit
hermitien { , ) défini en (1.10). En effet si o € APIF et 3 € APTL9HLF on a

(La, BYQ = w A a A *f3.

Comme w est de degré 2 on a w A a=aAw. D’ou

(La, BYQ = a Aw A 3
= a A L(x3)
= aAx* 1 L(xf)
=aAx(x"1Lx B).

Mais les opérateurs *, *~! et L sont réels ; donc
AN By ey}
Par suite
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(La, 3)Q = a A x(x—1L  3)
=aAxL*(
c’est-a-dire (Lo, B) = (a, L*3). Ce qui montre bien que L* est I’adjoint de L. O

4. Effet d’une application linéaire

Dans cette section, nous étudierons 'effet d’une application linéaire sur certains des objets
géométriques que nous venons de définir.

4.1. Cas réel

Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimensions respectives n et m. On se
donne une application linéaire ¢ : E — F'.

Il est connu que ¢ induit une application linéaire ¢* : F* — E* appelée habituelle-
ment transposée de ¢ définie par ¢*(g)(z) = g(v(z)). Cette définition s’étend de la méme
manieére aux r-formes linéaires : si o est une r-forme sur F, o*(«) est une r-forme sur £
définie par

pr(a)(ay, - 2) = alp(rr), -, o).

On vérifie facilement que si « est symétrique (resp. alternée), il en est de méme pour
©*(a). On a donc défini deux applications linéaires :

e :S"F — S"FE et ¢*:AN"F — A"E.

On dira que ¢*(«) est I'image réciprogue de o par . On a de fagon évidente les propriétés
suivantes :

—si E = F et ¢ est 'identité de E alors ¢* est Iidentité de A"(E) ;

~ pour toute suite E —- F Y, Gona (Yop) =" orh*;

— de ce qui précede on déduit que si ¢ est un isomorphisme alors ¢* est un isomor-
phisme et (¢™1)" = (¢*) 7" ;

— si  est un isomorphisme alors ¢* : S?F — S2FE est un isomorphisme. Toute
struture euclidienne sur F' (resp. sur E) peut étre alors transportée a F (resp. a F) a
I'aide de ¢ (resp. ¢ 1) ;

—pour « € A"F et f € A°F on a *(a A B) = p*(a) A o*(0).

Soient (ey,---,e,) une base de E et (f1, -, f,n) une base de F' ; notons, comme

habituellement, (e!,---,e") et (f1,---, f™) les bases duales associées. Supposons que,
relativement a ces bases, la matrice de ¢ soit

¢1 or
e o
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Nous allons voir comment s’écrivent les images réciproques dans les bases duales. Nous
nous restreindrons aux r-formes alternées ; c’est presque le seul cas qui nous intéressera
par la suite. On vérifie facilement que, pour tout ¢ =1,---,m, on a

P (F1) = D wke”.
k=1

Nous ferons le calcul pour » = 2 ; pour r > 3, il est indigeste, nous nous contenterons de
donner la formule.
Prenons a = f* A f7 et calculons ¢*(a). On a

e (f'Af) =

=3 (whel — el ) e net
k<t

=Y A (p)e" Aet
k<t

ol le nombre Ag’e(go) est le déterminant de la matrice carrée d’ordre 2 (extraite de celle de

) o
49
Pr 1
De facon générale, considérons la r-forme alternée o = f* A --- A fi. On a la formule
(L12) Pr(a) =) ARG (p)e A At

ou la sommation porte sur tous les (ki,---, k) telsque 1 < ky < --- <k, < n et le nombre
A;Cll'_',',z,; () est le déterminant de la matrice carrée

i1 21
gpkl o e gokr
i i
Spkl [P C‘Dkr

4.2. Cas complexe

Soient F et F' deux espaces vectoriels complexes de dimensions respectives n et m.
On se donne une application linéaire ¢ : F — F. Alors E et F sont a fortiori des
espaces vectoriels réels et ’application ¢ est R-linéaire ; toutes les propriétés de ¢* que
nous avons décrites dans le cas réel marchent encore dans le cas complexe. Nous allons
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énoncer quelques propriétés supplémentaires (liées a la C-linéarité) que nous utiliserons
peut-étre.

—Sia € APIF, o*(«) € AP1E autrement dit 'application ¢* : A*F — A*E commute
aux projections mpq : A*F — APIF et mp, : A*E — APIE.

—Si h = S+ iA est forme hermitienne, ¢*(h) est aussi une forme hermitienne et
©*(h) = ¢*(5) + 19" (A).

— Si ¢ est un isomorphisme, toute struture hermitienne sur F' (resp. sur E) peut étre
transportée & E (resp. & F) a I'aide de ¢ (resp. ¢ 1).

5. Groupes classiques

Ce sont des groupes de transformations linéaires ou affines d’un espace vectoriel F réel
ou complexe qui préservent en plus une structure géométrique (forme volume, produit
scalaire, produit hermitien, forme symlectique etc.).

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K (R ou C). On
notera L(E, F') 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F'. Lorsque F = K,
L(E,K) n’est rien d’autre que le dual de E qu’on notera E*. Si E et F' sont normés

respectivement par || ||g et || ||r, alors L(E, F') est normé par
lelll = sup [lo(u)||r-
lullz<1

Soit ¢ € L(E,F) ; on désigne par ¢* : F* — E* sa transposée. On rappelle que
el = |ll¢*|]| et si ¢ est un isomorphisme, il en est de méme de ¢*. Dorénavant £ = F
qu’on identifiera a K™ (a I’aide d’une base de E'). La norme || || sera supposée associée a un
produit scalaire ou hermitien (, ). La loi de composition interne entre les transformations
de F sera toujours la composition des applications.

5.1. Groupe linéaire
On supposera d’abord E réel. L’ensemble des automorphismes linéaires de E est un
groupe noté GL(n,R) qu’on appelle groupe linéaire de E. Comme
GL(n,R) ={g € L(E,FE) : det g # 0}

et que la fonction déterminant det : L(F, E) — R est continue, GL(n,R) est un ouvert
de L(E,E). Pour n =1, GL(1,R) = R*.

Fixons une orientation de E a ’aide d’une forme volume v (& un facteur positif pres).
Soit g € GL(n,R) ; v se transforme par g en w = (det g)v. La transformation g préserve
donc l'orientation si, et seulement si, det g > 0. L’ensemble de telles transformations est
un sous-groupe GL, (n,R) de GL(n,R). En fait GL(n,R) est un groupe ouvert ayant deux
composantes connexes dont GL (n,R) est celle qui contient 'identité I de E.

16



Si E est complexe, I'ensemble GL(n,C) des automorphismes linéaires complexes de
E est un groupe appelé groupe linéaire complexe de E. Mais E peut étre considéré aussi
comme un espace vectoriel réel de dimension 2n (on oublie la structure complexe) ; on a
alors un homomorphisme canonique injectif

GL(n,C) — GL(2n,R)
donnée par I'application qui a un nombre complexe a + b associe la matrice carrée réelle

—b a
cette injection est dans GLy (2n, R) (un automorphisme complexe de C" préserve toujours

a b . . . L . .
( ) Si on se fixe une orientation sur ’espace vectoriel réel sous-jacent, I'image de

l'orientation donnée).
5.2. Groupe affine

Une application g : E — FE est dite affine si elle est de la forme gr = Ax + a ou
A€ L(E,E) et a € E; A est la partie linéaire de g. Elle est bijective si, et seulemnt si, A
I’est ; dans ce cas, on dira que g est une transformation affine de E. Les transformations
affines de E forment un groupe noté Aff(E) appelé groupe affine de E (réel ou complexe
suivant que K = R ou C). Il s’identifie & K" x GL(n,K) muni de la multiplication

(a, A)(b, B) = (Ab + a, AB).

Le groupe Aff(E) est alors le produit semi-direct de K" par GL(n,K), ce dernier agissant
sur K" par automorphismes K-linéaires. Soient

jra€eK"— (a,1) € Aff(E) et 7: (a,A) € Aff(F) — A € GL(n,K)

respectivement l'inclusion de K" dans Aff(E) et la projection de ce dernier sur GL(n, K).
Alors la suite
0 — K" < Afi(E) - GL(n,K) — {I}

est exacte. L’application o : A € GL(n,K) — (0,A4) € Aff(E) est un morphisme de
groupes et est une section de 7 i.e. ™o o =identité.

5.3. Groupe spécial linéaire (ou groupe modulaire)

On regarde E comme espace vectoriel réel et on se donne une forme volume v sur E.
Alors la transformation linéaire g € GL(FE) préserve v i.e. g*v = v si, et seulement si,
det g = 1. Une telle transformation est dite modulaire. L’ensemble de ces transformations
est un sous-groupe de GL (n,R) appelé groupe spécial linéaire ou groupe modulaire ; on

le note SL(n, R).

De méme, si E est complexe le groupe modulaire complexe de F sera par définition
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SL(n,C) = {g € GL(n,C) : det g = 1}.

On a une injection canonique SL(n,C) — SL(2n,R) induite par celle de GL(n,C) dans
GL(2n,R).

5.4. Groupes orthogonaux

Supposons E réel muni d’un produit scalaire ( , ). On dira que g € L(E, E) est orthog-
onale si, pour tous z,y € E, on a (¢(z),g(y)) = (z,y) ou de maniere équivalente si g*g =
g9* =1 (g* dénote I’adjointe de g i.e. g* est définie par la relation (g(x),y) = (z,9*(y))).
Une application orthogonale est toujours bijective. L’ensemble des transformations orthog-
onales forment un groupe noté O(n) et appelé groupe orthogonal. 11 a deux composantes
connexes ; celle qui contient I'identité notée SO(n) est appelée groupe orthogonal spécial.
Il est caractérisé par

SO(n) ={g € O(n) : detg = 1} = O(n) N SL(n, R).

On a les inclusions SO(n) C SL(n,R) C GL4(n,R).
Par exemple on peut vérifier facilement qu’en prenant E = R? muni du produit scalaire
usuel (z,y) = z1y1 + x2y2, tout élément de SO(2) est défini par une matrice du type

< cosf sinf

—sind cosH) avec 0 €R.

Supposons maintenant £ = R"™ muni de la forme quadratique non dégénérée Q(z) =
4., '"HUZ —x12,+1 —.. .—x§+q (avec p4+q = n). L’ensemble des applications linéaires g qui
préservent cette forme quadratique @ (i.e. qui vérifient Q(gx) = Q(x) pour tout = € E), est
un groupe noté O(p,q). Soient E et F_ les sous-espaces de E engendrés respectivement
par (e1,...,ep) et (ep+1,...,ey). Alors @ induit sur £ et E_ deux formes quadratiques
Q+ = Qp, et Q- = —Q p_ définies positives. Soient g, et g deux transformations
orthogonales respectivement de E; et E_ ; elles définissent la transformation g : £ =
E,FE. — EL®FE_par g(xy,2_) = (9+(x4+),9-(z_)) qui est orthogonale pour le
produit scalaire associé & la forme quadratique définie positive Q' = Q4+ & Q_. On a donc
une inclusion O(p) x O(q) < O(p, q). On pose par définition

SO(p,q) = SL(n,R) N O(p, q)-

On a bien sur O(n,0) = O(n) et SO(n,0) = SO(n). A titre d’exemple, on peut voir
facilement que le groupe SO(1,1) est isomorphe a celui des matrices carrées 2 x 2 de la
forme

chf shé
shf@ cho

) avec HeR
ou ch 6 et sh 6 sont respectivement le cosinus et le sinus hyperboliques de 6.
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De la méme maniere supposons £ = C" muni de la forme quadratique non dégénérée

Q(Z) =2121+...+ szp — Zp_|_1§p+1 — ... Zp—i—qu—l—q-
(1) g=0

Dans ce cas ) est associée a un produit hermitien ( , ). Rappelons qu’on dit que g
est unitaire si, pour tous z,w € E, on a (g(2),g(w)) = (z,w) ou de fagon équivalente, si
99" = g*g = I. L’ensemble des applications unitaires est un groupe noté U(n) et appelé
groupe unitaire ; il contient le groupe unitaire spécial

SU(n) ={g € U(n) : detg = 1}.

(2) ¢>0

On définit, comme dans le cas réel, le groupe U(p, q) des transformations linéaires de
FE qui préservent la forme quadratique () ainsi que son sous-groupe

SU(p,q) ={g € U(p,q) : det g =1}.

On a bien sur
U(p) x U(q) c U(n) et SU(p) x SU(q) C SU(n).

5.5. Groupe symplectique

Soient E un espace vectoriel réel et w une forme bilinéaire sur E. On dira que w est
une forme symlectique si elle est alternée et non dégénérée. Dans ce cas l’espace F est
nécessairement de dimension paire 2n (cf. [God]).

Un espace symplectique est un espace vectoriel réel E munie d’une forme symlectique
w ; on le notera (E,w).

Soient E un espace vectoriel réel, E* son dual et w une forme bilinéaire sur E ; on
a une application linéaire # : E — E* associant a tout x € E la 1-forme i,w (produit
intérieur de w par x). Alors les assertions suivantes sont équivalentes
i) w est une forme symplectique ;
ii) w™ (produit extérieur n fois de w) est une forme volume sur F ;
iii) # est un isomorphisme.
Sur un espace symplectique (F,w) de dimension 2n, il existe toujours une base de

1 .2 2n—1 _2n
,e*")

1-formes (e*,e*,... e telle que w s’écrive

w=eNe2+ -+ e A,
Dans une telle base, la matrice J = w(e’, e?) de w est du type
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-1 0

0 0
S 0 1
0O -~ 0 =10

Soient (F,w) un espace symplectique de dimension 2n, F' un espace vectoriel de di-
mension 2n et ¢ : F' — E un isomorphisme linéaire ; alors 2 = ¢*(w) est une forme
symplectique sur F' (rappelons que 2 est définie par Q(z,y) = w(e(z), ¢(y))). On dira que
Q est la structure symplectique induite par .

Soient (E,w) et (F,Q) deux espaces symplectiques et ¢ : ' — FE ; on dira que
@ est symplectique ou que c’est un symplectomorphisme si p*(w) = Q ; dans ce cas, ¢
est nécessairement un isomorphisme linéaire. Si F = F et w = () on dira que ¢ est un
automorphisme symplectique ; 'ensemble de tels automorphismes forment un groupe noté
Sp(E,w). Pour E = R*" avec la forme symplectique standard

w=e'Ne2+ ...+ A,

ce groupe sera noté Sp(n, R) et appelé groupe symplectique réel en dimension 2n. Pour n =
1, la forme symplectique standard s’écrit w = e' A e? ; les automorphismes symplectiques
sont donc les éléments de GL(2, R) qui préservent le volume ; on a donc Sp(1,R) =SL(2,R).

On peut définir de fagon analogue les groupes symplectiques complexes. Ce travail de
curiosité est laissé au lecteur.
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CHAPITRE I

Variétés réelles et complexes

L’existence de coordonnées globale dans les espaces numériques R" et C" les met au premier
plan des objets de I’Analyse et de la Géométrie. Bien que cette propriété soit spécifique
a ces espaces topologiques beaucoup d’autres se comportent localement comme R" ou C"
; on les appelle variétés. L’objet de ce chapitre est d’en donner la définition, de décrire
certaines de leurs propriétés et les divers objets qui leur sont rattachés.

1. Variétés différentiables

Dans tout ce paragraphe M sera un espace topologique paracompact i.e. M est séparé
et tel que tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert plus fin et localement

fini.

1.1. Définition. On dira que M est une variété topologique de dimension n € N si
tout point x € M posséde un voisinage ouvert U homéomorphe a R" i.e. il existe une

1

application bijective ¢ : R" — U telle que @ et son inverse ¢~ soient continues.

Pour connaitre un point x de U, il suffit donc de connaitre les coordonnées (x1, ..., z,)
dans R™ de son image réciproque ¢ ~'(x). Pour cette raison on dira que U est un ouvert
de coordonnées locales de M au voisinage de z. La paire (U, ) est appelée carte locale
et (x1,...,2,) = ¢~ 1(z) seront les coordonnées de x. Si (U, ) et (V,1) sont deux cartes
locales telles que l'intersection U N V' soit non vide alors un point z € U NV sera repéré
par ses coordonnées (1, ...,x,) dans U et ses coordonnées (z'1,...,2,,) dans V. Comme
le diagramme

el (UNV) L& UNnV
l I
b UNV) S oUunv

est commutatif on doit avoir

(I1.1) (2'1, ..., 2" =Y L op(xy,. .. x,).

L’application ¢~ o o est appelée changement de coordonnées de la carte (U, ¢) & la
carte (V,1). Souvent on a besoin d’une certaine régularité de cette application ; ce qui
nous amene a définir la notion de wvariété différentiable de classe C” ou r € N.

Dorénavant M sera une variété topologique de dimension n.
1.2. Définition. Deux cartes locales (U, ) et (V1) sont dites C"-compatibles si l'une

des conditions suivantes est remplie
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)NV =10,
i) UNV # 0 et =1 o est un difféeomorphisme de classe C" ; ceci a un sens car
cette application est définie sur un ouvert de R" et a valeurs dans R".

Un ensemble de cartes locales (U;, ¢;)icr sur M est appelé C"-atlas si (U;);es est un
recouvrement de M et si deux cartes quelconques (U;, ¢;) et (U;, ¢;) sont C"-compatibles.
Deux C"-atlas (Ui, p;)icr et (Vj,1;) e sont dits équivalents si leur réunion est un C"-atlas
i.e. pour tout i € I et tout j € J, les cartes (U;, ;) et (V},1;) sont C"-compatibles.

1.3. Définition. Une classe d’équivalence de C"-atlas est appelée structure différen-
tiable de classe C" sur M. On dira que M est une variété de classe C".

Pour » = 0, M est une variété topologique (notion qu’on a déja définie). Pour r = oo
on dira que M est une wvariété différentiable. On dira que M est une wvariété analytique
(réelle) ou de classe C¥ si elle admet un atlas (U;, ;)icr tel que les applications gpj_l 0 P;
(pour U; NU; # 0) soient analytiques en tant qu’applications d’un ouvert de R™ & valeurs
dans R".

Il est clair que toute variété analytique est une variété différentiable de classe C" pour
tout r =1,...,00.

Tout ouvert non vide d’une variété C" de dimension n est une variété de classe C"
de dimension n.

Une variété de classe C" (avec r > 1) M est dite orientable si elle peut étre définie a
l'aide d’un atlas (U;, ¢;) pour lequel les C"-difféomorphismes (I.1) préservent I’orientation
de R" : pour z € U; NUj, le déterminant de 'application linéaire d (cpj_l o ;i) (¢; H(z))
est strictement positif.

Dans toute la suite de cette section on ne considérera que les variétés de classe C*
connexes.

1.4. Exemples

Souvent nous ne spécifierons que la maniere d’obtenir les cartes. Le lecteur peut
vérifier lui-méme leur compatibilité. On peut obtenir les exemples de variétés de différentes
manieres. Il est clair que le premier exemple est 'espace R™ lui-méme puisqu’il constiue
le modeéle local.

i) Sous-variéts de RY

Soient N et N’ deux entiers naturels. Une application différentiable RY RN st
dite de rang constant, si le rang de Papplication linéaire d, f : RN — RY / (différentielle de
f au point z) ne dépend pas de z. On dira que f est une immersion si, en tout point x de
M, d, f est injective ; dans ce cas évidemment N < N’. On dira que f est une submersion
si pour tout x € M, d, f est surjective ; dans ce cas N > N’. Supposons N =n+q, N' = ¢
et posons pour tout ¢ € f(RY) :
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S={zeR": f(z)=c)

Si f est de rang constant (en particulier si f est une submersion) on peut montrer,
en utilisant le théoreme des fonctions implicites, que Y est une variété différentiable de
dimension n. On dira que f est une fonction definissant 3.

Beaucoup de variétés sont obtenues de cette maniere ; par exemple la sphere de
dimension n dans R"*! .

n+1
Sn+1:{($1,...,l’n+1>€Rn+l : ZQI)ZZ:]_}
=1

Le cas n = 1 donne le cercle qu’on peut voir aussi comme l’ensemble des nombres
complexes de module 1.

On peut voir d’une autre maniere assez facilement la structure de variété (analytique)
de dimension n sur la sphere S"™. Faisons-le pour n = 2. Considérons le recouvrement
suivant U; = S* — {N} et Uy = S* — {S} ot N et S sont respectivement le péle nord et le
pole sud de la sphere. Alors Papplication ¢ : R? — U; C R® définie par

2x 2x —1 4+ 22+ 22
o1 (21, 73) = ( 1 2 1 2

1423 +23" 1+22 +23" 1423 +23

=l

XoX3

Fig. 1.1

, . 2 . . . ,
est un homéomorphisme de R* sur U;. L’application inverse est donnée par

_ X X
90]_1(X17X27X3): ( s 2 >

1-X3'1— X5
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De méme I'application ¢ : R? — U, donnée par

( ) 2z, 219 1— 2% — 23
x1,%2) =
P21, 22 l+22 423" 1+ 23+ 23" 1+ 2% + 23

. , . . — 2 .
est aussi un homéomorphisme ; l'inverse ¢, 1. Uy — R? a pour expression

X1 X
1+X3'1+X3/)

902_1(X17X27X3> - (

L’application de changement de cartes

oy o1t (UL NU2) =R? = {(0,0)} — R? — {(0,0)} = ¢, " (U1 N Ua)

est définie par

p3 " 01w, T2) e -
1(z1,22) =
2 ’ 22+ 23" 2?2 + 23

qui est clairement analytique réelle ainsi que son inverse. Nous avons donc exhibé ex-

plicitement un atlas analytique de la sphere S2. Les applications gol_l et py L sont appelées
projections steréographiques de poles respectifs N et S.

On appelle sous-variété de dimension n de RY toute partie fermée M telle que, pour

tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x et une application différentiable U R R4
définissant M NU.

En fait toute variété différentiable M de dimension n peut étre considérée comme sous-
variété différentiable de RN pour N suffisamment grand (c’est le théoréme de plongement
de Whitney [Wh] ; le cas analytique est du a Grauert [Gr]).

ii) Produit de variétés

Soient M et N deux variétés différentiables (resp. analytiques) de dimensions re-
spectives n et q. Alors le produit cartésien M x N est une variété différentiable (resp.
analytique) de diemnsion n + ¢. De maniere générale le produit cartésien d’un nombre fini
de variétés différentiables (resp. analytiques) est une variété différentiable (resp. analy-
tique) de dimension la somme des dimensions. Par exemple le produit de n exemplaires
du cercle S! est une variété de dimension n appelée n-tore réel T" = S* x ... x S'. Nous
verrons que T" est une variété sur laquelle on peut mener beaucoup de calculs de maniere
plus aisée que sur d’autres.

iii) L’espace projectif réel

R™*1 — {0} on considere la relation d’équivalence suivante

x ~ y si, et seulement si, il existe A € R non nul tel que y = Axz. L’ensemble quotient

Soit n > 1 un entier. Sur

P"(R) = (R™"" —{0})/ ~
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est appelé espace projectif réel de dimension n. Nous allons montrer qu’il possede une
structure de variété analytique réelle.

Il est évident que P"(R) est ’ensemble {D} des droites D passant par 'origine. Soit
i € {1,...,n 4 1} et notons H; I'hyperplan de R"™! d’équation z; = 1. Alors toute
droite D € P™(R) non parallele & H; peut étre repérée par son point d’intersection P
avec H; qui a pour coordonnées (£1,...,&-1,1,&;,...,&,) ; il est bien entendu déterminé
par sa projection P’ de coordonnées (&1,...,&-1,&,.-.,&,) sur le sous-espace horizontal
H] =R" d’équation z; = 0 (cf. Fig. 11.2).

x=0 p H/'

Fig. IL1

L’ensemble des droites D qui rencontrent H; est un ouvert U; de P"(R). On définit
I'application ¢; ' : U; — R™ par

901_1(D) = (517"'7£i—17£i7"'7£n)-

On peut calculer les coordonnées ¢; *(D) = (£1,...,&-1,&,-..,&,) en fonction de celles
d’un point quelconque (z1,...,x,4+1) de la droite D ; elles sont données par
I Ti—1 Tit1 i 1
51 - _7 A 7€Z_1 - - 761 - Z+ DR 7§n - n+ *

On a donc un systeme de cartes locales (U, ¢;)i=1,...n+1. Vérifions la compatibilité
analytique entre deux cartes (U;, ¢;) et (Uy,@;) avec i # j. Soient x € U; NU;, @; *(z) =
&1y &i21,&, -2, &n) €t goj.’l(:c) = (¢1,---,¢j-1,Gj,- - -, Cpn) avec d'une part

x1 Ti—1 Ti4+1 Tn+1
51:_5"'7572—1: 7575: 7"'7511:
et d’autre part
1 Tj—1 Tjt1 Tn+1
Clz_j"ij*l: ] 7Cj: ‘ 7~"7Cn: e
Lj Lj Lj Lj

Supposons ¢ < j ; alors les relations suivantes sont évidentes a établir
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_ G
( 51 : G
§ic1 = ;—_1
. — Sit1
&=
-1 = g—
§; =3
\ §n1 = szl

Ceci montre que les coordonnées &; dépendent analytiquement des coordonnées (; ;
autrement dit P™(R) posséde une structure de variété analytique réelle.

1.5. Applications différentiables
Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives n et p.

i) Définition. On dira qu’une application f: M — N est différentiable au point
x € M si, pour toute carte locale de M, (U, ) contenant x et toute carte locale (V 1)) de
N contenant f(z) et tout voisinage owvert W de x contenu dans U et tel que f(W) C V,
lapplication
plofopigTH (W) CR" — ¢~ (V) CRP
est différentiable. On dira que f est différentiable, si elle est différentiable en tout point

de M.
En particulier, on dira qu'une fonction f : M — R est différentiable si, pour toute
carte locale (U, ¢), la fonction
fop:p T (U)CR" — U —R

est différentiable. La dérivée partielle de %(x) sera donc par définition

of ,\_0(fop)
ka (l‘) N (9:Ek

Si f est différentiable, bijective et f~! différentiable, on dira que f est un difféo-
morphisme de M sur N. Dans ce cas les variétés M et N ont nécessairement la méme

(o™ (@)

dimension.

On notera C°°(M,N) I'ensemble des applications différentiables de M dans N et
simplement C*°(M) lorsque N = K (K = R ou C) ; ce dernier est une algebre pour la
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multiplication des fonctions. L’ensemble des difféomorphismes d’une variété sur elle-méme
est un groupe (pour la composition des applications) noté Diff(M).

ii) Partition de "unité.

C’est I'un des instruments les plus puissants en Analyse sur les variétés ; il permet de
recoller des objets définis localement en objets globaux.

Soient M une variété et p : M — R ou C une fonction. On appelle support de p et
on note supp(p) 'adhérence de 1’ensemble

{r e M : p(x)#0}.

Soit U = (Uy)y un recouvrement ouvert de M. On dira que U est localement fini si
tout point x € M possede un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini d’ouverts de la
famille . Sur une variété différentiable (paracompacte comme cela a été supposé avant)
un tel recouvrement existe toujours ; on peut méme le choisir dénombrable.

Soit U = (Uy)y un recouvrement localement fini sur M. On appelle partition de ['unité
subordonnée a U une famille de fonctions réelles différentiables positives (p;); telles que

- pour tout @ € I, supp(p;) est contenu dans Uj,

-2ipi =1

iii) Proposition. Tout recouvrement localement fini U = (Uy)ycz admet une partion
de l'unité différentiable (p;)icy-

Par contre il n’existe pas de partition de 'unité analytique : si p; était analytique,
elle serait nulle sur la composante connexe contenant 'ouvert U;— supp(p;).

1.6. Variétés a bord

Notons H" le demi-espace {(z1,---,z,) € R" : z, > 0}. Une variété topologique
a bord est un espace topologique M paracompact dont tout point admet un voisinage
homéomorphe & un ouvert de H". Pour avoir de la régularité, on aura besoin de la définition
suivante. Une application f d’un ouvert V' de H" & valeurs dans R? est dite différentiable
de classe C7 sl existe un ouvert V de R” contenant V et une appliaction fde classe C"
de V dans RY dont la restriction a V est égale a f.

On dira que M est une variété différentiable a bord (de classe C") s’il existe un re-
couvrement ouvert {U;};cr de M et, pour tout i € I, un homéomorphisme ¢, : H" — U;
tels que, pour tous 4, j € I avec U; NU; # (0, le changement de coordonnées

gpj_l 0w (U;NU;) CH" — <,0j_1(Ui NnU;) Cc H"

soit de classe C". C’est donc la méme définition que celle que 'on a donnée pour les
variétés sans bord mais avec un modele local différent (légerement !). On peut montrer
facilement que le bord d’une variété a bord de dimension n est une variété (de méme classe
de différentiabilité) de dimension n—1 ; elle est sans bord et est notée habituellement M.
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Si M est orientée, M hérite d’une orientation canoniue : elle est induite par celle de M
; cette observation est tres importante, elle intervient dans la formule de Stokes que nous
donnerons ultérieurement.

Il existe beaucoup d’exemples de variétés a bord : par exemple les boules fermées dans
les espaces numériques R"™ ou C" : le bord est sphere ; si on enléve une sous-variété N
de codimension 1 d’une variété sans bord, on obtient des variétés a bord dont le bord est
difféomorphe a N.

2. Variétés complexes

Elles se définissent de la méme maniere que les variétés différentiables : la notion de
difféomorphisme entre ouverts de R" sera remplacée par celle d’application biholomorphe
entre ouverts de C". Nous commencerons par rappeler brievement la notion de fonction
holomorphe, d’abord d’une variable complexe, ensuite de plusieurs variables complexes.
Dans toute la suite, C" sera identifié & R*" & laide de I’application

(113) (xlv Yi,- .- Tn, yn) € R2n - ('Tl + 7:ylv coy Tt Zyn) eC".
Soient U ou ouvert de C et ¢ : U — C une fonction de classe C!. Alors la différentielle

de ¢ en un point z quelconque de U est une application R-linéaire dyp, : R? — R? de
matrice

)

o= (50 %0)

ou 1 et o sont les composantes de ¢ i.e. ¢ = 1 + i et 2 =z + iy.

2.1. Définition. On dira que ¢ est holomorphe en z si la différentielle d,p est C-linéaire
(via Uidentification (I1.3) entre R* et C). On dira que @ est holomorphe sur U si elle est
holomorphe en tout point de U.

Si ¢ est holomorphe sur U, les coefficients de la matrice d,p en tout point z € U
vérifient les égalités (dites de conditions de Cauchy-Riemann)

(I1.4) %(z) = %—80;(2) et %—?(z) = —%(z)

On peut aussi écrire

= 8—Spalx—k a—Spaly: a—(pdz+ a—fdz

daip = ox oy 0z 0z

< . 9 9 p
ou les opérateurs 3~ et 5= sont donnés par
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0 _1(0p dy¢ 0 1(0p 0
(IL3) 8z_2<8x Z@y) ot 32_2<8:1:+Z8y ‘

On peut vérifier facilement que ¢ est holomorphe sur U si, et seulement si, la dérivée
partielle g—‘; y est identiquement nulle.

La fonction ¢ : U — C est holomorphe si, et seulement si, elle est analytique sur U
i.e. pour tout point zg € U, il existe un nombre p(zg) > 0 tel que ¢ soit développable en
série entiere sur le disque ouvert de centre zy et de rayon p(zg) i.e.

o0
o(z) = Z an(z — 20) pour |z — 20| < p(20)
n=0
ou les a, sont des constantes complexes.
Soit U un ouvert de C". Notons (21, ..., z,) les coordonnées complexes d’un point z €
U et (x1,Y1,---,Tn,Yn) ses coordonnées réelles ou, pour tout k = 1,...,n, zx = Tk + 1yx.

Pour toute fonction ¢ : U — C de classe C!, on pose

ou
0 1( 0 _ii>
Oz 2 \ Oz, oYk
(IL.6) JA S
5%, — 2 <8mk + Za—yk>

Alors dg = dp+0¢ oll, pour tout point z € U, 9, et 0, sont des 1-formes complexes
R-linéaires sur C". La premiere est C-linéaire et la deuxieme est C-antilinéaire. On dira
que ¢ est holomorphe, pour tout point z € U C C", la 1-forme d, ¢ est C-linéaire i.e. si la
partie antilinéaire 9,¢ est nulle.

2.2. Définition. On dira que ¢ est holomorphe au point z € U C C" si la 1-forme d,¢
est C-linéaire i.e. si la partie antilinéaire 0,¢ est nulle. On dira que ¢ est holomorphe
sur U si elle est holomorphe en chaque point de U.

De maniere analogue au cas d’une variable, une fonction complexe ¢ définie sur un
ouvert U de C", est holomorphe si, et seulement si, elle est analytique sur U i.e. pour tout
z = (z1,...,2n) € U, il existe n nombres réels strictement positifs p1,...,p, tels que ¢
soit développable en série entiere sur le polydisque

D" = {(w1,...w,) €U : |wg —2zk| < pg, k=1,...,n}

c’est-a-dire
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p(w) = Z Chy. ke, (W1 — 21)'“1 oo (wy — zn)k" pour w € D",
K1...kn

Sip = (p1,...,9m) est une fonction définie sur un ouvert U € C" et a valeurs dans
C™ on dira que ¢ est holomorphe sur U si chacune de ses composantes @y, £ = 1,...,m
est holomorphe en tant que fonction définie sur U et a valeurs dans C.

Une application biholomorphe d’un ouvert U de C" sur un ouvert V de C™ est une

1

application bijective ¢ : U — V telle que ¢ et son inverse ¢~ " soient holomorphes. Dans

ce cas, on a nécessairement n = m. On dira que les deux ouverts U et V de C" sont
holomorphiquement équivalents.

On est maintenant en mesure de donner la notion de variété analytique complexe. Soit
M une variété topologique de dimension 2n.

2.3. Définition. On dira que M est une variété analytique complexe de dimension
n si elle admet un atlas (U;, p;)icr o, pour tout i € I, ¢; est un homéomorphisme d’un
ouvert de C" sur U; tel que si Uy N U; # O ’homéomorphisme

Pj 0 Y; (p;l(Ui N U]) cC' — Q0;1(Ui N U]) ccr
soit biholomorphe.

Par définition méme, toute variété analytique complexe est munie naturellement d’une
structure de variété analytique réelle.

Tout ouvert d’une variété analytique complexe (en particulier tout ouvert de C") est
une variété analytique complexe de méme dimension.

2.4. Exemples

Ils seront définis de maniere presque similaire que pour le cas réel. Evidemment le
premier exemple de variété analytique complexe de dimension n est 1’espace C".

i) Sous-variétés de CV

Soient N =n +q et f: CY — C? une application holomorphe telle que ¢ € f(CN).
On pose

M:{ZGCN:f(z):c}.
Supposons qu’en tout point z = (z1,...,2nx) € M, la différentielle

d.f:CN — 1

(qui est une application C-linéaire) soit de rang maximum. Alors la version compleze du
théoréme des fonctions implicites montre que M posséde une structure de variété analytique
compleze de dimension n. On dira que f est une fonction définissant M.
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Contrairement au cas réel, il existe beaucoup de variétés analytiques complexes qui
ne peuvent pas étre obtenues de cette maniere : il n’existe pas de version holomorphe
du théoréme de plongement de Whitney. Par exemple les variétés analytiques complexes
compactes de dimension strictement positive ne peuvent jamais étre plongées (de maniere
holomorphe bien siir) dans un CV.

ii) La spheére S?

Reprenons les notations de 1.4. i). On a deux ouverts

U =S*—{N} et Uy=8*-{S}

et deux applications ¢y : R? — U; C R? et po R? — U, C R® qui, en identifiant R? &
C et en posant z = x1 + ixo, peuvent sécrire sous la forme

gOl(z)z(erz i(Z — 2) —1+zz)

1422 1422 1422
et

@2(z):<z+z i(z — 2) 1—22).

1422 1422 1422

Leurs inverses s’écrivent respectivement

X X
1 1 . 2
1 ( 1,32, 3) 1 )7‘3 7/1 )73
et
X X
1 1 . 2
2 ( 1, 29 3) 1 )r3 Z]_ )73

On pose 11 = 1 ox ou * : C — C est la conjugaison complexe et 12 = @s. Il est
alors facile de vérifier que 'application
it oty 1y (UL NUz) = C* — ¢ (Ui NU2) = C*
s’éerit 7t o hy(z) = 1 et est donc une transformation biholomorphe de C*.

L’atlas (U;,1;),_; o munit donc la sphere S? d’une structure de variété analytique
complexe de dimension 1.

iii) L’espace projectif complexe

Cn+1

De maniere analogue au cas réel, sur — {0} on consideére la relation d’équivalence

z ~w <= 3\ € C" tel que w = Az.
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Le quotient P™(C) de C"™' —{0} par cette relation d’équivalence est appelé espace projectif
complexe de dimension n. On peut montrer, en suivant exactement la démarche entreprise
pour le cas réel, que P™(C) posseéde une structure de variété analytique complexe de
dimension n : il suffit de remplacer tout objet réel par son analogue complexe. Les
changements de cartes sont donnés par les mémes expressions (II.2) qui montrent qu’ils
sont biholomorphes.

2.5. Applications holomorphes
Soient M et N deux variétés analytiques complexes de dimensions respectives n et q.

On dira qu’une application f : M — N est holomorphe au point z € M si, pour
toute carte locale de M, (U, ) contenant z et toute carte locale (V,1)) de N contenant f(z)
et tout voisinage ouvert W de z contenu dans U et tel que f(W) C V', Uapplication

Y lofop:ie Y (W)CC" — ¢ (V) CCO

est holomorphe au point ~1(z). On dira que f est holomorphe si elle est holomorphe
en tout point de M .

Une fonction f : M — C est dite holomorphe si pour toute carte locale (U, ) la
fonction

fop:p Y (U)cC" —U-—C
est holomorphe au sens de la définition 2.2.

Si f est holomorphe, bijective et f~! holomorphe on dira que f est un biholomorphisme
de M sur N. Dans ce cas les variétés M et N ont nécessairement la méme dimension.

On notera H(M,N) 'ensemble des applications holomorphes de M dans N et sim-
plement H(M) lorsque N = C ; ce dernier est une algeébre pour la multiplication des
fonctions. L’ensemble des biholomorphismes (ou automorphismes) d’une variété analy-
tique complexe est un groupe (pour la composition des applications) noté Aut(M) ; c’est
bien siir un sous-groupe de Diff(M).

Une variété différentiable ou analytique complexe est dite connexre, compacte etc. si
elle est connexe, compacte etc. en tant quespace topologique. Par exemple S?, P™ (R) et
P™(C) sont des variétés connexes compactes. Nous donnerons par la suite un procédé de
construction permettant de diversifier les exemples de variétés différentiables et analytiques
complexes.

3. Espaces tangents

Nous traiterons d’abord le cas réel. Soient M une variété différentiable et (U;, ¢;)icr un
atlas définissant M. On a vu qu’une fonction f : M — R est différentiable si, pour tout
1 € I, la fonction
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fogpi:go_l(Ui)CR”—>Ui—>R

est différentiable et que la dérivée partielle %(m) est donnée par

O () = XL29) (o1 )

8l‘k (%k ’ ’
Pour tout k = 1,...,n, on obtient donc un opérateur aa_mk qui a toute fonction différentiable
f sur U; associe la fonction ;Tf;. En chaque point x € U;, les opérateurs aa—xl(:v), ceey %(:1:)
sont linéairement indépendants. Si (Uj, ¢;) est une autre carte locale de systeme de coor-
donnés (z,...,x}) un point = € U; N U, est repéré par ses coordonnées (x1,...,x,) dans
U; et ses coordonnées (z},...,z) dans U; et on a

(2}, ..,20) = @ij(x1,...,2p)
avec Q;; = gpj_l o ;. Il est alors facile de montrer que, pour tout k =1,...,n, on a

0 " oz 0
I1.7 — () = L (z)—(x
(1.7 5ar () = 2 ot (#)57(@
=1

En tout point x € M les opérateurs %(x), ey %(x) engendrent donc sur R un espace

vectoriel de dimension n indépendant de la carte choisie (U;, ¢;) pour le définir.

3.1. Définition. On appelle espace tangent o M en x, l’espace vectoriel T,M engendré
par les opérateurs a%l(x), ceey %(x) a laide d’une carte quelconque (Uy, @;).

Pour les variétés qui sont plongées dans un espace euclidien RY, on peut percevoir de
maniere tres concrete la notion d’espace tangent.

3.2. Courbe I' dans R?

La notion d’espace tangent étant purement locale on peut supposer qu’au voisinage
d’un point a € I' de coordonnées (a1, az) la courbe est définie par une équation explicite
du type z3 = f(x1) ou f est une fonction de classe C* sur |a; — €,a1 + €[ avec € > 0.
L’espace tangent & la courbe I' au point a n’est rien d’autre que la droite affine de R?
d’équation cartésienne xo — as = f’(a1)(x1 — a1) qui peut encore s’écrire, si on pose
F(xy,29) = f(z1) — 22 :

@Ewmm—wﬁ+§gwﬂm—aﬁ:0
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Droite tangente

Courbe

Fig. 1.3
3.3. Sous-variétés de codimension 1

Si M est une sous-variété de RY définie localement sur un ouvert U ¢ RY par une
équation du type

F($1,...,$N)=O

ou F: U — R est C*, alors I'espace tangent & M au point a = (aq,...,ay) est le noyau
de la forme affine sur RY

X
)= 2 -
k_a k k
N -

Par exemple la sphere SV~ de RY est définie par I’équation

N
F(zy,...,an)=1-) z; =0
k=1

et a pour espace tangent au point a = (\/LN’ e \/LN) I'hyperplan affine de RY d’équation
N
S o= VA
k=1

Soit maintenant h une application différentiable d’une variété M de dimension n dans
une variété N de dimension ¢q. On supposera que M et N sont définies par les atlas
respectifs (U, ¢;)ier et (Vj,1;)jes et, pour ne pas alourdir les notations, on fera comme
si les ouverts de coordonnées U; et V; étaient en fait les espaces euclidiens R™ et RY. Pour
tout © € M de coordonnées (z1,...,x,) 'application h définit une application linéaire

dmh : TmM — Th(m)N
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qui & tout opérateur %(m), k variant de 1 a n, associe l'opérateur d,h (%(w)) donné

sur une fonction f: N — R par

dh(aik ) Xi:a—y 6—W h(z))

ou (y1,...,Yq) sont les coordonnées du point h(z) pour tout € M. On peut vérifier que
la définition de l’application d,h ne dépend pas du systeme de coordonnées locales. On
I’appelle application tangente a h au point x € M.

Soit M une variété différentiable définie par un atlas (U, ¢;)ies. Pour tout i € I on
pose

= U T, M.

zeU;

Alors l'application ®; : U; x R" — ; définie par

q)i(x,flw"?fn _< ka@x )

est une bijection. On munit €; de I'unique topologie 7y pour laquelle I'application ®; est
un homéomorphisme (U; x R™ étant muni de la topologie produit). De cette fagon on
définit une structure de variété topologique de dimension 2n sur ’ensemble

TM = U T, M
xeM

a l'aide de I'atlas (€;, ®;). (La topologie sur T'M est celle engendrée par les 7,.) En fait
T M est une variété différentiable. En effet 'application

O lod; @7 (NQ;) CRY xR — ©71(2;NQ;) CR" xR”

s’écrit

;o ®i(,u0) = (05 0 pi(2), duli0 ! 0 0i)(ua)

et montre bien que <I>j_1 o ®; est un difféomorphisme de classe C* de ®;'(€; N Q;) sur
(N Q).
On a une projection canonique 7 : T'M — M définie par 7(x,u,) = .

3.4. Définition. On appelle fibré tangent a M la variété T M et la projection canonique
m:TM — M.

On a, pour tout couple (7, ) vérifiant U; N U, # 0, une application
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7@'3[&(7[% ——»(}L(n,RQ

définie par v;;(z) = dy (cpj_l o cpi). Sur l'intersection U; N U; N Uy, les applications ~;;
vérifient la condition

Yik = Vjk © Vij
On dira que (U;,7ij)ijer est un cocycle définissant le fibré (T'M,m). Le fibré tangent a

M peut étre vu comme une collection d’espaces vectoriels isomorphes a R™ (les espaces
tangents aux différents points) paramétrée par M.

3.5. Définition. On appelle section de T'M ou champ de vecteurs sur M toute appli-
cation X : M — T'M telle que mo X = idy;.

Sur une carte locale (U;, ;) de coordonnées (z1, ..., z,), un champ de vecteurs a pour
expression
s Xi(@) = 3 fulo) 2 @)
1 8$k

ou les fr sont des fonctions de classe C*° sur U;. L’ensemble C*°(T'M) des champs de
vecteurs sur M, ou des sections C*° du fibré T'M, est un module sur 'anneau C*°(M) des
fonctions de classe C'°°. On peut y définir une structure multiplicative de la fagon suivante
: soient X et Y deux champs de vecteurs sur M ; on peut les écrire localement

n

Xiw) = Y ful) g (o) et Yile) = 3 ge(w)5 - (a)
/=1

X
k=1 k

Un calcul facile montre que pour toute fonction h : M — R, de classe C*°, on a

dge Oh  Ofy Oh
Xi(Yi(h)) = Ya(Xs(h) = (fk aii ar, " afz m) '

k0

On définit ainsi un nouveau champ (local) de vecteurs X;Y; — Y; X; ; on montre que ceci
ne dépend pas de la carte choisie ; on obtient alors un champ de vecteurs global XY —Y X
qu’on note [X,Y] et qu'on appelle crochet de X et Y ; [X,Y] est le commutateur de X
et Y vus comme opérateurs (différentiels d’ordre 1) sur C*°(M). On vérifie facilement
I'identité suivante dite identité de Jacobi :

(IL.9) (X, [Y, Z]| + [V, [Z, X]| + [Z,[Y, X]] = 0
On dira que (C*°(TM), [, |) est 'algébre de Lie des champs de vecteurs sur M.
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Une variété M (de dimension n) est dite parallélisable s’il existe un difféomorphisme
® : M xR" — T'M tel que pour tout point = de M, 'application induite @, : {z} xR" —
T, M soit un isomorphisme d’espaces vectoriels. On dira alors que le fibré tangent T M
est trivial et que ® en est une trivialisation. La “parallélisabilité” se traduit aussi par
I’existence de n champs de vecteurs tangents partout linéairement indépendants ; dans ce
cas le C°°(M)-module C*° (T M) est libre de rang n.

En général le fibré TM — M n’est pas trivial mais tout point x € M admet un
voisinage ouvert U tel que TU — U soit trivial ; on dira que T'M est localement trivial.
La trivialité locale du fibré tangent découle automatiquement de la maniere dont il a été
construit.

Le fibré tangent a une variété est un cas particulier d’une notion plus générale : celle
de fibré vectoriel que nous étudierons par la suite.

3.6. Cas d’une variété complexe

Soit M une variété complexe de dimension n. Au voisinage de chaque point z € M
on a un systeme de coordonnées locales (holomorphes) (z1,...,2,). On a, pour tout
k=1,...,n, zk = xx + Yy et (T1,Y1,--.,%n,Yn) est un systéme de coordonnées locales
pour la structure de variété différentiable sous-jacente. Comme

o _1(o o0 4, 2 _1(9 ON ,_{
8Zk_2 oxy, Oy 8§k_2 oy Oy Sy

ces champs engendrent au point z, I'espace T, M ® C qui s’écrit donc sous la forme

T.M®C=T"MaT"M

ot TIOM et TO* M sont les sous-espaces de T, M @ C engendrés (sur C) respectivement par

N . P b P) 9 . . N , -
les systemes libres (a—zl, ceey %) et (8_21’ ceey ﬁ)' Ceci donne lieu a une décomposition

du fibré TTM ® C sous la forme

TM @ C=T"M o T M.

Les fibrés T'OM et T°'M sont appelés respectivement fibré tangent holomorphe et fibré
tangent antiholomorphe de M. Une section de T'°M (resp. de TP M) est dite champ de
vecteurs de type (1,0) (resp. de type (0,1)).

Sur l'espace vectoriel T, M on a un opérateur réel J, : T,M — T, M défini, pour

tout k=1,---,n, par
0 0 0 0
(o) = o o (o) =2

Il vérifie J? = —id. Et évidemment 'application qui & z associe J, € End(T, M) est C*
(voir le chapitre fibrés vectoriels pour la signification de cette notion). L’endomorphisme J
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permet de munir chaque espace tangent T, M d’une structure d’espace vectoriel complexe
: multiplier par ¢ revient a appliquer J. On dira que J est une structure presque complexe
sur M (c’est celle associée a la structure complexe de M).

Réciproquement soit M une variété différentiable de dimension 2n. On appelle struc-
ture presque complexe sur M la donnée, pour chaque z € M, d’un élément J, € End(T, M)
variant différentiablement en fonction de z et vérifiant J?> = —id. Une question naturelle
est alors de savoir quand la structure presque complexe J provient-elle d'une structure
complexe. Quand c’est le cas on dit que J est intégrable. Le défaut d’intégrabilité est
mesuré par la quantité suivante appelée tenseur de Nijenhuis (cf. [KN]) :

(I1.10) N(X,Y) = %{[X, Y]+ JJX, Y]+ J[X,JY] - JIX, Y]}

ou X et Y sont des champs tangents a M. En fait les assertions suivantes sont équivalentes
i) si X et Y sont de type (1,0), il en est de méme pour [X,Y] ;

si X et Y sont de type (0, 1), il en est de méme pour [X,Y] ;

J est intégrable ;

le tenseur N est identiquement nul.

)
ii)
iii)

)

iv
On appelle champ de vecteurs holomorphe sur M toute section holomorphe du fibré

7 : TOM — M i.e. une application Z : M — TM telle que 7 o Z = idy; et pour tout

systeme (U, (z1,...,2,)) de coordonnées locales, Z a pour expression
20 =3 (o)
1 8zk

ou les hy sont des fonctions holomorphes sur U. L’ensemble O(7°' M) des champs holo-
morphes sur M est un module sur 'anneau O(M) des fonctions holomorphes.

4. Formes différentielles

Elles sont une version paramétrée des formes extérieures. Nous allons d’abord les introduire
en supposant que M est un ouvert de R" ensuite nous transposerons la définition dans
le cas général par le biais des cartes locales (U;, ;). Nous verrons aussi comment se
transportent les formes différentielles par une application différentiable et comment, en
degré maximum, elles définissent des mesures sur la variété.

4.1. Généralités

Supposons d’abord que M est un ouvert de R"™. Soit r» un entier naturel et notons
ATR™ T'espace des r-formes extérieures sur R". On appelle forme différentielle de degré
r ou simplement 7-forme sur M toute application o : M — A"R" de classe C*°. Pour
chaque © € M, «a, est une r-forme linéaire alternée sur R"™. L’ensemble des r-formes
différentielles sur M est donc un espace vectoriel réel ; on le notera "(M). On voit que
Q"(M) = {0} sir > n ; on pose Q" (M) = {0} pour r < 0. Décrivons explicitement les
espaces Q" (M).
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i) r=0. On a A’R™ = R ; donc se donner une 0-forme c’est se donner une fonction C*°,
f:M—R.

ii) r=1. Soit f : M — R une fonction de classe C*°. On sait qu’en tout point
x = (x1,...2,) € M la différentielle d, f est une application linéaire de R" & valeurs
dans R i.e. d, f est un élément de A'R™ ; elle a pour expression

Les 1-formes dx1,...,dz, sont les différentielles des fonctions coordonnées

reEMvr—x;€R pouri=1,...,n.

Prises en un point, elles constituent une base de ’espace vectoriel A'R™. Comme une
1-forme o sur M est une application M — A'R", elle s’écrit sous la forme

n
o= g o;dz;
i=1

ou les a; sont des fonction C*° sur M.

iii) r quelconque. En prenant tous les produits extérieurs possibles dz;, A ... A dx; pour
1< <...<i, <n on définit une base de A"R™. Ainsi toute r-forme différentielle
a sur M est du type

a = Z&il._.%dﬁil VAN dIZ’T

ou la somme porte sur tous les r-uplets (i1,...,4,) tels que 1 < i; < ... <14, < n et les

o, ..i,. sont des fonctions C'>° sur M. On pose

O (M) = P ar(m).
r=0
Deux formes différentielles o € Q" (M) et 5 € Q°(M) s’écrivant

o = Zailmirdmil VANRRAN dxir et ﬁ = Zﬁjlmjsdl‘jl VANRRAN dl‘js

ont pour produit extérieur

alfp= Z Qiy i By godxiy Ao Ndx, ANdxg, AN dag,

ou la somme est étendue a tous les r-uplets (i1,...,4,) et s-uplets (ji,...,Js) tels que
1<ii<...<i,<netl<j; <...<js <n. On obtient ainsi une forme différentielle
de degré r 4+ s sur M. On a bien stir

aNp=(-1)"BAN«
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et
aN(BAY)=(anB)Ay

L’espace Q*(M) est ainsi muni d’une structure d’algébre graduée anticommutative. Le
produit extérieur d’une r-forme et d’une fonction est une r-forme différentielle. Chaque
espace vectoriel Q7(M) admet donc une structure de module libre de rang N = C] =

#Lr), sur anneau des fonctions C>° sur M (qui n’est rien d’autre que Q°(M)).

4.2. Effet d’une application différentiable
Cette section reprend un peu la section 4 du chapitre I dans le contexte des formes
différentielles. Soient M et N deux ouverts respectivement de R" et R” et p : M — N
une application C'*°. Alors pour tout point x € M, la différentielle d, ¢ est une application
linéaire de espace R™ dans 'espace RP. Pour tout r € N, elle induit une application
linéaire
" QN (N) — Q"(M)

définie pour toute r-forme 3 sur N de la fagon suivante : pour tout point z € M et tout
systeme de r vecteurs (ug,...,u,) de R"™ on pose

e (B) (@) (us - . ur) = Blp(x))(dap(ua), . -, dup(ur)).

On dira que ¢*(3) est I"image réciproque de (3 par . On peut préciser I'écriture a I’aide des

composantes @1, ..., p, de ¢ qui sont des fonctions réelles C* sur M. Notons (21, ..., Z,)
et (y1,...,Yyp) les coordonnées respectivement sur R™ et R”. Alors pour tout j =1,...,p
la, composante ¢; n’est rien d’autre que la composée y; o ¢, y; étant considérée comme la
projection (y1,...,yp) € RP — y; € R. Alors si § a pour écriture

B=> Bi.idy A... Ady,
celle de p*(3) est

" (B) = Z(/le...jr op)dpj, A ... Adpj,
ou encore

0" (8) =D (Bjrj. 0 PNy i dai, A A da,

ou la sommation porte sur tous les r-uplets (i1, ...%,) et (ji,..., ) vérifiant les inégalités
1<ii<...<ip<netl<yj; <...<jr <metles A; ., (z)sont les déterminants des
matrices jacobiennes

9, B,
—ai: () ... —aijrl ()
305, 0¢j,
—8“;5; (x) ... 853; (x)
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Les propriétés essentielles de I'application ¢* : Q" (N) — Q7 (M) sont les suivantes :

(1) si ¢ est I'identité d’un ouvert M C R™ alors ¢* est Iidentité de Q" (M) pour tout
rysi M N %, L sont deux applications C* alors (¢ o p)* = ¢* o ¢*.

(2) Si ¢ est un difféomorphisme alors ¢* est un isomorphisme entre les algebres
graduées Q*(N) et Q*(M) et on a (¢*)~! = (p=1)*.

Mettons-nous maintenant dans le cas général i.e. M n’est plus forcément un ouvert
de R™ mais une variété quelconque définie comme on ’a dit par latlas (U;, ¢;)icr. On

posera ;5 = ©; ' 0 .

Une r-forme différentielle sur M est une collection oo = («;);es out cv; est une r-forme
sur l'ouvert goi_l(Ui) telle que sur toute intersection non vide U; N U; on ait la condition
de recollement

(I.11) a; = @i (0y).

L’espace des r-formes différentielles sur M sera toujours noté Q"(M). Toutes les
propriétés qu’on vient de donner de I'espace Q" (M) dans le cas M difféomorphe & R" se
transportent systématiquement au cas ou M est une variété.

On conviendra que dorénavant 1’écriture dans une carte locale (U, z1,...,z,) d'une
r-forme o sur M sera

(11.12) o = Z Oéil...irdxil VAN d(lfir

ou la sommation est, comme d’habitude, étendue & tous les r-uplets d’entiers (iy,...,7,)
avec 1 <41 < ... <1 <n.

4.3. Intégration d’une forme volume

Soit O un ouvert de R" ; la restriction de la mesure de Lebesgue A = dr; ® ... ®
dx, induit une mesure \ sur 0. Soient O’ un autre ouvert de R" et p : O — O’ un
difféomorphisme de classe C!.

Une fonction mesurable f : O — R est A-intégrable si, et seulement si, f o @ est
w-intégrable (1 étant la mesure |J(p)|A et J(p) le déterminant jacobien de @) et on a en
plus

/O fir= /O fo@lI(@)ldA.

Soit maintenant w une n-forme différentielle & support compact sur R" ; alors w s’écrit
w = fdxri A...Ndx, ou f est une fonction a support compact. On définit I'intégrale de w
sur R" comme étant le nombre
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/w:/ fdr1 ® ... ®@dx,.
n Rn

On vérifie facilement que, si ¢ : R" — R" est un difféomorphisme, alors

[ erw=Gigne de so) [ w

Ceci étant, nous allons préciser quand et comment on peut intégrer sur une variété M.
Supposons qu’elle est définie par un atlas U = (U, ¢y )yez out U; est un recouvrement (lo-
calement fini de M). Alors M est orientable si elle vérifie ['une des assertions équivalentes
sutvantes :

i) Les déterminants jacobiens de tous les difféomorphismes de changement de cartes
goj_l o @; sont positifs ;
i1) Il existe sur M une forme différentielle v de degré n partout non nulle ; w est appelée
forme volume sur M.

Supposons M connexe orientée par la donnée d’une n-forme volume w. Soit (p;)icr
une partition de 'unité différentiable subordonnée au recouvrement . Alors la n-forme
p;w est a support dans U; et on a w = Ziel piw. Le nombre

> [ eilow)

icl

(s’il existe) ne dépend ni du choixz de latlas (U, @;) ni de la partition de l'unité (p;). On
'appelle intégrale de w sur M et on note [ 1 w- L'intégrale vérifie les propriétés de linéarité
évidentes

/w+T:/w+/T et /)\w:)\/w pour tout A € R.
M M M M M

Ainsi toute forme volume w sur M induit une mesure p sur la variété définie, sur toute
fonction f & support compact (et continue par exemple) par

/M F(@)du(z) = /M fo.
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CHAPITRE 11l

Actions de groupes et revétements

Les actions de groupes apparaissent de fagon naturelle dans beaucoup de branches des
mathématiques et encore plus en topologie algébrique et différentielle ; ils en constituent
un élément de base. Ce chapitre leur est dédié et a tout ce qui tourne autour : la notion
de revétement, celle d’objet géométrique invariant etc.

1. Actions de groupes

Dans cette section, nous présenterons de maniere breve la notion d’action de groupes et
nous l'utiliserons pour construire des exemples divers de variétés différentiables ou analy-
tiques complexes.

1.1. La topologie quotient

Soit X un espace topologique muni d’une relation d’équivalence R. Pour tout z € X,
on notera Og sa classe d’équivalence. Si A est une partie de X, Sat(A) sera son saturé
i.e. Sat(A) = UrzeaO,. On dira que R est ouverte si, pour tout ouvert A de X, Sat(A)
est un ouvert de X. Soient R une telle relation d’équivalence, X = M /R le quotient et
notons m : M — X la projection canonique. On munit X de la topologie quotient : U
est un ouvert de X si, et seulement si, 7~ 1(U) est un ouvert de M ; c’est la plus fine des
topologies rendant continue ’application .

Un groupe topologique est un groupe I' muni d’une topologie pour laquelle les appli-
cations (71,72) EL XTI — y192 €T et vy €' — v~ € T sont continues.

Soient I" un groupe, M une variété et r € NU {oo} U {w}, on notera Diff"(M) le
groupe des homéomorphismes de M de classe C" i.e. un élément h € Diff" (M) est un
homémorphisme de M tel que h et h™! soient de classe C" (analytiques pour r = w). Pour
r = 0 on posera Diff’(M) = Homéo(M) ; bien stir on a Diff” (M) ¢ Homéo(M) pour tout
r € NU{oo} U{w}.

1.2. Définition. On appelle action de classe C" de T' sur M wune application continue
D:I'x M — M telle que

i) ®(e,x) = x pour tout x € M, e étant I’élément neutre de T ;

ii) ®(vy', ) = ®(v,P(v,x)) pour tous v,y €T et tout point x € M ;

i11) pour tout v € T', Uapplication partielle ®(~,-) : x € M — ®(v,x) € M est un
élément de Diff" (M).

La donnée d’une action ® de classe C" de I' sur M permet de définir une représentation
de T dans le groupe Diff" (M) i.e. un morphisme de groupes p : v € I' —— ®(~,:) €
Diff"(M). Tout élément v € I' sera confondu avec p(y) et pour tout point z € M,
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p(y)(x) = ®(v,x) sera noté simplement yx. L’ensemble Og = {v§ : v € —} est appelé
orbite de .

i) On dira que x € M est un point fize de ® si yz = x pour tout v € I'. L’ensemble
Fix(®) des points fixes de ® est un fermé de M.

ii) Pour tout x € M, posons I', = {y € I" : vz = z} ; alors I', est un sous-groupe
fermé de I' appelé groupe d’isotropie de x.

iii) On dira que l'action ® est libre si, pour tout = € M, I', = {e}.

iv) Une partie My de M est dite invariante par ® si, pour tout z € My, Porbite Oy
est entierement contenue dans My. On dira que ® est transitive s’il existe x tel que 'orbite
Oy soit égale a M. (Ceci sera donc vrai pour tout = € M.)

Toute action ® de I' sur M définit une relation d’équivalence R :
(I11.1) TRt <= il existe v € I tel que y = yx.
Cette relation d’équivalence est ouverte car, pour tout ouvert U de M, son saturé s’écrit

Sat(U) = | J yU

vyel

qui est donc un ouvert car, pour tout v, YU est ouvert puisque v est un difféomorph-
isme. On munit X¢ = M/® = M/R de la topologie quotient. On dira que 'action
S:I'x M — M est:

v) totalement discontinue si tout point x € M admet un voisinage ouvert U tel que,
pour tous 71,72 € I' distincts, on ait U NyU =0 ;

vi) séparante si tous points x,y € M non équivalents admettent des voisinages ouverts
respectifs U et V tels que, pour tous v1,v2 € I, on ait U NV =0 ;

vii) propre si, pour tout compact K C M, l'ensemble {y € T' : YK N K # 0} est
relativement compact (i.e. son adhérence est compacte) dans T' (fini si T" est discret).

Si I est fini et agit librement, alors il agit de fagon séparante et totalement discontinue
(démonstration laissée au lecteur).

On dira que deux actions ®; et ®o définies respectivement sur les variétés M; et My
sont C'®-conjuguées, s’il existe un homéomorphisme h : My — Ms, de classe C? tel que
pour tout v € T, le diagramme suivant commute :

cb(')/a')
-

M, M,
(*) h| Lh
VRRASA Ve

Dans toute la suite de cette section I' sera un groupe topologique dénombrable et
discret. Dans ce cas, si I' agit librement et proprement, il agit de facon séparante et
totalement discontinue. On conviendra aussi que le mot “C*-homéomorphisme” signifiera
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homéomorphisme pour k& = 0, difféomorphisme C* si k € N* U {co} et difféomorphisme
analytique si k = 7.

1.3. Proposition. Soient M une variété de classe C" (r € NU{oo,w}) de dimension n
et ® une action libre et propre de classe C" de T' sur M. Alors le quotient Xo = M/®
est une variété de classe C” de dimension n et la projection canonique ™ : M — X est
un difféomorphisme local C" i.e. tout point x € M admet un vosinage ouvert U tel que
la restriction m: U — 7(U) soit un difféomorphisme de classe C". Si ¥ est une action
C?-conjuguée a P, les variétés X¢ et Xy sont C®-homéomorphes.

Si M est une variété complexe, on dira que I' agit holomorphiquement sur M (ou que
laction de T" est holomorphe) si, pour tout v € ', le homéomorphisme v : x € M —— vz €

! sont holomorphes). La méme

M est un biholomorphisme (i.e. ~y est bijectif et v et v~
définition de la conjugaison de deux actions se transpose au cas des variétés complexes :
on demande a h dans le diagramme (%) d’étre holomorphe et on dira que les actions sont

holomorphiquement conjuguées. On a une version complexe de la proposition 1.3.

1.4. Proposition. Soient M une variété complexe de dimension n et ® une action holo-
morphe, libre et propre de T' sur M. Alors le quotient Xo = M/® est une variété compleze
de dimension n et la projection canonique ™ : M — Xg est un biholomorphisme local i.e.
tout point x € M admet un vosinage ouvert U tel que la restriction m : U — w(U) soit
un biholomorphisme. Si W est une action holomorphiquement conjuguée a @, les variétés
Xo et Xy sont holomorphiquement équivalentes.

I1 est souvent utile de savoir s’il existe une partie de M (géométriquement intérssante)
qui contient le moins possible d’éléments dans chaque orbite. Ceci nous amene a la
définition qui suit.

1.5. Définition. Soit ® une action de classe C" propre et discontinue de I' sur une variété
M. On appelle domaine fondamental de cette action toute partie fermée A de M telle
que

i) Uyer 7(8) = M,

ii) int(A) Ny(int(yA)) = 0 pour tout v # identité.

L’ensemble 0A = A —int(A) est le bord du domaine fondamental ; il est de mesure
nulle (pour la mesure canonique de M : celle donnée par la mesure de Lebesgue de R"
a 'aide des cartes locales). La variété quotient X = M /T’ est obtenue a partir de A en
identifiant les points de A qui sont I'-équivalents.

Toute action de classe C" propre et discontinue de I' sur une variété différentiable M
admet un domaine fondamental. Ce domaine est compact si, et seulement si, le quotient

X = M/T est.

Les quotients par des actions de groupes fournissent beaucoup d’exemples de variétés
différentiables et analytiques complexes. Nous allons en donner quelques-uns.
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1.6. Exemples

i) Soient M =R" et I' = Z", 7 = (11,...,7,) un vecteur de R" dont les composantes
sont toutes non nulles. On définit une action ® : I' x M — M par ®(¢,x) = x + 7¢ ou
= (r1,...20) €ER", g =(q1,.--,qn) € Z" et g7 = (@171,...,qnTn). Alors ® est une
action analytique libre et propre ; le quotient M/I" est une variété analytique réelle de
dimension n. La structure différentiable sur M /I" ne dépend pas du 7 choisi. Cette variété
est appelée n-tore et est notée T". Pour n = 2, T? est obtenu en identifiant, deux & deux,
les cotés opposés d’un rectangle en respectant ’orientation.

ii) Soient M = C" et T' = Z°", 7 = (11,7} ...,Tn,7.) un vecteur de R** dont les

composantes sont toutes non nulles. On définit une action ® : I' x M — M par

®(q,2) =2+ 171¢q

ou z = (Zl,...Zn) E(Cna q= (Q17q/1"'7qn7q/n) €Z2n et

qTm = (CIITl + iqllTlla Ty qnTn + iq/nT/n)'

Alors @ est une action holomorphe, libre et propre ; le quotient M /T est une variété
complexe de dimension n appelée n-tore complexe et est notée T’ . Contrairement au cas
réel, sa structure complexe dépend du choix de 7 € R*". Par exemple, supposons n = 1 ;
alors se donner 7 € R? revient & se donner 7 = (1,w) € H ot H est le demi-plan supérieur
{z+iy € C:y > 0}. Les tores T2 et T2 sont équivalents holomorphiquement (i.e. il existe
un biholomorphisme T2 — T?2) si, et seulement si, il existe une matrice

<CCL 2) € SL(2,Z)

ar+b Qur le tore réel T2, il y a donc une infinité de structures complexes

cr+d”
h P 2
; chacune est codée par 7 € H. Les classes d’équivalence de structures complexes sur T

telle que o0 =

correspondent bijectivement aux points du quotient H/SL(2,7Z) appelé orbifold modulaire.

Rn—i—l

iii) Soient M la sphere S™, ensemble des vecteurs de 1’espace vérifiant la relation
2

zi 4 ...+a22,, = 1et I le groupe multiplicatif {1, —1} (qu'on peut aussi identifier au
groupe additif Z/27) ; T agit sur S" de la fagon suivante
O (y,2) eT xS" — yx € S™.

L’action ® est libre et le quotient S"/T" est une variété analytique réelle de dimension n ;
c’est I'espace projectif P"(R).

iv) Soient M = C" — {0}, I' =Z et 0 < a < 1. On définit une action de I" sur M de
la fagon suivante

O:(q,z) el X M+ a2z e M.
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Alors @ est une action holomorphe, libre et propre. Le quotient M /T est une variété
analytique complexe de dimension n appelée surface de Hopf. Comme exercice le lecteur
pourrait démontrer que cette variété est difféomorphe & S~ ! x S

2. Groupe fondamental

Nous introduisons sommairement le groupe fondamental pour en faire usage dans I’énoncé
du théoreme d’existence du revétement universel que nous verrons dans la section 3. La
théorie de I’homotopie dans son ensemble sera étudiée de facon plus détaillée par la suite.

Soit X un espace topologique séparé. On appelle chemin d’origine xy et d’extrémité
x1 toute application continue o : [0,1] — X telle que 0(0) = z¢ et o(1) = ;.

L’espace X est dit connexe par arcs si, pour tous zg,x; € X, il existe un chemin dans
X reliant zg a x1. Si g = x1 on dira que o est un lacet de base xy. Fixons un point
zo € X.

Dans toute la suite on ne considérera que des espaces séparés connexes par arcs.

2.1. Définition. Deux lacets og et oy de base xg sont homotopes s’il existe une application
continue H : [0,1] x [0,1] — X telle que

Cela signifie que le lacet oy peut étre déformé de maniere continue tout en restant dans
I’espace X et étre amené sur le lacet o1. Par exemple, soit X le plan complexe privé de
l’origine et choisissons zg = 1 comme point base. On voit que tous les lacets basés en x
n’ayant pas l'origine comme point intérieur sont homotopes. Mais le cercle trigonométrique
(qui est bien sir un lacet de base z() n’est homotope & aucun de ces lacets : I'origine est
a l'intérieur et ne peut passer a l'extérieur par déformation continue que si I'on coupe le
cercle ; ce qui n’est pas permis.

2.2. Composition des lacets

Soient oy et o1 deux lacets dans X de base xg. On définit un nouveau lacet basé en
o et noté ogoy en posant

1
(1m2) (oo (0) = { 05y Py e

Le lacet ogoy est obtenu en partant du point xg, en décrivant le lacet o (pour t croissant),
en revenant a g et en décrivant ensuite oy (toujours dans le sens ¢ croissant) pour revenir
encore une fois a xg.

L’ensemble (X, xg) des lacets basés en z( se trouve ainsi muni d’une loi de composi-
tion interne. On vérifie facilement que si oy est homotope a ¢’ et o1 homotope a ¢’; alors
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opo1 est homotope a o’go’y. Autrement dit 'ensemble 71 (X, z¢) des classes d’homotopie
de lacets est muni d’une loi de composition interne. Cette loi

i) est associative ;

ii) admet un élément neutre : la classe d’homotopie du lacet constant e défini par
e(t) = xo pour tout t € [0,1] ;

iii) est telle que toute classe d’homotopie [o] admet un inverse : la classe de o~1 défini
par 07 1(t) = o(1 — t) i.e. le lacet o est décrit dans le sens inverse.

L’ensemble 71 (X, xg) muni de cette loi de composition est donc un groupe.

Soit x; un autre point base. Comme X est connexe par arcs, il existe un chemin
a d’origine zy et d’extrémité x;. L’application ® : Q(X,z9) — Q(X,x1) définie par
P(0) = aca™! est compatible avec la relation d’homotopie et induit un isomorphisme de
groupes P, : w1 (X, xo) — w1 (X, 7).

2.3. Définition. On appelle groupe fondamental de ’espace X et on note m(X) l'un
quelconque des groupes m1(X,*) ot * est un point base. On dit que X est simplement
connexe si m1(X) = 0.

Soient X et Y deux espaces connexes par arcs et f : X — Y une application continue.
On a une application f, : Q(X,z9) — Q(Y,yo) (ou yo = f(x0)) définie par f.(o) = foo.
Elle vérifie

- (idx )« = ido(x)

-(gofli=gsofiou f: X — Yetg:Y — Z sont des applications continues. Ces
propriétés sont en plus compatibles avec la relation d’homotopie des lacets. On a donc un
morphisme de groupes m1(f) : m(X) — m (Y).

Si f est un homéomorphisme, 71 (f) est un isomorphisme. Pour cette raison on dira
que 71 (X) est un invariant topologique de X. Si M est une variété paracompacte, w1 (M)
est un groupe dénombrable.

3. Revétemets

Soient X et X deux espaces topologiques séparés, connexes par arcs et localement com-
pacts (un espace topologique est dit localement compact si tout point admet un voisinage
compact).

3.1. Définition. On dira qu’une application continue p : X — X est un revétement si
tout point x € X admet un voisinage ouvert U tel que p~1(U) soit une réunion disjointe
d’ouverts (V;);cr de X et, pour tout i € I, la restriction de p a V; soit un homéomorphisme
sur U.

On dira que p est la projection du revétement et, souvent, c’est ’espace X lui-méme
qui est dit revétement de X, ce dernier en est la base. L’ouvert U est appelé voisinage
distingué de z et F, = p~ () la fibre en = du revétement ; c’est un sous-espace discret de
X qui peut étre continu, dénombrable ou fini. Toutes les fibres F), ont méme cardinal.
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3.2. Exemples

i) Soit p: R — S! Papplication définie par p(0) = 2™ Ici le cecle S! est vu comme
I’ensemble des nombres complexes de module 1. Soient z € S' et U un arc de cercle ouvert
centré en z de longueur 47e avec ¢ assez petit. Soit § € R, § € [0,1] tel que p(f) = = ;
alors

p ' U) = [[k+6—ek+0+¢]
keZ

et la restriction de p :]Jk + 6 — ¢,k + 60 + ¢[— U est un homéomorphisme (bien connu). La
fibre F, est constituée par tous les points 6 de R, transformés de # par une translation
entiere.

ii) L’exemple qui précede se généralise au cas o X = T" = S' x ... x S! (tore & n
dimensions), X = R" en posant

p(01,...0,) = (20 .. 20,

i) On pose X = X = S* et p(z) = 2™, n € N*. Alors p est un revétement du cercle (&
vérifier). La fibre F, en un point = € S' est constituée de n points uniformément distribués
sur le cercle. On dira que p est un revétement & n feuillets de S' : le cercle S, base de
p, est “reproduit n fois” ; dans ’exemple i) il est “reproduit une infinité dénombrable de
fois”.

iv) Soient M et N deux variétés différentiables connexes de méme dimension et p :
M — N une application différentiable surjective. On rappelle que p est de rang maximum
au point y € M si I'application tangente dp, : T,M — T, N (ou x = p(y)) est surjective
(donc un isomorphisme). Alors d’apres le théoreme des fonctions implicites : si p est de
rang maximum en tout point y € M, p est un revétement.

Le point le plus important pour nous dans ce texte est le théoreme suivant dont on
peut trouver la démonstration dans n’importe quel ouvrage de Topologie algébrique (ou
différentielle).

3.3. Théoreme. Soit M une variété connexe séparée de classe C" (r € NN {oo,w}) et
de dimension n. Alors il existe une variété M conneze et simplement connexe, séparée,

de classe C" et de dimension n et une action libre, propre et totalement discontinue de
['=m (M) telle que M = M/F et la projection canonique p : M — M soit un revétement
de classe C™. Si M est analytique complexe, M est aussi analytique complexe et p est
holomorphe. Si p’ : M' — M est un autre tel revétement, il existe un homéomorphisme
H:M —s M (de classe C™ ou holomorphe suivant que M est de classe C" ou analytique
complexe) tel que p=p' o H.

On dira que;]\Z L, M est le revétement universel de M. Les propriétés géométriques
locales de M et M sont les mémes.
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Droite réelle

RS P

Le revétement universel du cercle
Fig. III.1

4. Objets géométriques invariants

Soit I' un groupe discret (dénombrable) agissant d’une maniére propre et discontinue sur
une variété M. On notera M la variété quotient M /T et p: M — M la projection
canonique qui est un revétement de classe C°°. Le but de ce paragraphe est de décrire
les conditions d’invariance que doit vérifier un objet géométrique sur M pour induire un
objet de méme nature sur M. Tout est considéré étre de classe C'*°.

4.1. Fonctions invariantes

Soient C'*° (M ) I’algebre des fonctions de classe C° sur M et C*°(M) celle de M. On
dira que f € C*°(M ) est T-invariante si, pour tout = € M et tout Y€T ona flyz) = f(2)
i.e. fest constante sur toute orbite de Paction de I sur la variété M. L’ensemble Cpe (M )
des fonctions T-invariantes sur M est une sous-algebre de C'™° (M ).

Soit ¢ : (M) — C”(M) Papplication définie par ¢(f) = fop. Alors: ¢ est a
image dans CR°(M) et est un isomorphisme canonique de C* (M) sur CR°(M).

L’exemple le plus folklorique est celui ou M=R"etT =2" agissant par translations
; la variété M = R"™/Z" est alors le tore T". Il est bien connu que les fonctions sur T"
sont exactement les fonctions sur R" (avec la méme propriété de mesurabilité, continuité,
différentiabilité, analyticité ou autre) et qui sont Z"-périodiques i.e. vérifient :

flar+aqu,. o+ an) = f(@1,.. ., 20)
pour tout (z1,...,z,) € R" et tout (q1,...,q,) € Z".

4.2. Champs de vecteurs invariants

On rappelle que I'ensemble C* (TM ) des champs de vecteurs sur M est un module
sur l'algebre C'°°(M ) Soient v € I" et X € C° (TM) on définit le champ 7, (X) sur M
par
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(IT1.3) 1 (X)(v(2)) = (doy)(Xz)

pour tout point x € M. On dira que X est y-invariant si v.(X) = X i.e. pour tout x € M
on a 7. (X)(z) = X,. On dira que X est I'-invariant s’il est y-invariant pour tout v € T.
L’ensemble Cp° (TM ) des champs I'-invariants sur M est un module sur Cﬁo(ﬁ ).

L’action de I sur M définit une action sur le fibré tangent TM de la fagon suivante.
Soit v € I' ; & tout élément (z, X,) de TM on associe I'élément (v, (dyy)(Xa ). Cette
action est propre et discontinue, préserve la section nulle z € M — (£,0) € TM et sa
restriction & cette section est exactement Iaction de I sur M. La variété quotient T'M / r
s’identifie au fibré tangent T'M de M ; la projection de fibré 7 : TM — M est induite par
celle du fibré TM : 7 : TM — M. Le Cp(M M )-module C(TM M) est ainsi canoniquement
isomorphe au C*°(M)-module C*°(TM).

Soient par exemple M=Retl'=2Z agissant par translations r — x +n avec n € Z.
Alors la variété quotient M = M / I est difféomorphe au cercle S'. Tout champ de vecteurs
sur R est de la forme X = f(z )67 ou f € C®(R) ; il est invariant par I' si, et seulement

si, f(x + 1) = f(x) pour tout = € R i.e. f est une fonction périodique de période 1.

Supposons maintenant que Z agit par 'homothétie v : = —— Az (générateur de
action) sur RY avec A €]0,1] ; la variété quotient est difféomorphe a S'. L’action de
homothétie v sur le champ X = f(z)-Z (ou f € C® (Ri)) est

Yo (X)(yz) = doy(Xy) = Mf( )

Donc X est I'-invariant si, et seulement si, la fonction f vérifie la relation f(Az) = Af(x)
pour tout x € R . Par exemple le champ X, = aca% est invariant et tout autre champ
invariant s’écrit h(z)Xo avec h invariante i.e. vérifiant h(A\x) = h(x).

En fait les deux actions qu’on vient de considérer sur les variétés respectives R et R’

sont conjugées par le diffSomorphisme de R sur R, qui & x associe e”.
4.3. Formes différentielles invariantes

Soient v € I' et w une forme différentielle de degré r sur M. On sait que l'image
réciproque de @ par v est une forme différentielle v*(w) de degré r sur M définie par

V(@) (@) (Xi(2), .., Xo(2)) = W(ya)(dey (X (2)), - -, dey (X (2)))

o x € M et Xi(z),..., X, (x) sont des champs tangents a M au point z. On dira que w
est y-invariante, si v*(w) = w ; on dira que w est ['-invariante Sl elle est y-invariante pour
tout v € I'. L’ensemble QF.(M ) des r-formes I-invariantes sur M est un Cpe (M M )-module.

Rappelons que la projection de revétement p : M — M est un difféomorphisme
local i.e. tout point x € M admet un voisinage ouvert U tel que p : U — p(U) soit
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un diffomorphisme ; en particulier ’application tangente d,p : TIMV — Tp(e)M est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Soit & une r-forme sur M invariante par 'action de I' ; nous allons lui associer une
r-forme w sur M. Soient y un point de M et x € M tel que p(z) = y ; tout autre point
x' tel que p(x’) = y est [-équivalent a z i.e. il existe v € I tel que 2’ = yx. Pour tout
vecteur X, € Ty, M on note X, le vecteur (dzp)~1(X,) de T, M et on pose

W)X (y)s -, Xp(y) = B(2)(Xi (), Xo(2)).

Il est tres facile de vérifier que ceci est indépendant du choix du point x se projetant sur y
et que w est une r-forme bien définie sur M. L’application p, qui & w € QT(M ) associe la
forme w € Q"(M) ainsi définie est un isomorphisme (de C*°(M )-modules) de Q?(M ) sur
Q7 (M) dont I'inverse est donné par l'application image réciproque p* : Q" (M) — Q?(]/\\J/)

4.4. Mesures invariantes

On munit M de sa tribu borélienne B (celle engendrée par tous les ouverts ou tous
les fermés). Une mesure p sur M est dite I'-invariante si, pour tout v € ' et tout borélien
A € Bum, on a u(y(A)) = u(A). Une telle mesure en induit une sur la variété quotient
X = M/T'. Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R" est invariante par toute translation
et donc par l'action naturelle de Z" ; elle induit alors une mesure sur le tore T" = R" /Z".
L’assertion suivante est facile a établir.

Soient p une mesure sur M invariante par I' et A un domaine fondamental de I dont
le bord OA est de p-mesure nulle. Notons @ la mesure induite sur X. Alors, pour toute
fonction f-intégrable f : X — C, la fonction f: fop (p étant la projection canonique
M — X ) est p-intégrable sur A et on a

(I11.4) /X fdm = /A fdu.

4.5. Exemple

Soit A un élément de SL(n — 1,Z) (groupe des matrices carrées d’ordre n — 1 a
coefficients entiers et de déterminant égal a 1). Alors A agit de fagon linéaire sur I'espace
R™! et préserve le sous-groupe Z" !, Cela permet de construire un produit semi-direct
I = Z" ' % Z ; il posséde un sous-groupe distingué I'y = Z" " x {0} = Z"'. Le
groupe I' est engendré par n éléments ~1,...,v,—1,0 qu’on peut représenter comme des
difféomorphismes de M =R"

Yi ¢ (.Tl,...,.illn_l,t) — (xl,...,xi—I—l,...,xn_l,t)

pouri=1,...,(n—1) et
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o:(z1,...,xpn_1,t) — (A(z1,...,2p_1),t+1).

On définit ainsi une action (analytique) de I" sur R™ dont on vérifie facilement qu’elle est
propre et discontinue. Le quotient M = M / I' peut étre obtenu de la fagon suivante : I'g
préserve le facteur MO R” ! dans M = R" ! x R ; le quotient de M par I'g est donc
T" ! x R. Comme Ty est distingué dans I' on a M/F = (M/T)/% olt ¥ est le groupe
quotient I'/T'y qui est isomorphe & Z ; il est engendré par la classe @ de o qui agit sur
T" ! x R comme suit

(T, 1, t) — (A(xq, ..., 2p_1),t+ 1)

ott 4 est le difféomorphisme de T" ! induit par Papplication linéaire de R" ™! de matrice A.
Cette action de ¥ sur T x R posséde un domaine fondamental compact A = T™ ! x [0, 1]
et la variété quotient

M= (T"' xR)/%

est obtenue & partir de A en identifiant les points (z,0) et (A(x),1) ; c’est donc une
variété compacte (sans bord). Tout point de M posseéde un voisinage ouvert de la forme
T" ' x]a, b[ o1 a et b sont des réels tels que a < b. La deuxieme projection T" ' xR — R
commute & l’action de ¥ sur T" ' x R et induit une submersion 7 : M — S' = R/% ;
I'image réciproque par 7 d’un point de S est un tore T"~!. On dira que M est un fibré
en tores T" ! au-dessus du cercle S' et on écrit

™ ' M T St

i) Toute fonction sur M est une fonction sur T" ' x R vérifiant la relation d’invariance
f(A(x),t 4+ 1) = f(x,t) ou encore f est une fonction sur R” = R™™ ' x R en les variables
(x1,...,Tn_1,t) vérifiant les relations

fley, .o+ 1,0 xp_1,t) = f(z1,...,Zp_1,t) pouri=1,....n—1

et
f(A(Il, ‘e ,l‘n_1>,t + 1) = f(l‘l, NP ,(En_l,t).

On peut expliciter un peu plus ces conditions d’invariance en usant d’un développement
de Fourier. En effet, comme f est périodique en les variables z1,-- -, x,_1, elle s’écrit sous
la forme

f(xlv'”7xn—1a Z fk 27,7r:13k

keZ" !

ot {, ) est le produit scalaire usuel dans R™ ™" et les fy(t) sont les coefficients de Fourier
qui dépendent du multi-indice k mais aussi du facteur ¢t € R ; le fait que la fonction f soit
de classe C* impose a ces coefficients et a leurs dérivées (comme fonctions de t) d’avoir
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une décroissance rapide, c’est-a-dire, pour tous r, s € N et tout R > 0, la série suivante est

> kP

kezn—l

ot [k|? = (k, k) et || f*)|| = SUPj <R |f)(t)|. La fonction f(A(xq,...,2n_1),t+1) a pour
développement de Fourier

convergente :

fA(zy, .. Tpoy),t+1) = Z Fie(t 4 1)e2im Ak
kEZn—l

ou encore, en utilisant le fait que (Ax, k) = (z, A’k) avec A’ transposée de A, on obtient

f(A(xl,...,xn_l),t+1) = Z fk(t+1)€2iﬂ.<m"4/k>_
keZ" !

Posons k/ = A’k ; par unicité du développement de Fourier, la condition d’invariance de
la fonction f s’écrit alors

fi(t+1) = fir (t) pour tout k € Z" 1.

ii) Pour décrire les champs de vecteurs sur M, nous allons exhiber une base de champs
invariants par I' sur M adaptés a notre situation. Nous supposerons pour simplifier que la
matrice A est diagonalisable sur R de valeurs propres Aq, ..., \,_1 toutes positives. Soient
ui, ..., Uy_1 des vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres Ay, ..., Ap_1
et Uy, ..., Un_1 les champs de vecteurs linéaires sur R" ™1 x R (tangents a la fibration au-
dessus de R définie par la deuxieéme projection R xR — R) de directions respectives
Ui, ...,Un_1. Il est alors facile de voir que les champs

X; = N pourizl,...,n—letXn:%

sont invariants par I' ; ils définissent donc des champs sur M. En plus, ils forment une
base de I’espace tangent T, M en chaque point x € M. Par suite tout champ de vecteurs
X sur M s’écrit

n
X=> fiX,
i=1
ou fi,..., fn sont des fonctions sur M (ou des fonctions I'-invariantes sur M ). Ainsi le

C°(M)-module C>°(T'M) est libre et a pour base (X1,...,X,).

iii) Pour déterminer les formes différentielles sur M on prend la base duale (64, ...,6,,)
de (Xq,...,X,). La forme 6,, est tout simplement dt. Ainsi (61,...,0,) est une base du
C° (M )-module libre Q!(M) ; toute r-forme w sur M s’écrit donc
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w = Zwilmireil VARRIRAN Gir,

la sommation porte sur les multi-indices (i1,...,%,) tels que 1 < iy < ... < i, < n et les
w;, ..+, sont des fonctions C*° sur M.

Pour finir on peut voir facilement que la n-forme 6, A --- A 6,, est partout non nulle
et est donc une forme volume sur la variété M ; en fait elle n’est rien d’autre que la forme
induite par dzy A -+ Adx,_1 Adt qui est la forme volume usuelle de R".
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CHAPITRE IV

Homotopie

C’est une notion plus faible que I’lhoméomorphie, mais elle est aussi importante. C’est
I'objet de ce chapitre. Nous commencerons par définir la notion d’applications homo-
topes ainsi que ses variantes : rétraction, rétraction par déformation, type d’homotopie ou
équivalence homotopique etc. Ensuite, nous introduirons rapidement le (X)) d’un espace
X (qui “mesure” sa connexité par arcs) et construirons les groupes d’homotopie 7, (X)
(une ébauche de 71 (X)) se trouve déja dans le chapitre III) ; nous montrerons leur caractere
fonctoriel, le fait qu’ils sont des invariants du type d’homotopie et la commutativité des
(X)) pour n > 2. Nous donnerons des exemples de calcul et quelques applications.

Tous les espaces topologiques que nous considérerons dans ce chapitre seront séparés
et souvent (sauf mention du contraire) connexes par arcs.

1. Généralités

Cette section est dédiée aux définitions générales : homotopie, homotopie relative, homo-
topie différentiable etc. Nous en donnerons aussi différents exemples.

1.1. Définition. Soient X etY deux espaces topologiques et fo, f1 : X — Y. On dira que
fo et fi sont homotopes, s’il existe une application continue F : X x [0,1] — Y telle
que F(x,0) = fo(x) et F(z,1) = fi(z) pour tout x € X. Soit A une partie de X ; on dira
que fo et f1 sont homotopes relativement a A s’il existe une homotopie F entre fy et
f1 telle que, pour s € [0,1] et tout a € A, on ait F(z,s) = fo(a) = fi(a).

L’homotopie est aussi une connexité par arcs. En effet, notons C'(X,Y’) 'ensemble des
fonctions continues de X dans Y qu’on munit de la topologie compacte ouverte, c’est-a-dire
la topologie engendrée par la famille des parties de la forme

OK,U)={feC(X,)Y): f(K)cCU}

ou K décrit les compacts de X et U les ouverts de Y. Il est alors facile de vérifier que les
applications fy, f1 : X — Y sont homotopes si, et seulement si, elles sont dans la méme
composante connexe par arcs de ’espace topologique C(X,Y’). On vérifie facilement les
assertions qui suivent.

— Toute application f est homotope a elle-méme : prendre F(z,s) = f(x) comme
homotopie.

— fo homotope a f; via F(z,s) implique que f; est homotope a fy via 'application
G(z,s) = F(xz,1—s).
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— Si fp est homotope a f; via F; et f; homotope a fy via Fy alors fy est homotope a
f2 via I’application
| Fi(z,2s) si()gsgé
Glz,s) = {Fg(x,Qs— 1) siz<s<1
L’homotopie est donc une relation d’équivalence dans I’espace topologique C(X,Y). Le
quotient est noté [X,Y]. On a en plus la propriété suivante :

~Soient X 2% Y 9% Zet X L5 Y 2% Z deux suites d’applications continues telles
fo soit homotope a f1 et go homotope a g1. Alors gg o fy est homotope a g1 o f1. En effet
soient F' une homotopie de fy a f; et G une homotopie de gy a g1 ; alors 'application
H:(x,s) € X x I — G(F(x,s),s) € Z est une homotopie de gg o fo & g1 © fo.

1.2. Définition. On dira que X et Y ont méme type d’homotopie s’il existe des
applications continues f : X — Y et g : Y — X telles que go f et f o g soient
homotopes respectivement a 1x et 1y.

Bien str, si X et Y sont homéomorphes, ils ont méme type d’homotopie : si 'appli-
cation f : X — Y est un homéomorphisme, prendre g = f~!. La réciproque est fausse
(on en verra des exemples).

Soient X un espace, A un sous-espace et j : A — X linclusion naturelle ; une
rétraction de X sur A est une application continue r : X — A dont la restriction & A est
14 ; sien plus jor est homotope a 1x, on dira que r est une rétraction par déformation
de X sur A (ou que X se rétracte par déformation sur A). Dans ce cas, X et A ont méme
type d’homotopie : I’'étude de X du point de vue de ’homotopie est ainsi ramenée a celle
de A qui en général plus petit et souvent plus simple. On dira que X est contractile s’il se
rétracte par déformation sur I'un de ses points : c’est un espace qui n’est homotopiquement

“rien” |

1.3. Exemples

(1) - Soient X un espace et Y un espace normé ; deux applications continues foy, f1 :
X — Y sont toujours homotopes : F(x,s) = (1 —s)fo(x) + sfi(z) est une homotopie de

Jo a f1.

(2) - Si Y est contractile, fy et fi; dans C(X,Y) sont toujours homotopes (laissé en
exercice au lecteur).

(3) - Une partie A d’un espace normé Y est dite étoilée par rapport au point a € A si,
pour tout b € A, le segment d’extrémités a et b est contenu dans A. Une partie convexe
est étoilée par rapport a n’importe quel point a € A. Toute partie étoilée est contractile ;
toute partie homéomorphe a une partie étoilée est contractile.

(4) - L’espace R" est contractile. Par contre R"*! (pour n > 1) ne 'est pas mais il se
rétracte par déformation sur sa spheére unité 8" = {z € R"*! : ||z|| = 1} via application

Rn—i—l

r(x) = 17> Vhomotopie entre r et I'identité de est donnée par 'application H(z, s) =

(1 —8)x + sr(x).
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(5) - Z=C—{z1,---, 2} se rétracte par déformation sur un bouquet de k cercles. Le
lecteur pourrait essayer d’écrire explicitement la rétraction dans le cas Z = C — {—1,+1}.
Il peut prendre le bouquet I' formé des deux cercles de rayon 1 et de centres respectifs —1
et 1 et 'application continue suivante r : Z — I' donnée explicitement par

‘zih —1 siR(z)<0et|z4+1<1

) EEE SiR(z) <Oet|z+1]>1
r(z) = =L+l siR(z) > 0et]z—1] <1
2D siR(z)>0et |z —1]>1

Bouquet de deux cercles
Fig. IV.1

On a vu que I'homotopie est une relation d’équivalence sur I’ensemble C(X,Y") des
applications continues de X dans Y (qui est un espace topologique quand on le munit de
la topologie compacte-ouverte). L’ensemble des classes d’équivalence sera noté [X,Y] ; un
élément de cet ensemble est une classe d’homotopie d’applications continues de X dans Y.

Lorsque les espaces X et Y possedent des structures supplémentaires, par exemple
une structure différentiable, il semble naturel de demander aux applications (y compris les
homotopies) d’avoir une certaine régularité.

1.4. Définition. Deux applications différentiables M 1.5y N sont dites différentia-
blement homotopes, s’il existe une application différentiable F : M x R — N telle
que
| fo(x) pours<0
F(z,s) = {fl(x) pour s > 1.

Deux applications différentiables qui sont différentiablement homotopes sont a fortiori
homotopes au sens “ordinaire”. L’homotopie différentiable est une relation d’équivalence
; les propriétés de réflexivité et de symétrie sont immédiates ; par contre la transitivité ne
I’est pas : il faut faire attention au fait que, contrairement aux applications continues, les
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applications différentiables ne se recollent pas toujours sur des fermés. Supposons que F}
et F, soient des homotopies différentiables respectivement de fy a f; et de f; a f, ; alors
Fi(z,3s) pour s < 2

F = ’
(z,5) {Fg(az,Bs —2) pour s> %

est une homotopie différentiable de fy a fo : la “transition différentiable” de fy a fo se fait

) 1 2
sur I'ouvert M x|z, [.

Sur les variétés C°, il est bien entendu tres utile d’utiliser la structure différentiable

méme si les problemes auxquels on s’intéresse sont purement topologiques (i.e. n’utilisent
que la notion de continuité). Le théoréme qui suit illustre un peu cette situation.

1.5. Théoreme. Soient M et N deux variétés différentiables et f : M — N une applica-
tion continue. Alors f est homotope a une application différentiable g : M — N.

On peut trouver une démonstration de ce théoreme dans [Go] par exemple. Les deux
grandes étapes sont :

i) toute application continue M — R est limite uniforme sur tout compact d’une
suite d’applications différentiables g,, : M — R ;

ii) on plonge différentiablement N dans un R’ et on approche, en utilisant le point i),
les coordonnées du plongement N — R

2. Les groupes d’homotopie

Nous commencerons d’abord par définir le myp méme si, en général, il n’est pas un groupe.
C’est un invariant qui décrit la connexité par arcs.

Soit X un espace localement connexe par arcs, c’est-a-dire pour tout point x € X et
tout voisinage V,, il existe un voisinage ouvert de x connexe par arcs et contenu dans V.
Sur X on définit la relation d’équivalence : = est équivalent a y si, et seulement si, x et y
appartiennent a la méme composante connexe par arcs. La classe de x est la composante
connexe par arcs contenant x. Le quotient de X par cette relation d’équivalence est un
ensemble noté my(X). Toute application continue f : X — Y induit une application
fe : mo(X) — mo(Y) ;5 si f est un homéomorphisme, f. est une bijection. Ceci permet
par exemple de résoudre le probléme suivant : R est-il homéomorphe & R* ? Supposons
quil existe un homéomorphisme f : R — R? ; alors sa restriction (qu’on notera encore
f) & R* est un homéomorphisme sur R? — {0}, donc f, : mo(R*) — mo(R* — {0}) est une
bijection ; ceci est impossible puisque mo(R? — {0}) a un seul élément et 7(R*) en a deux.
Les espaces R et R? ne sont donc pas homéomorphes.

Comme on 'a déja dit, mo(X) n’est pas un groupe. Cependant si X est un groupe
de Lie G (i.e. G est un groupe qui possede en plus une structure différentiable telle que
les appliactions naturelles (g,9') € G x G — g9’ € G et g € G — g~ € G soient
différentiables), la composante connexe Gg qui contient 'identité est connexe par arcs et
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est un sous-groupe distingué de G ; un raisonnement immédiat permet de voir que 7o (G)
s’identifie & G/Gq et est donc un groupe.

Désormais X sera un espace séparé connexe par arcs. Pour tout n € N*, nous allons
introduire le n®™€ groupe d’homotopie m,(X) ; le premier étant le groupe fondamental
dont nous avons déja esquissé la construction.

2.1. Remarque préliminaire

On aura a utiliser dans toute la suite les espaces suivants : I™, produit cartésien n
fois de l'intervalle I = [0, 1], la boule unité fermée D" de R™ pour la norme euclidienne
|z|| = /22 + -+ + 22 et la sphere unité de dimension n qu’on note habituellement S™.
On notera (X, zg) l'espace X dans lequel on a choisi un point zy appelé point base ; on
dira que (X, x) est un espace pointé. Une application continue entre deux espaces pointés
(X, z0) et (Y,yo) est dite pointée, si elle vérifie f(xg) = yo.

L’espace I™ est homéomorphe a D" via Papplication ® qui & = € I™ associe ®(z) =

<|I)§2_1||||)){(_n||> on X = (Xq,---,X,) = (2””1_1 2"””_1) ; cette application envoie le

2 T 2
bord &I de I™ sur le bord S~ ! de D". D’autre part, si on considere sur D" la relation
d’équivalence dont les classes sont

= siflz]] <1
cl(w) = {8]])” si [l = 1,

Pespcace quotient X est homéomorphe & la spheére S™. Par exemple, pour n = 2 il est
induit par application ¥ : D?* — S? donnée par

pole nord siz=0
cos 0 sin(7r)
U(z) = cos 0 sin(7r) si0< x| <1
cos(7r)
pole sud silz] =1

ou (r, ) sont les coordonnées polaires de x. Ainsi lorsqu’on s’intéressera a une application
continue I — X qui envoie tout le bord @I™ sur un point base z(, on pourra la considérer
comme une application continue D" — X qui envoie le bord de D™ vers xg ou comme une
application continue S” — X qui envoie un point privilgié e sur x( ; suivant la situation
on prendra 1'un ou l'autre de ces points de vue.

Soit xg un point base dans X. Une applications continue a de I"™ dans X qui envoie
le bord OI™ sur le point x( sera schématisée par

a:(I"0I") — (X, x0).
Soient « et 3 deux telles applications. On définit o : (I™,01™) — (X, xo) par

o Oé(2t17t2>"'7tn) SlO§t1§%
aB(t, ’t”)_{ﬂ(%l—l,tz,'“atn> si%gtlgl.
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On a donc une loi de composition interne sur 'ensemble Q(X, xg)) des applications con-
tinues de I"™ qui envoient OI™ sur le point base xg. Pour a € Q,(X,x9) on définit
a~! e Q(X,z0) par

a Mty tn) = a(l =ty to, -+ ty).

On notera a,, l'application constante (I™,0I") — X qui envoie tout sur le point
base xg. La loi de composition interne qu’on vient de définir permet de munir le quotient
(X, z9) de Q(X,x0) par la relation d’homotopie d’une structure de groupe : c’est le
plme groupe d’homotopie de X relativement au point base xg, 71 (X, xg) étant le groupe
fondamental qu’on a déja rencontré.

2.2. Dépendance par rapport au point base

A priori m,(X,x) dépend du choix du point base zy. Nous allons voir que, si on
change ce point, le groupe d’homotopie change mais reste algébriquement le méme et donc
sera défini a ismorphisme pres.

Soient x; un autre point base et 7 un chemin joignant xy a x; (possible car X est
connexe par arcs). On définit une application a € Q,,(X,z9) — v 1 -a-v € Q. (X, 1)
par

y(t — 3t;) siogzslg%2
Yyt te) = a8ty — 1tg, o t,) si % <t <3
’7(3t1—2,t2,"',tn) Si§§t1§1

Elle induit un isomorphisme ®, : m,(X,z9) — 7, (X,21) ; si [o] € 7(X,20) on écrit
®,([a]) = v !{a]y. Si~' est un autre chemin reliant zo & x1, les morphismes ®., et Dy
sont conjugués dans m, (X, z1). Si alors 7, (X,z1) est abélien, on a &, = ®.,. Le n®™M€
groupe d’homotopie de X sera par définition I'un des groupes 7, (X, z() ot z¢ est un point
base quelconque ; il sera noté m, (X).

Soient (X, z¢) et (Y, yo) deux espaces pointés et f : (X, x9) — (Y, yo) une application
pointée. Alors application o € Q,(X,29) — foa € Q,(Y,yo) est compatible avec
I’équivalence homotopique (découle de la compatibilité de I’homotopie avec la composition
des appliactions) et induit un morphisme de groupes

fe i mn (X, o) — 7 (Y, y0).

On pourra aussi oublier les points base et écrire simplement f, : m,(X) — m,(Y). Ce
morphisme vérifie les propriétés suivantes :

—si f=1x alors f. =1, (x);
— (g o f)« = g« o fx pour toute suite d’applications X Ty 4.z ;

—si f: X — Y est un homéomorphisme, alors f, est un isomorphisme et son inverse

(fo)~ 1 est égal a (f~1)*.
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Deux espaces homéomorphes ont donc des groupes d’homotopie isomorphes i.e. les
groupes d’homotopie sont des invariants topologiques ; nous allons voir qu’ils sont plus que
cela.

2.3. Proposition. Soient X et Y deux espaces et fo,f1 : X — Y deux applications
homotopes via une homotopie F. Soient a un point de X et v le chemin dans Y joignant
yo = f(a) a y1 = fi(a) défini par v(t) = F(a,t). Alors, pour tout [a] € m,(X,a) on
(f1):([a]) = @5 ((fo)«([a])) 0t 4([o]) =" - [o] -y pour tout [o] € Ty (Y, y1) (cf. 2.2.).
Démonstarion Soit o € ,,(X, a) ; il s’agit de montrer que v~1 - (o fo) - v € Q, (Y, 41) est
homotope a f1 oa € Q,(Y,y1). Soit H : I x I — Y Dlapplication définie par

-1 . 1
v (2t1) si0 <t <458

H(t17"'7tn78> = F(a <%> ’tz,...’tn,s) Si 158 S tl S SZS
7(4t1 - 3) Sl 323 S tl S 1

On voit facilement que H est ’homotopie cherchée : cela découle du fait qu’elle est continue
et qu’elle vérifie les égalités suivantes :

H<t17 it ) (7 (fooa) '7)<t17"'7tn)
H(tla ) (flo )(t17"'at )
H(O tg, ns ) H(l tQ,"' ,S)Zyl

De cette proposition on déduit facilement le théoreme qui suit (le lecteur est invité a
écrire la démonstration).

2.4. Théoreme. Soient X etY deux espaces et f: X — Y une équivalence d’homotopie.

Soit zq et posons yo = f(o). Alors, pour tout n € N*, le morphisme 7, (X, xo) ELN Tn(Yyo)
est un isomorphisme.

Ce théoreme dit que les groupes d’homotopie d’un espace connexe ne dépendent que
de son type d’homotopie : ce sont des tnvartants homotopiques.

2.5. Proposition. Soient X et Y deux espaces. Alors le groupe 7,(X X Y') est le produit
direct m,(X) x m,(Y).

Démonstration Soient xg et yo des points bases respectivement de X et Y et choisissons
(z0,y0) comme point bases dans X x Y. Alors la premiere et la deuxieéme projections
1: X XY — Xetp: X xY — Y sont des applications pointées. On a donc une

application

Pe = ((P1)55 (P2)+) : T (X XY, (20, 90)) — mn (X, 20) X 70 (Y0)-

Elle est injective ; en effet, si [n]) € m, (X X Y, (20, y0)) est tel que p.([n]) = 0, il existe une
homotopie G de n o p; & ay, (application onstante I — xy € X) et une homotopie H
de nopy & ay, (application onstante I — yo € Y) ; alors K = (p; o G,pz o H) est une
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homotopie de 7 & homotopie G de o p1 & vy, 4,) (application onstante I"™ — (zo,y0) €
X xY). La surjectivité est évidente. O

Nous verrons sur des exemples que la structure du groupe fondamental peut-étre tres

compliquée ; a I'inverse les m,(X) pour n > 2 sont algébriquement “plus simples” comme
l'illustre la proposition qui suit.

2.6. Proposition. L’espace X sera toujours connexe par arcs. Pour tout n > 2 le groupe
d’homotopie m,(X) est abélien.

Démonstration Soient o, 5 € Q,(X,x9). On doit montrer que a3 est homotope a Sa.
Nous l'illustrerons par les dessins qui suivent.

a . a ° a
a B B a
L4 B B B .
(a) (b) (c) (d) (e)
Fig. IV.2

Toutes ces figures ne montrent que la face (t1,t2) du cube I™ ; les autres coordonnées
t3, -, t, “n’interviennent pas” dans le raisonnement.

(a) donne le composé Uy = af i.e.

_ fa@ty,ty, - ) si0<t; <3
\Ill(tla ’tn)_{ﬁ<2t1—1,t2,"',tn) si%ﬁtlgl
(b) donne l'application Wq : (I",0I™) — (X, z() définie par
a(2t1,2ty — 1,3, ,t,) si0O<t;<iets<ty<1
Wolte, -ytn) = q B(2t1 — 1,2, 85, ,t,) sis<t; <let0<ty <3
o ailleurs
(c¢) donne W3 : (I™,0I™) — (X, zo) définie par
_ ﬂ(t172t23t37"'5tn) SIOStQS%
altn, o tn) = {a(t1,2t2 Lty ty) sil<ty <0
(d) donne l'application Wy : (I",0I™) — (X, z() définie par
B(2t1,2ta,t3, -, tp) si0<t;<1et0<t, <1
\PQ(tla"'7tn): a<2t1_172t2_17t37"'7tn) Slégtlglet%§t2§1
o ailleurs
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(e) donne I'application Wy : (I"™,01™) — (X, xg) qui est le composé Sa i.e.

_ B(Qtlat%""t")
\115({;17 ,tn)_{a(ztl_l’t27---,tn) 2

~+
=

ANA
=

IAIA
— N[

wn
—_. -
o~ O

On va montrer que :
U, homotope W5 homotope W3 homotope ¥, homotope Ys.

Nous ferons seulement le cas W3 homotope Wy (le lecteur s’occupera du reste). Soit
H : " x I — X D’application définie par

o (2, 555 0, t)  SI0Sh <ot 3 <t <1

S

To ailleurs

On vérifie alors facilement que H est une homotopie entre ¥y et Ws. O

3. Exemples de calculs

De fagon générale le calcul des groupes d’homotopie est un probleme difficile. Beaucoup
de problemes restent ouverts a ce sujet. Nous allons donner quelques exemples dans des
situations tres simples.

3.1. Revétement

Soit p : X —X (X et X étant des espaces connexes par arcs). On choisit un point
base 29 € X ; on pose Tg = p(2o) et F = p~1(zg) ; F est un espace discret qui est la fibre
du revétement au-dessus du point zg. On a donc des applications continues F' — X Xx.
Pour tout n € N*, on a alors une suite de morphismes de groupes

Tn(F, &0) — mn (X, &0) =5 mn (X, 20).

On peut montrer que cette suite est exacte (¢f. [DNF] tome IT). Comme F est discret on a
7n(F, o) = 0 et donc le morphisme p* : 7, ()A(, Zo) — (X, xp) est injectif. En fait, pour
tout n > 2, p* : ﬂn()A( ,&9) — T (X, z0) est un isomorphisme. En particulier, si X admet
un revétement contractile (c’est le cas du cercle S', des tores T", des surfaces de genre
g > 1, des variétés T'; introduites au chapitre III et d’autres), ses groupes d’homotopie
7T (X) sont triviaux pour n > 2.

3.2. Certains 7, (S™)

On note toujours S™ la sphere de dimension m > 2. Nous allons montrer que, pour
tout n € {1,---,m — 1}, le groupe 7,(S™) est trivial. Pour cela nous aurons besoin de
rappler certains résultats sur les applications différentiables.
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Soient N et M deux variétés de dimensions respectives n et m et N N M une
application différebntiable. Un point x € N est dit point critique si la différentielle d. f :
TpN — Tp,yM n’est pas surjective. Un point y € M est dit valeur critique de f §’il
est 'image par f d’un point critique. Une valeur non critique est dite réguliére ; si y ¢
f(N) alors, par définition méme, y est une valeur régluliere. Remarquons que, si n < m,
I’ensemble des valeurs critiques de f se confond avec f(M). On a alors le

Théoreme de Sard. L’ensemble des valeurs critiques de lapplication f est de mesure
nulle dans N .

Ce théoreme est essentiel dans le calcul des groupes m,(S™) pour n < m. En effet, soit
a:S" — S™ une application continue représentant un élément de 7, (S"). On sait (cf.
théoreme 1.5) que « est homotope a une application différentiable ; on peut donc supposer
que « elle-méme est différentiable. D’apres le théoreme de Sard et puisque n < m, a(S")
est de mesure nulle, donc a ne peut pas étre surjective. Il existe donc au moins un point
xo € S™ qui n’est pas dans l'image ; a prend donc ses valeurs dans S™ — {z(} ; comme
celui-ci est contractile, o est homotope a une application constante. Par suite 7, (S"") est
le groupe trivial pour n € {1,---,m — 1}. O

Le groupe 7, (S™) est isomorphe & Z. La démonstration utilise la théorie du degré
que nous n’avons pas développée ici ; le lecteur intéressé peut consulter [BT|. Pour n > m,
certains des groupes sont connus mais ont été calculés de fagon assez dispersée a la maniere
dont on résout les différents types d’équations différentielles par exemple !

4. Retour au groupe fondamental

Méme s’il est le plus compliqué algébriquement parmi les groupes d’homotopie, il est
quand-méme celui pour lequel il existe une méthode de calcul par découpage : le théoréme
de Van Kampen. C’est ce que nous allons voir. Mais avant, nous allons calculer le mq
du “Roi des espaces” c’est-a-dire le cercle. Pour un espace X, ce sont en effet ses cercles
“immergés” qu’on ne peut homotoper a un point qui fournissent les générateurs du m;. Ces
générateurs “meurent” quelquefois au bout d’un nombre fini de tours (ce sont les éléments
de torsion).

Rappelons que si M est une variété et I' un groupe discret qui agit sur M de fagon
libre et propre a 1’aide d’une application ® : I" x M —s M , le quotient M /T = M est une
variété et la projection p : M — M est un revétement. On peut montrer que (et nous
I’avons déja signalé au chapitre III, si M est simplement connexe, 71 (M) est isomorphe &
I'. Nous alllons le faire dans le faire dans le cas particulier M = R, I' = Z agissant par
translations entieres sur R ; dans ce cas le quotient M est le cercle S' et la projection
p:teR+— x €S est p(t) =z = €. On choisira ty = 0 comme point base de R et
xg = 1 = p(0) comme point base sur le cercle S'. On peut remarquer d’abord que, sur
S', il existe une famille de lacets basés en 1 ayant une allure plus simple en 'occurrence

n it €[0,1] —s e*™t € S oti n € Z. Ceuc la vont en fait donner tous les éléments de
™1 (Sl, 1)
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4.1. Proposition. i) Soit o : I — S' un lacet de base 1. Il existe un chemin unique
o : I — R ayant 0 pour origine et se projetant par p sur o i.e. poo = 0.

i) Soit H : I x I — S* une application continue telle que H(0,0) = 1. Alors il existe
une unique application continue H:IxI—R telle que f:I(O, 0)=0etpo H=H.
Démonstration Comme p est un difféomorphisme local la restriction de p a tout intervalle
du type Ja — %, a+ [ est un difféomorphisme sur S' — {p(a)} ; il en résulte que si 7 et 72
sont deux chemins répondant a la question, ils seront forcément égaux. Prenons a = 0 et
notons 7 : S* — {1} —] — Z 5[ I’homéomorphisme inverse de p. Notons || || la norme
cuclidienne sur C et regardons S' comme I'ensemble des nombres complexes de module 1
; alors o est une application continue du compact I dans C, elle est donc uniformément

continue ; par suite il existe n € N* tel que
/ 1 /
=t < —=|lo@t) —o@)| < 1.
n

Cela signifie que, pour |t — | < 1, le nombre complexe o(t)o(t') (produit de o(t) par le
conjugué de o(t')) ne peut jamais étre égal & —1. On découpe [0, 1] en petits intervalles
I, = [%,%] ouk=0,1,---,n—1; on pose, pour t € I},

5(t) = r(o(t)olk/n) +§:T( (j/n)o (3_1))).

Ceci nous donne une application continue I — R vérifiant 5(0) = 0 et son image dans R
se projette sur o.
Le point ii) se démontre exactement de la méme maniere. UJ

Le chemin o (resp. lapplication H ) est appelé reléevement de o (resp. de H).
L’extrémité o(1) de o est un entier appelé degré du lact 0. Une de ses propriétés fon-
damentales est décrite dans la proposition qui suit.

4.2. Proposition. Deux lacets o et o' sont homotopes si, et seulement si, ils ont méme
degré.
Démonstration Supposons o et ¢’ homotopes et notons H une homotopie de o & ¢’ ; alors,
d’apres la proposition 4.1, H se releve en une application continue H:TIxR. Comme,
pour tout s € I, H(1,s) est I'extrémité du chemin ¢t € I — H(t,s) € R, H(1,s) est un
entier ; donc I'image de tout {1} x I est un entier. Par suite & : ¢t € I — H(£,0) et
&' tel— H(t 1) ont extrémité et o et o’ ont méme degré.

Réciproquement, supposons que o et ¢’ ont méme degré. Alors o et ¢’ ont méme
origine et m me extrémité ; comme R est contractile, ils sont homotopes et o et ¢’ sont
aussi homotopes. O

4.3. Proposition. Soient o et o’ deuz lacets de S' basés en 1. Alors le degré du composé
~v = o0’ est égal a la somme des degrés de o et o’.
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Démonstration Soient o et o’ les relevements respectifs de o et ¢’ & R. On définit
Iapplication 7 : I — R par

(1) = a(2t) sio<t<1i
=\t -1)+5(1) sit<t<l

On vérifie que 7 est un relevement de 7 ; ceci montre que deg(oo’) = deg(o) + deg(o’). O

Rappelons que, pour tout n € Z, le lacet o, : I — S' est défini par o, (t) = e2imnt,
Les propositions 4.1, 4.2 et 4.3 mises bout a bout donne le

4.3. Théoreme. L’application [0] € m(S') — deg(c) € Z est un isomorphisme de
groupes d’inverse n € 7 — [o,] € m1(S*, 1).
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CHAPITRE V

Métriques riemanniennes et courbure

Dans ce chapitre nous introduisons la notion de métrique riemannienne et nous en donnons
quelques exemples. Ensuite nous définissons la courbure; nous en donnerons quelques
calculs en nous restreignant aux surfaces, cas ou elle est plus simple a percevoir.

1. Métriques riemanniennes

Soit M une variété différentiable définie par un atlas (U;, ¢;)icr. Pour tout x € M, T, M
est un espace vectoriel réel de dimension n. Soit S?7T, M ’ensemble des formes bilinéaires
symétriques sur 1, M i.e les applications ¢ : T, M x T, M — R telles que

i) les applications partielles p(u,-) : v — @(u,v) et p(-,v) : u — @(u,v) soient
linéaires;

ii) pour tous u, v € T, M, o(u,v) = p(v,u).

L’ensemble S%T, M est un espace vectoriel réel de dimension N = @ Tout
endomorphisme v, : T, M — T, M induit un endomorphisme S?T,, M noté vy défini par
Yi(o) (u,v) = @(72(u),v:(v)). pour toute p € S*T,, M et tous u, v € T, M. Posons :

§*= ] 8*T.Mm

rxeEM

L’ensemble S? est constitué des couples (x,g(z)) ol ¥ € M et g(z) une forme bilinéaire
symétrique. Il peut étre muni d’une structure de variété différentiable de dimension n+ N
pour laquelle la projection canonique 7, : (z,g,) € S — x € M est de classe C*°.

1.1. Définition. On appelle métrique riemannienne sur M toute section de m, (i.e.
une application C°, g : M — 82 telle que 7, o g = identité de M) telle que pour tout
x € M, g(x) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur T, M.

Cela signifie que, pour tout =z € M, g(x) est un produit scalaire sur T, M et que la
famille (g(z))zen est C™ en x.

1.2. Construction de métriques

Nous allons donner une construction explicite des métriques riemanniennes en utilisant
la structure différentiable de M décrite a I'aide d’un atlas U = (U;, ;)ier ; ceci montrera
en particulier que de tels objets existent toujours. On supposera que le recouvrement (U;)
est localement fini (i.e. tout point de M admet un voisinage compact qui ne rencontre
qu’un nombre fini d’ouverts U;).

Soit (U, ¢) un élément de U. Pour la structure différentiable usuelle sur R", ’homéo-
morphisme ¢ : R" — U est un difféomorphisme de classe C°°. Son application tangente

. TR" =R" — TU
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est un difféomorphisme C*° tel que pour tout x € R", I'application d,® : R" — T, U
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit (, ) le produit scalaire usuel sur R" ; pour
tous X, Yy € Ty,(,)U on pose :

9(2)(Xo, Ya) = (@71 (Xo), @7 (Ya)).

Soit (z1,...,7,) un systeme de coordonnées sur U. Alors en chaque point x € U,
les champs de vecteurs %,...,% forment une base de l’espace tangent T,U ; soit
(dzq,...,dz,) sa base duale. Alors g a pour expression :

(V.1) g(x) = Z gre(x)dr), @ dxy

k=1

ou les gy¢ sont des fonctions C'°° définies sur U et telles que la matrice (gi¢) appelée matrice
locale associée a g soit définie positive.

Notons g; la métrique riemannienne sur U; que 1'on vient de construire. Soit (p;)icr
une partition de 'unité C'*° subordonnée au recouvrement U = {U, };c;. Pour tout x € M
on pose :

o) = 3 pila)gi(a).
el

Il est facile de vérifier que ¢ ainsi définie est une métrique riemannienne sur la variété M.
Une variété M munie d’'une métrique riemannienne g est appelée variété riemannienne ;
elle sera notée (M, g).

Supposons que M est une variété complexe. Pour chaque point z € M, considérons
le complézifi¢ T,M ® C de I'espace tangent réel a M en z : on peut voir T, M ® C comme
I’espace des applications R-linéaires T, M — C. En opérant ainsi pour z variant dans M
on obtient le compléxifié TM @ C du fibré tangent a M auquel on peut associer le fibré
H? — M dont la fibre au point z € M est I'espace H(T, M ®C) des 2-formes hermitiennes
sur T,M ® C.

On appelle métrique hermitienne sur M une section h : M — H? telle que pour tout
z € M, h(z) est une forme hermitienne définie positive. De telles métriques existent tou-

jours. Dans un systeéme de coordonnées locales holomorphes (z1, ..., z,) une telle métrique
s’écrit
n
(V. 2) h(z) =Y hg(2)dz, @ dz,
k,f=1

ol h,7 est une matrice hermitienne définie positive a coefficients des fonctions C* et
dzy = dxy + idyy, dzZp = dxy — idy avec zp, = xp +iyr, k=1,...,n.

La partie réelle g d’'une métrique hermitienne h(z) = g(z) + iw(z) est un métrique
riemannienne ; c’est la seule qui compte d’ailleurs pour le calcul des longueurs puisque la
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partie imaginaire w est une 2-forme alternée. Les formes g et w sont liées par les relations
qui suivent :

9() (1, 0) = —w(2) (i, 0) = w(2)(w, i) et w(z)(u,v) = —g(2)(iu,v) = g(2)(u,iv).
Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et ¢ : M — N une application

de classe C*°.

1.3. Définition. On dira que :

(1) ¢ est une isométrie locale si pour tout point x € M et tous vecteurs X, et Yy
tangents a M en x, on ait :

h(y) (dm@(Xm)v dm@(yx)) = g(()?) (Xaw Yw)

ouy = p(x). Ceci signifie que l'application linéaire dyp : TyM — Ty N est une isométrie.
Si en plus ¢ est un bijective on dira que ¢ est une isométrie ;

(2) ¢ est conforme s’il existe une fonction f: M — R de classe C* telle que, pour
tout x € M, on ait :

h(y)(dep(Xz), de(Yz)) = e/ () - 9(2)( Xz, Ya).

La fonction el est appelée facteur de conformité de .

Comme on peut le voir facilement, une isométrie est une application conforme de
facteur de conformité 1 et une application conforme préserve les angles. L’ensemble
Isom(M, g) des isométries de la variété riemannienne (M, g) est un groupe appelé groupe
des isométries de (M, g). L’ensemble Conf(M, g) des transformations bijectives conformes
de M est appelé groupe conforme de (M, g). On a bien sir :

Isom(M) C Conf(M) C Diff(M).

2. Exemples de métriques riemanniennes

Nous allons en donner celles dites usuelles car elles sont naturelles et apparaissenr souvent
comme en téte des exemples.

2.1. Métriques usuelles sur R" et C"

Sur R™ on a une base de champs de vecteurs globaux (8%1, ey %). On définit une

métrique riemannienne sur R™ a 'aide de sa matrice

gkg:{l S?k:l pour k., =1,....,n
0 sinon

Cette métrique s’écrit en termes de formes différentielles dxy :

g= Z dzy ® dxy,.
k=1
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En procédant presque de la méme facon, on définit une métrique hermitienne sur la
variété complexe C™ :

h = Z dz, @ dzp,.
k=1

2.2. Graphe d’une fonction

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R une application C*°. Alors son graphe

M = {(x1,...,2n,Tpy1) €U XR : zyy1 = f(z1,...,2,)} est une variété différentiable

de dimension n plongée dans R" ! & I’aide de 'application C :

F:(xy,...,0p) €U — (z1,...,Tn, flx1,...,2,)) € R",

Pour tout x € U, les vecteurs 8%1, cee % forment une base de ’espace tangent T, U.

Leurs images par la différentielle d, F' sont les vecteurs de T, )M C R .

1 0
0 0
€1 = )y En =
0 1
o o
a—wl(l‘) m(x)
Sur R™*! on considere le produit scalaire usuel (, ) ; on le restreint & chaque espace

tangent Tr(,)M et on obtient ainsi une métrique riemannienne g sur M. Pour tout k =
1,...,n posons pi = %. Alors :

2 : —
PEDe sinon

D’ou 'expression de la métrique dans le systeme de coordonnées (z1,...,x,) :
(IV. 3) g= Z(l + pi)dey @ dry, + Zpkpgd:ck ® dxy.
k=1 k#l

2.3. La sphere

On note S? la sphére unité de 'espace euclidien R?. Si on 6te le pole nord= (0,0,1)
et le pole sud=(0,0, —1) Pouvert M qui reste a pour repésentation paramétrique :

X9 = sinfsin @

{xl = cosfsinp
T3 = COS

ou f € R et ¢ €]0,w[. L’application F' : (0,¢) € Rx|0,7[— (x1,2z2,23) € M n’est pas
injective mais sa différentielle 'est en tout point (6, ). Elle est donnée par la matrice :
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—sinfsiny cosfcos p
cosfsiny  sinfcosp
0 —sine

L’espace tangent & M au point F'(6, ) est donc engendré par les vecteurs :

—sinfsin p cos 6 cos
epr = | cosfsingp et ea = | sinfcosyp
0 —sinp

Les différents produits scalaires (e, €;), pris dans R3, donnent la métrique riemannienne
sur M :

g = sin® pdf @ di + dp @ dip.

Le groupe Isom(S?) s’identifie au groupe O(3) des isométries linéaires de espace euclidien
R? ou groupe des matrices orthogonales 3 x 3. On peut montrer —mais cela demande un
peu de travail- que le groupe conforme Conf(SQ) est engendré par les rotations de R® et
les inversions de R3 ayant pour spheres invariantes les spheres orthogonales a S2.

2.4. Le demi-espace H"

On note H" le demi-espace {(x1,...,z,) € R" : =z, > 0} sur lequel on définit la
métrique riemannienne :

. 22:1 dzi @ dxy,

(IV.4) g 22

Par la suite, nous étudierons en détail les propriétés de cette métrique riemannienne. On
peut déja remarquer que pour n = 2, H? est le demi-espace {z € C : Imz > 0} sur lequel
on peut définir la métrique hermitienne :

4dzdz

(IV.5) h = TGz

On appelle courbe différentiable dans M toute application ~y de classe C" (r > 1) d’un
intervalle ouvert I de R dans M ; on dira que v est C" par morceauz s’il existe une partition
dénombrable de I en intervalles I,, tels que la restriction de v a l'intérieur de chacun des
I,, soit une courbe de classe C". On prendra en général r = oco. On appelle champ de
vecteurs le long d’une courbe v : I — M toute application différentiable qui a tout ¢t € I
associe un vecteur tangent X (t) € T, M. Par exemple, si y est différentiable, I'image
dyy (%) du champ canonique % sur I par la dérivée de y est un champ de vecteurs le long
de ~.

Supposons M munie d’une métrique riemannienne g = ( , ) et soit v : I — M une
courbe C! par morceaux. On appelle longueur du segment ~([tg, t1]) le nombre positif
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(IV.6) /tt \/<le—Z(t), Z—Z(t)>dt

ou l'intégrale est, bien entendu, calculée en dehors des points de discontinuité de ‘é—g(t).
3. Connexions

Soit M une surface de R®. Un champ de vecteurs sur M le long d’une courbe différentiable
~v: I — M est une application différentiable

X:teM — (Xl(t),XQ(t),Xg(t)) S T,y(t)M

On pourrait penser que dériver X (en imposant a la dérivée de rester tangente a M)
reviendrait a dériver simplement les composantes ; il n’en est rien : on peut trouver des
fonctions X7, X, X3 telles que le vecteur (X7 (t), X5(t), X5(t)) ne soit plus tangent a M.
On est alors amené a chercher des lois permettant de dériver des objets tels que champ de
vecteurs, section de fibré etc. Cela se fait a I’aide d’une connezion (affine ou riemannienne)
qui est une notion fondamentale en géométrie différentielle.

3.1. Connexions affines

Soit M une variété différentiable de dimension n. On note T'M son fibré tangent et
C>(M) et C*°(T M) respectivement ’algebre des fonctions C* et le C'°°(M)-module des
champs de vecteurs sur M. On appelle connexion affine sur M toute application :

V:(X,Y)€C®(TM) x C®(TM) — VxY € C®(TM)

C°°(M)-linéaire par rapport au premier facteur, additive par rapport au second et telle que
Vx(fY)=fVxY + X(f)Y pour tous X,Y € C°°(TM) et toute fonction f € C(M).

Mettons-nous dans un ouvert de coordonnées locales (U, x1,...,z,). Alors on a une
base de champs de vecteurs sur U :

0 X 0

Xi=—,...,. X, = —
Y ox 0z,

Pour connaitre la connexion V il suffit de connaitre les différentes quantités V x, X; ; mais
celles-ci s’écrivent :

(IV.7) Vx,X; =) ThX;
k=1

ol Ffj sont des fonctions C*> sur U. La connaissance (localement) de V revient donc a
celle des fonctions I’fj, 1,7,k =1,...n appelées symboles de Christoffel de la connexion V.
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On suppose M munie d’une connexion affine V. Soient v : I — M une courbe
différentiable et X un champ de vecteurs le long de . Alors :

1l existe une unique lot qui associe a X un champ de vecteurs le long de v noté %
appelé dérivée covariante de X le long de v et vérifiant les proporiétés suivantes :

i) %(XJrY)— BXdt+ Zr

i) D (fX)=f2x dt+ IX,

iii) s1 X est la restmctzon a limage de v d’un champ X sur M alors %f =V X.
dt

Ecriture locale explicite

On suppose que Vouvert (U, z1, . .., z,) de coordonnées locales est tel que UNy(I) # 0.
On peut écrire :

V() = (z1(t), ..., 2n(t), X =D f;X; avec f; € C®(U).

j=1

Alors en utilisant les propriétés énoncées de la dérivée covariante on établit :

DX df dx;
I SRS S IATE
Jj=1 4,j=1

ou encore :

DX dz;
(IV.8) — = Z + Z i Fk Xy

=1 1,j=1
Soit X un Champ de vecteurs le long d’une courbe 7. On dira que X est paralléle si

sa dérivée covariante W est identiquement nulle.

Soit v : I — M une courbe, tq € I et Xo un vecteur de T’,;,)M. Alors on peut
construire un champ unique X parallele le long de toute la courbe 7 et prenant la valeur
X au point tyo. Un tel champ est appelé le transport paralléle de X le long de . Si on
I’écrit sous la forme X = 2?21 f; X, ses composantes f; sont les solutions du systeme
différentiel :

— = Zf] =Tk =0 k=1,.

i,j=1
qui sont uniques en raison de la condition initiale (fi(to),..., fn(to)) = Xo.

Une connexion affine V sur M est dite symétrique si elle vérifie pour tous X,Y €
C*>°(TM) la relation :

(IV.9) VxY - VyX =[X,Y].
Localement pour X; = 8%1_ on a :
Vx, X; —Vx, Xi = [X5,Y;] =0
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et donc pour tous i, 5,k =1,...,n:
k k
Iy =T

3.2. Connexions riemanniennes

Soit (M, g) (g = (, )) une variété riemannienne munie d’une connexion affine V. On
dira que V est compatible avec g si, pour tous X,Y,Z € C°(TM), on a :

(IV.10) X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ).

En particulier si X,Y sont des champs de vecteurs définis le long d’une courbe v on a :

d DX DY
Sx vy ={(=y X, =),
a oY) <dt’>+<’dt>

On arrive maintenant a un théoreme fondamental qui assure ’existence d’une connex-
ion affine symétrique compatible avec une métrique g.

Théoréme de Levi-Civita

Soit M une variété munie d’une métrique riemannienne g = (, ). Alors il existe sur
M une unique connexion affine V symétrique et compatible avec g.

La connexion V est appelée connexion de Levi-Civita de la variété riemannienne
(M, g).
Un calcul simple montre que V est définie de fagcon unique par I'identité :

(VyX.Z) = S{X(Y.2) + Y{Z.X) ~ Z(X.Y) — (X, 2.Y) - ([¥.2). X)  (X.Y).2)}
Faisant X = X, Y = X, et Z = X}, et (X, X;) = ¢i; on obtient :
= . 1/ 0 0 0
;glkl—‘ij =3 (8_%gjk + aTjgki - a_xkgij> :
D’ot l'on déduit :

1 0 0 0
V.11 Th=2) g* b G — ——gii

ot (¢%) est l'inverse de la matrice (g;;).
3.3. Géodésiques

Soit ¢ = ( , ) une métrique riemannienne sur M. Une courbe v : I — M est

dite géodésique si % %} = 0 identiquement. Cela se traduit par le systeme d’équations
différentielles :
d?xy, - dx; dz;
IV.12 + F—2—J —0k=1,...,n
( ) dt? ”Z: Yodt dt



ou les z;(t) sont les composantes de 7 dans le systéme de coordonnées (U, 1, ..., Tp).

Si v est une géodésique, la restriction de v a tout fermé [tg, t1] est appelée segment de
géodésique de y(tg) a y(t1). On a :

d fdy dyN o /D fdyy dy\
dt \dt’ dt/ “\dt \dt) dt/

du vecteur Ccll—z est constante (égale & a par exemple). On en déduit

et donc la norme ‘ ‘fl—z

alors que :

s(t) = longueur([y(to), v(t)]) = /t

d
d—ZHdt:a(t—to).

Si a = 1 la géodésique est dite normalisée. En remplacant ¢ par s on paramétre v par
la longueur de l’arc. Quand on peut faire cela sur tout l'intervalle | — 0o, +00[ on dira
que 7y est compléte. On dira alors que la variété riemannienne (M, g) est compléte si toute
géodésique est complete.

Les géodésiques sont les courbes qui minimisent localement la distance entre les points
de la variété.

4. Courbure

Une métrique riemannienne sur une variété permet d’y introduire un invariant fondamental
appelé courbure. Celle-ci, pour le cas d'une surface par exemple, a pour fonction de
distinguer a quel point un morceau de cette surface peut étre “loin” d’un disque plan.
On peut illustrer cela en constatant qu’il est impossible de coller de facon isométrique la
pelure d’une orange sur le plan d’une table ! C’est cet invariant que nous nous proposons
de définir dans ce paragraphe.

Dans toute la suite M sera une variété munie d’une métrique riemannienne g et de sa
connexion de Levi-Civita V associée.

4.1. Tenseur de courbure

On appelle courbure de (M, g) 'application qui a tout (X,Y) € C>°(T'M) x C>*(T M)
associe 'application R(X,Y): C*(TM) — C°°(T' M) définie par :

(IV.13) R(X,Y)Z =Vixy1Z — (VxVyZ — VyVx2).
Pour tous X, Y, Z,T € C*°(TM) posons :
(IV.14) (X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T).

La courbure R de (M, g) vérifie les propriétés qui suivent dont la démonstration consiste
en de simples calculs.

i) L’application (X,Y) — R(X,Y) est C°°(M)-bilinéaire.
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ii) Pour tous (X,Y) € C®°(TM) x C°(T'M), l'application Z — R(X,Y)Z est
C°°(M)-linéaire.

iil) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (identité de Bianchi).

W) (X,Y,Z2,T) = —(Y, X, Z,T) et (X,Y,Z,T) = —(X,Y,T, Z).

V) (X,Y,Z,T) = (Z,T,X,Y).

Ecriture locale

Comme toujours on pose X; = %. Le champ R(X;, X;)X}) s’écrit dans la base
(le---an) :
(IV.15) R(Xi, X;) X = ) Rij X,

=1

ou les Rﬁjk, i,7,k,l = 1,...n sont des fonctions C'*° sur 'ouvert de coordonnées locales
(U,x1,...,x,). Elles s’expriment en fonction des symboles de Christoffell Ff"j. 11 suffit de
voir que :

R(X:, X)X = Vx,Vx, X — Vx,Vx, Xi,

qui donne :

(IV.16) W_anﬂ§}ﬁm+ éifk

De méme :

(IV.17) (Xi, X, Xk, Xs) = Rijis = (R(X5, X)Xk, X ZRngls

Les fonctions R;;is vérifient les relations suivantes découlant immédiatement de celles du
“crochet” (, , , ):

Rijrs + Rjpis + Riijs =0
Rijks = —Rjiks

Rijks = —Rijsk

Rijks = Rksij

(IV.18)

4.2. La courbure sectionnelle

On considére toujours une variété M munie d’une métrique riemannienne g = (, ) et
de la connexion de Levi-civita associée.

Lemme. Soit o un sous-espace vectoriel de dimension 2 de T, M et (X,Y) une base
de o. Alors la quantité :

(X,Y,X,Y)
IXIPIY])? = (X, Y)?

(IV.19) K(X,Y) =
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ne dépend pas de la base (X,Y) mais uniquement du sous-espace o.

La démonstration est facile bien qu’elle soit un peu calculatoire. Le nombre x(X,Y)
(ot (X,Y) est une base quelconque de o) sera noté k(o) et appelé courbure sectionnelle
de (M, g) au point z relativement au sous-espace o.

On voit donc que la courbure n’est pas une fonction sur M mais sur le fibré G(M, €)
au-dessus de M dont la fibre en = est la grassmannienne G(n,2) des sous-espaces de
dimension 2 de T, M. On dira que (M, g) est a courbure constante si cette fonction est
constante.

5. Exemples de calcul

Dans cette section nous donnons des exemples de calcul de courbure sectionnelle de
certaines variétés.

5.1. La variété euclidienne R"

Les champs X; = %,

une base de l'espace tangent en chaque point x € R". On munit R" de la métrique
g=> i, dr; ®dr; qui a pour matrice associée la matrice identité i.e. :

it = 1,...,n sont définis globalement, commutent et forment

1 sit=7
gij:<Xi’Xj>:{O sinonj

On vérifie facilement que Vx, X; = 0 pour tous 7,5 = 1,...,n. Comme par définition les
symboles de Christoffel sont donnés par

1 & 0 0 0
IV.20 r=2-) g* = g — —— g
k=1 J
ils sont identiquement nuls. Par suite la courbure sectionnelle est identiquement nulle.
Les géodésiques de R"™ sont les courbes y(t) = (x1(t),. .., z,(t)) qui vérifient le systéme

différentiel : )

d Tl

e (=0

et sont les droites affines v(t) = (a1t + by, ..., ant + b,). Elles sont donc compleétes.
5.2. La sphere S?

La sphere S? étant plongée dans R® elle hérite d’une métrique riemannienne dont
I’écriture en coordonnées sphériques est :

g = sin® pdf @ di + dp @ dip.

La matrice de g s’écrit donc :

sin 0 _ i . 0
gz(.Q’LJ):( ng 1) avec g 1:(g3):($1n02¢ 1)
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Pour adapter les calculs aux formules dont on dispose on posera x7; = 0 et x5 = . Les
champs 6,%1 et 8%2 seront respectivement % et %. On a bien entendu [X7, X3] = 0. La

formule (IV.20) donne :
ry, r'i,Y [0 0
Iy Ty) \0 0

2 2 cos
'y T _ﬁ 0
Calculons maintenant la quantité (X7, Xo, X1, X5) = (R(X1, X2) X1, X2). On a :

Vi, Vx, X1 =V, (M1 X1 +T1, X>)

vy, (_ cos ngZ)

sin ¢
1
=. 35 X2
sin” ¢
et : ) )
Vx, Vx, X1 =Vx, (I3 X1 + '3 X>)
=0
Finalement :
R(X1,X2)X1 =Vx,Vx, X1 —Vx, Vx, Xi
1
) X2
sin” @
et donc (X1, Xo, X1,X2) = Sinlgchg. La formule donnant la courbure sectionnelle par

rapport au 2-plan o = (X7, X2) (mais il n’y en a qu'un ici !) est :

(X13X27X17X2)

KO ) =
@) = IRl = (%, Xa)?

I

Comme || X1||? = sin? ¢, || X2|| = 1 et X; et Xy orthogonaux on obtient x(c) = 1.

La sphere S? munie de sa métrique standard (celle induite par la métrique euclidienne
de ]R3) est une variété riemannienne compacte orientable simplement connexe de courbure
sectinnelle constante égale a 1. C’est le cas de toute sphére S munie de sa métrique
standard; c’est les mémes calculs mais hautement plus lourds a mener.

5.3. Le demi-espace H?>

On rappelle que H? est le demi-espace {z € R" : z, > 0} muni de la métrique
riemannienne :

g = dr @ dxr + dy ® dy

dont la matrice associée est :



On calcule les symbloes de Christoffel de la méme maniéere que précédemment et on obtient

o -1 lovery 0
(T}) = (_; 0y> et (If) = ( 0 B )
y

1
y
Ceci nous donne :

VX2VX1)(1 :VXz (File + F%lXQ)

1
o (1)
Y

1 1
==Vx,Xo — 5 X
) Y

1 1
=— (T3.X1 + 3, X5) — — X5
Yy )
2
- _ EXZ
et
Vx,Vx, X1 =Vx, (T3, X1 + T3 X,)
1
(1)
Yy
1
- _ ?XQ
D’ou :
R(X1,X2)X:1 =Vx,Vx, X1 —Vx,Vx, Xi
1
:EXQ

et par suite :
(X1, X2, X1, Xo) =(R(X1, X2) X1, Xo)

1
= __X25X2
( )2 )
(Xa, Xa)
= 5 2y 422
y2
B 1
/y4

La courbure sectionnelle est finalement :

_ (X17X27X17X2)
X 1|[2]| X2 — (X1, X2)2
-1

k(o)

car || X1]|?|X2|)? = (y%) (y%) et (X1, X2) = 0 (les vecteurs X; et Xo étant orthogonaux).
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: 2 da’+dy® s . . .
Le demi-plan <]I-]I , my—ﬂ) est une variété riemannienne orientable simplement con-

nexe de courbure sectinnelle constante égale a —1. C’est le cas de tout demi-espace
H" = {x € R" : z,, > 0} munie de la métrique riemannienne :

22:1 daz%

2
2

Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et ¢ : M — N une application
C*°. On dira que ¢ est une isométrie si ¢ est un difféomorphisme tel que pour tout point
x € M Tapplication tangente dyp : T, M — T,(,)N est une isométrie d’espace vectoriels
i.e pour tous u,v € T, M on a :

h'cp(m) (dx(p(u), dw(,O(U)) =Yz (u7 ’U).

On dira que (M, g) et (N, h) sont isométriques s’il existe une isométrie entre M et N.

Sauf mention expresse du contraire les variétés R", S et H" seront supposées munies
respectivement des métriques que 1’on vient de considérer.
5.4. Un théoreme de classification. Soit (M,g) une variété riemannienne compleéte
simplement connexe de courbure sectionnelle k constante. Alors si :

(1) - k=0, M est isométrique a R™ (cas parabolique) ;

(2) - k=1, M est isométrique a S™ (cas elliptique) ;

(3) - k = =1, M est isométrique a H" (cas hyperbolique).
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CHAPITRE VI

Surfaces de Riemann, SL(2,R) et cusps

1. L’espace homogeéne H

1.1. Définition (ou rappel !) On appelle demi-plan de Poincaré le sous-ensemble de
C:H={z=xz+1iyecC:y>0} muni de la métrique riemannienne :

B dx? + dy? _ 4dzdz

N

(VL.1) g

C’est une variété riemannienne de courbure constante égale a —1 et dont les géodésiques
sont les droites verticales d’équation x = constante et les demi-cercles centrés sur ’axe
y = 0 i.e d’équation du type |z — zo| = R ou (x — x9)? + y*> = R* avec 79 € Ret R € R
(c¢f. Fig. VL.1).

Fig. VI.1

2 2
La forme volume associée a la métrique g = % est proportionnelle a la forme
volume habituelle définie par la métrique euclidienne dxz? + dy? :

dxdy

(VL.2) w= e

On appelle triangle hyperbolique de sommets A, B, C un triangle ABC dont les cotés AB,
BC, CA sont des segments de géodésiques (cf. Fig. VI.2). Notons «, (3 et o les mesures
des angles opposés respectivement aux cotés BC, C A, et AB ; alors un calcul un peu long
mais facile donne 'aire du triangle ABC':

(VL.3) A(ABC)=m—a— [ —o0.
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Fig. VL2
1.2. SL(2,R) comme groupe de Lie

On rappelle que SL(2,R) est le groupe des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels et de déterminant égal & 1. C’est une partie de R* donnée par l'injection naturelle

c d
lapplication (a,b,c,d) € R* — ad — be € R est continue, SL(2,R) est un fermé de R?,
donc localement compact. En plus les applications naturelles

(a b) — (a,b,c,d) € R* : elle hérite donc d’'une structure d’espace topologique. Comme

(M, N) € SL(2,R) x SL(2,R) — MN € SL(2,R)

et
M € SL(2,R) — M~! € SL(2,R)

sont différentiables (et méme analytiques réelles). On dira que SL(2,R) est un groupe de
Lie. De facon générale un ensemble G est appelé groupe de Lie s’il possede une struc-
ture de variété différentiable et une structure de groupe telles que la multiplication na-
turelle (g,9') € G x G — gg' € G et le passage a I'inverse g € G — g~ ! € G soient
différentiables. Tous les groupes classiques modelés sur le corps K = R ou C : GL(n,K),
Aff(n,K), SL(n,K), O(n), SO(n), U(n), SU(n), Sp(n,R) etc. que nous avons introduits
au chapitre I sont des groupes de Lie.

i) Soit GA le groupe affine de toutes les transformations x € R — ax + 3 € R avec
a € R} et § € R. Alors application j : GA — SL(2,R) qui & toute transformation affine

g

de R, x € R — ax + 3 associe la matrice \/La ((S 1) est un homomorphisme injectif

(qui permet donc de voir GA comme un sous-groupe de SL(2,R)). En effet si A et A’ sont
deux transformations affines de R définies respectivement par («, 3) et (o, 3'); alors Ao A’
est définie par (aa/, a8’ + ). D’autre part

iwin =75 1) 7= (0 1) =7z (5 7).

L’application j est donc un homomorphisme. L’injectivité de j est immédiate. 0
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ii) Toute matrice S de SO(2) C SL(2,R) s’écrit sous la forme

S = ( o g) avec 0, € R vérifiant : 2 +~2 =1

-
En effet soit S = (Z 2 € SO(2). Alors SS* = I. Ceci donne les relations au

niveau des coefficients de S :

a?+b2=1 (1)
A+d®=1 (2
ac = —bd (3)

En plus ad —bc = 1. Un calcul facile montre que a = d = 0 et b = —c = 7 avec 6% ++2 = 1.
La matrice S a donc bien la forme cherchée i.e

S = (_07 g) avec 0,y € R vérifiant : 2 +~2 = 1.

a b
d
A =SB avec S € SO(2) et B € GA. Supposons a = 0; alors

=(20)=(0) (0 5)
s=(1a) @ r=(0 %)

).OnprendalorsS:IetB:A. Lecasa #0et c # 0

iii) Toute matrice A = ) de SL(2,R) s’écrit de maniere unique sous la forme

On prend alors

Sic=0onaA = (g 2
—y 0 0 ot
telles que A = SB. Cette relation se traduit par le systeme

demande un peu de calcul. On cherche S = ( 9 7) avec 0>+~% =1let B = (a p )

dont la résolution donne




Les matrices

a c 2 2 _abtced
c a 0 1
Va24c? VaZ4c2? Va2+c2?
sont donc uniques et répondent a la question. 0]
iv) L’application (S, B) € SO(2) x GA — SB € SL(2,R) est un homéomorphisme.
Dans iii) ce qui précede on a montré que pour toute matrice A € SL(2,R) il existe des

matrices uniques S € SO(2) et B € GA telles que A = SB. Ceci montre clairement que
I'application ® : SO(2) x GA — SL(2,R) :

0 a f fa 08+ ya~t
—y 0)°\0 ot 7 ya =B+ 0ot

est bijective. Les coefficients de la matrice produit montrent que ® est continue. Comme
a et ¢ ne peuvent jamais s’annuler en méme temps (car ad — bc = 1) l'inverse de ®, qui
a A € SL(2,R) associe les matrices S € SO(2) et B € GA données dans la question qui
précede, est aussi continue. L’appication ¢ est donc un homéomorphisme. 0

1.3. Action de SL(2,R) sur H

On appelle transformation homographique de C toute application v : z € C — 22£b

cz+d

ou a,b,c,d € C tels que ad — bc # 0 ; elle est définie bien entendu pour z # —‘zi. Une
. NN . b .

telle transformation est donc associée a la matrice (z d)' Un calcul facile montre que

si a, b, c,d sont réels on a :

Imz
Im(y(z)) = ez £

et donc v préserve H et est définie partout sur H. On vérifie qu’au produit de deux

/ /
b > (a/ b ) correspond la composition vy’. Comme les matrices (CCL b)

matrices a
c d d d d

et <§i ;Z) définissent la méme transformation, la condition ad — bc # 0 (qui assure

la bijectivité de ) peut étre remplacée par ad — bc = 1. Ainsi le groupe SL(2,R) =

d
i.e. la transformation 7y associée a une matrice de SL(2,R) est biholomorphe et est une

{M = <CCL b) : det M = 1} agit sur H. Cette action est holomorphe et isométrique

isométrie. Notons Aut(H) le groupe des transformations biholomorphes de H. On a donc
un morphisme de groupes :

p: (i Z) € SL(2,R) — v € Aut(H)

‘C‘jis. Le noyau de p est constitué des matrices I et —1I

et induit donc un homomorphisme injectif :

ou 7 est la transformation z —

p: PSL(2,R) = SL(2,R)/{I,—1} — Aut(H).
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Nous travaillerons toujours sur SL(2,R) que nous confondrons (modulo le sous-groupe

d
L’action de SL(2,R) sur H est transitive i.e. pour tous z,z' € H il existe un élément

{I,—1}) avec Aut(H) et dont on notera un élément indifféremment v ou (CCL

v = (CCL Z € SL(2,R) tel que z = ~vz'. En d’autres termes cette action n’a qu’une

seule orbite. Pour le voir il suffit de démontrer I'existence de 7 en prenant 2z’ = i. Soit
z =x + iy € H. Alors on vérifie facilement que :

VY

répond a la question. O

1.4. Stabilisateur du point

Soit v € SL(2,R) ; il stabilise le point i si et seulement vi =i i.e. ‘leis =1 ; ce qui est
équivalent aux conditions a = d et b = —c. Comme le déterminant de la matrice (CCL d)

/
est 1 on a, en notant a b la transposée de a b :
c d c d

(20 (e a) =

a b € SO(2). Le stabilisateur de i est donc le sous-groupe compact SO(2) de

d
SL(2,R).
On définit 'application p : SL(2,R) — H par p(y) = ~vi. Elle est continue ; et comme
l'action de SL(2,R) sur H est transitive, p est surjective : elle admet 1’application :
T
s:x+iyeHlH — <\(/)— @) € SL(2,R)

VY
comme section (i.e. ps = idpy). Elle induit donc une application continue bijective
p:SL(2,R)/SO(2) — H
qui & chaque classe ySO(2) associe p(y). Elle est ouverte ; c’est donc un homéomorphisme

de SL(2,R)/SO(2) sur H.

1.5. Proposition L’application p : SL(2,R) — H est propre i.e. la préimage par p d’un
compact de H est un compact de SL(2,R).

Démonstration Comme SL(2,R) est localement compact tout point x € SL(2, R) admet un
voisinage compact U, ; sa projection p(U,) est un compact de H. Tout compact K de H
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peut donc étre recouvert par un nombre fini d’ensembles p(U,, ), -+, p(Us, ). La réunion
K =U,, U...UU,, est un compact de SL(2,R) et par construction méme on a K C p(K)
; donc p~1(K) est contenu dans K - SO(2) qui est un compact de SL(2,R) car il est I'image

du compact K x SO(2) par I'application naturelle continue (multiplication dans le groupe
SL(2,R)) : SL(2,R) x SL(2,R) — SL(2,R). O

2. Sous-groupes discrets de SL(2,R)

2.1. Définition Un sous-groupe discret de SL(2,R) est une partie I' de SL(2,R) qui est a
la fois discréte pour la topologie induite (son intersection avec tout compact est finie) et
un sous-groupe.

On rappelle qu’on dit qu’'un groupe discret I' agit proprement discontiniment sur un
espace topologique séparé X si pour tous compacts K, Ko de X lensemble {y € I :
vK1 N Ky # (0} est fini.

2.2. Proposition Un sous-groupe I' de SL(2,R) est discret si et seulement si il agit pro-
prement discontinument sur H.

Démonstration i) Supposons I' discret, soient K, Ko deux compacts de H et K leur
réunion. On a :

{vel:yKiNKy Z0}Cc{yelT :vKNK # 0}.

11 suffit donc de montrer que ensemble {y € I': yK N K # @} est fini. Soit K = p~'(K)
. K est un compact de SL(2,R) (p est propre) et si v € SL(2,R) est tel que vi € K
alors v € K. Soit v €T tel que yK N K # (). Soit w un point de yK N K ; alors on
a a la fois w = ~voi et w = o'i avec o, 0’ € K. Les éléments ~o et ¢’ appartiennent
donc & la méme classe d’équivalence modulo le sous-groupe SO(2) i.e vo € o’ - SO(2) ;
d'ott v € ¢’ - SO(2) -0 € KSO(2)K~!. Comme le sous-ensemble K’ = KSO(2)K ! est
compact et T' discret (par hypothese), I'N K’ est fini. Le groupe I' agit donc proprement
discontiniment.

ii) Supposons maintenant que I' agit proprement discontiniiment sur H. Soient K; =
{i}, K un compact de SL(2,R) et K5 = p(K). Les ensembles K7 et K5 sont des compacts
de H et par hypothese {y € T : yK1 N Ko # 0} est fini i.e {y € T': vi € p(K)} est fini ou
encore I' N p~!(p(K)) est fini. Donc I'N K est fini puisque K C p~!(p(K)). O
Nous allons nous intéresser maintenant aux points fixes des éléments de SL(2,R)
agissant sur H. Nous préciserons leur nature et la structure topologique de 1’ensemble de

tels points pour un sous-groupe discret I' C SL(2, R).

Soit v = (CCL 2) € SL(2,R). Un point fixe z € H de v vérifie ’équation :

az+b
=z
cz+d
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qui est équivalente a
cz® —(a—d)z—b=0.

Sic:Oeta%d,fyaunpointﬁxedanquuiestzo:ﬁ. Sic=0eta=dalors

(1) e (0 4)

i.e. 7y est une translation par le réel b et qui ne fixe aucun point de H mais le point oo.

forcément ~ est du type :

Mettons-nous dans la situation générale ou ¢ # 0. Alors dans ce cas les points fixes
sont donnés par :

—d d)? —4 —d) — d)? —4
-+ VardP—i o (a-d)-ardPd
2c 2c
Ainsi v a un point fixe dans H si et seulement si
) M=1ouM=-I
i) M #1 et —Iet|tr(y)] <2 outr(y) =a+ d= trace de 7.
b

d
le calcul qui précede ceci est encore équivalent a dire que v a un seul point fixe dans H.

Une matrice v = (CCL > € SL(2,R) telle que |tr(y)| < 2 est dite elliptique. D’apres

On dira que « est parabolique si tr |[tr(v)| = 2; dans ce cas 7 est forcément du type :

1)« (0 4)

i.e. 7y est la translation z — z+ b (ou 2 — z — b). On dira alors que v est une matrice
de translation.

Si Jtr ()| > 2 on dira que 7y est hyperbolique; dans ce cas les points fixes de 7 sont sur

I'axe réel d’équation y = 0 (sur lequel 7 est définie sauf en —9).

On dira que z € H est un point elliptique d’un sous-groupe I' C SL(2,R) si le stabil-
isateur :
I,={yel:yz=2z}
contient un élément elliptique différent de I et de —1.

2.3. Remarque L’ensemble des points fixes elliptique d’un sous-groupe discret ' C SL(2, R)
est un sous-ensemble discret de H.

En effet pour z € H soit U, un voisinage compact de z (qui existe car H est localement
compact). Comme I" est discret il agit proprement discontintment ; donc I’ensemble :

{y el :qU.NU, # 0}
est fini ; il n’y a donc dans U, qu’un nombre fini de points fixes elliptiques. O
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Soit v € T" ou T est un sous-groupe discret de SL(2,R). L’équivalence des assertions
suivantes est facile a établir.

i) v est elliptique ou égal a I ou —1I;

ii) v est d’ordre fini i.e il existe k € N* tel que v* = I;

iii) v a un point fize dans H.

Précisons un peu la nature du sous-groupe d’isotropie (ou stabilisateur) I'y, d’un point
fixe w € H de v € I'. Ce groupe est évidemment fini puisque I' agit proprement discon-
tiniment. Notons D = {z € C: |z| < 1} le disque unité ouvert de C. Alors il est facile de
voir que 'application ¢ : H — D définie par :

1 est un sous-

groupe discret de Aut(DD) ; tout élément 7(, du stabilisateur I'j, de 0 est un automorphisme
de D qui fixe 0, c’est donc une rotation i.e. il existe { € C de module 1 tel que ((z) = &z.
Le groupe I'{j est donc fini cyclique. L’image de T',, dans PSL(2,R) est donc un groupe
fini cyclique. 0

est un biholomorphisme qui envoie le point w sur 0. Le groupe IV = @'y~

3. Les quotients H/I' et leurs cusps

Soit I un sous-groupe discret de SL(2,R). On note M l'espace quotient de H par I’action
de I' muni de sa topologie usuelle (les ouverts de M sont les images des ouverts de H par
la projection canonique 7 : H — M). Le lemme qui suit est facile a établir.

3.1. Lemme i) Soit w € H. Alors il existe un voisinage U,, de w tel que deux points de
Uy, sont T'-équivalents si et seulement si ils sont 'y, -équivalents (T, étant le sous-groupe
d’isotropie de w.

i) Soient w et w' deux points de H non T'-équivalements. Alors il existe des voisinages
U, et Uy respectivement de w et w' tels qu’aucun point de U, ne soit équivalent a un
point de Uy, .

De ce lemme on déduit que 'espace topologique quotient H/T' est séparé. En fait
M = H/T a une structure de surface topologique. Notons Hjy le sous-ensemble de H
obtenu en enlevant les points fixes elliptiques de I'; alors 'action de I' sur Hjy est libre
propre et discontinue par biholomorphismes, donc le quotient My = Hy/T" est une variété
analytique complexe de dimension 1 (on dit surface de Riemann). Que se passe-t-il au
voisinage de m(w) ou w est un point fixe elliptique de I' ? En transportant la situation
a D a l'aide du biholomorphisme ¢ : zH — 2=2 € D on montre facilement que 7(w) a
un voisinage homéomorphe au quotient d’un disque (euclidien) par un groupe fini cyclique

d’isométries qui est encore homéomorphe a un disque. Par conséquent on a la

3.2. Proposition Le quotient My = Hy/T' est une surface de Riemann. Le quotient
M =H/T est une surface topologique homéomorphe a une variété analytique complexe de
dimension 1.
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Jusqu’a présent nous nous sommes intéressés a laction de SL(2,R) et de ses sous-
groupes discrets sur H ; maintenant nous allons voir ce qui se passe lorsqu’on étend cette
action & toute la spheére de Riemann vue comme la réunion H = HUR U {co} ot R est vu
comme le bord de H dans C i.e la droite d’équation y = 0.

Soit = (i’ az+b

92 . N T
ctd € H s’étend clairement & H en

Z ; alors 'application z € H —
) =00 et y(c0) =

a

_d
c c’

posant -y (

Soient x un point du bord de H et I',; son stabilisateur; alors il existe toujours une
matrice A € SL(2,R) telle que Mk = oo. Il suffit de prendre par exemple :

0 1
M= (_1 ,{) .
La conjugaison par M dans le groupe SL(2,R) donne des isomorphismes I' — MT M~}

et 'y — (MTM~1),,. Nous nous intéresserons spécialement au cas o1 v est une matrice
de translation i.e v est du type :

1)« (0 4)

De tels éléments ont co comme point fixe unique.

3.3. Définition On dira que T' a oo pour cusp si I' contient une matrice de translation
différente de £1.

On peut montrer facilement que : si un sous-groupe discret I' C SL(2,R) a oo comme
cusp alors tous les éléments de I (stabilisateur du point oo) sont des translations et que
limage de T's par la projection canonique SL(2,R) — PSL(2,R) est un groupe cyclique
infini. Pour le voir il suffit de poser :

A={AeR:(z— z+ ) est un élément de I'}

0o 1L

£

et de montrer que tout élément Vo, € ', (i.€. du type Yoo = (E >) est une translation

(i.e. tel que e = £1). La conjugaison de A par 7o, :

GOGEDED -6

est un automorphisme de A ; donc €2 = 1 qui montre bien que 5, est une translation. [J

3.4. Définition On dira qu’un point k € RU{oo} est un cusp de I' s’il existe M € SL(2,R)
tel que MTM =1 a oo comme cusp ou encore de facon équivalente si le stabilisateur T,
contient un élément parabolique i.e. une translation non triviale.
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On pose H* = H U {cusps de I'}. Si oo est un cusp de T', son stabilisateur I'y, ne
contient que des translations (réelles) ; il agit donc sur 'ouvert :

Uo={z€H:Im z>C}
ou C est une constante réelle > 0. L’injection Ux — H induit un plongement ouvert :
Uc/To — H/T.

On peut préciser la structure topologique de Ug /T, : T opérant sur Uc admet un domaine
fondamental :

1
pr:{zEH:|Rez|§§ et Im z > C}.

Le quotient Ugx /T, est obtenu a partir de Ap__ en identifiant les points du bord z_ =
—% +iy et z4 = % + 1y (avec y > C'). On obtient donc un cylindre C.

Sur H* il existe une unique topologie 7 telle que

i) la restriction de 7" a H est la topologie usuelle de H ;

ii) H est ouvert et dense dans H" ;

iii) si k est un cusp de I' et A une matrice de SL(2,R) telle que Ax = oo alors les
ensembles :

VC’,{ = A_I(Uc) U {Ii}
forment une base de voisinages de & ;
iv) 'espace topologique (H",T) est séparé.
On a alors le théoréme suivant dont on peut trouver la démonstration dans [Fr].

3.5. Théoréme Le sous-groupe I' agit sur H" par homéomorphismes. L’espace quotient
My = H/T' est une surface conneze. Les classes de cusps forment un ensemble discret de
My et Uinclusion canonique H/T' — My est un plongement ouvert.

Si Mrp est compact, il n’existe qu'un nombre fini de classes de cusps (conséquence
immédiate du théoreme).

Si I'g est un sous-groupe d’indice fini de I', alors les sous-groupes I' et I'y ont mémes
cusps et 'application naturelle Mr — My, est propre ; donc Mr est compact si et
seulement M, l'est. O
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