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AVANT-PROPOS

Le but de ce texte est de présenter quelques méthodes graphiques et algébriques de
résolution de certains problémes linéaires soumis & des contraintes : les variables qui
y interviennent ne peuvent prendre que des valeurs permises. Souvent, il s’agit de
chercher les valeurs des variables pour lesquelles 'optimum dune fonction, appelée
fonction économique du probléme, est atteint. Par exemple, maximiser un bénéfice
avec des moyens limités, minimiser un coiit ou des dépenses tout en préservant une
certaine qualité ou exigence etc. Les exemples de telles situations ne manquent pas.
Pour une fonction quelconque, le probléme est assez délicat et nécessite souvent des
techniques mathématiques élaborées. Ceci dépasse largement le niveau que nous
avons fixé ici.

Nous nous limiterons au cas ou la fonction éconmique 3 optimiser est linéaire
ainsi que les contraintes auxquelles sont soumises les variables. Le cas & deux
variables, que nous pouvons visualiser sur un plan, peut étre résolu graphiquement
et de maniére assez simple. Mais déja en dimension 3 la résolution graphique devient
un peu compliquée. Nous ferons alors appel & la méthode simpliciale. Celle-ci
est basée sur des techniques d’algebre linéaire assez classiques : matrices et leur
inversion par la méthode du pivot etc. Aussi, nous nous attarderons un peu plus
sur ces notions de base. Nous traiterons la partie proprement dite de programmation
linéaire (élémentaire) sur des exemples concrets sans toutefois perdre le caractére
général de la démarche,

Nous rappelons que ceci n’est pas un cours structuré mais simplement un
résumé de quelques-unes des notions d’algebre linéaire et de problémes résolus de

programmadtion linéaire. Le lecteur ne doit donc pas s’étonner 8’il ne frouve pas de

démeonstration de théorémes |

Lille, Mars 1987
Az1z BEL KaciMI
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CHAPITRE T

VECTEURS

Nous pensons qu'il seralt trés utile de ne pas démunir un
cours d'Aléébre linéaire de sa base et son support véritables:
les vecteurs du plamn.

Nous avons donc préféré commencer par ga afin de bien montrer
1'aspect géomdtrique qu'il y a derridre. |

1-Vecteurs du plan,

Nous considérons gue le 1écteur posséde intuitivement la
notion de vecteur gqui est celle de segment orientéd,
. -5 ] .
On dira que deux vecteurs du plan AB et CD sont "équival-

ents" si le quadrilatdre ABDC est un parallélogramme :

Fig 1.1

iB et €§'80nt deux representations différentes du méme ve-
cteur ©,0n peut alors fixer un point O en lequel on choisira une

representation pour chaque vecteur :

-
u

<

Fig 1,2 0 e
d

1.1-Somme de deux vecteurs.

Soit T un vecteur du plan,On peut interpreter 3 comme une
force agissant sur le point O0.Deux vecteurs ® et Vv sont domc deux

-3 Ia
forces appliguées a O.La resuliante est alors une force ¥ donnée

- . -5 -=§. .
par la diagonale du parallélogramme défini par u et Viet cecl



e

ge justifie physiguement,

Pig 1.3

- o PR
La somme de-§ et ¥ sera par définition le vecteur W.On peut
montrer facilemsnt gque cette somme vérifie les propridtds suivanw-
tea

. . — —p
1)Commutativitd : w + v

=V 4+ 0 pour tous vecteurs il et ¥,
ii)associativitd :(B + V) + =T + (¥ + N,
iii)existence d'un élément neutre noté O et appelé le vecteur
nul,

jiv)chaque vecteur ¥ admet un opposé -%.

1.2-Multiplication des vecteurs par les réels,

Soient ¥ un vecteur du plan et X un réel.
Le produit de i parAest le vecteur AR ayant :
-méme direction que ﬁ,
-méme sens que a si)\ est positif et sens contraire a T si}\
est négatif,
-ga longueur dgale 3|A| fois celle de it.
Cette multiplication par les reels vérifie :
D1.d=% , 0.8=T et \.0=7,
AR+ D = A3+ A7,
1i1) (/\+f/).ﬁ = A2 *p S
iv) ;\,g‘J.a") = O

L'ensemble V, des vecteurs du plen muni de ces deux opérations



vérifiant les propriétés ci-dessus est appelé Espace vectoriel

des vecteurs du plan,

1,3~Vecteurs colindaires,

Soient ¥ et ¥ deux &1éments non nuls de VZ.On dira que ﬁ

et ¥ sont colindaires s'ils ont la méme direction,

Ceci est équivalent au falt qu'il existe un reel /\ vérifiant:
7= AT,
3i 7 et ¥ ne gont pag colindaires on dira qutiils sont 13-

néairement indépendants.D'une manidre dquivalente :toute rel-

ation X .1 +F ¥ = 0 implique A =F= .

/\?
P
Y1
Vecteurs colindaires Vecteurs linéairemBht
indépendants
(a) (b)

1,6~-Systéme générateur,

Soit ¥ un é1dment de V2.,Il est clair qus l'ensemble de

tous les vecteurs \ .% ol A parcourt R n'est pas éeal 3 v,

tout entier :1'élément W (Voir Pig 1.4.1) n'appartient pas &

cet ensemble, ¥

Fig 1.4.1




De la méme menidre deux vecteurs colindéaires ¥ et ¥ ne suff-
igsent pas A& engendrer tous les éléments de V, car toute combinaison-

,\ 1 +F) T oot A et% sont des réels,est colindaire 3 ¥ et v (Fig 1.4. 2),

Par contre si B et ¥ sont lindairement indépendants,alors tout
vecteur W de V, stéerit : W =\ +i5 .V et ceci d'une manidre unique
i.e)\ et? sont uniques,

Pour le démontrer on considdére les droites D3 et D qui supportent

- —
respectivement T et ¥,

Dy

Fig 1l.4.3

On projette le point C sur D$ et Dﬁ' respectivement en A' et B!
paralldlement & i et ¥.Par construction on a :
# = OB + OA.
w—, o . . - re
or OB et a}ff sont colinéaires respectivement a 7 et V.Ils s'éerivent
donec de manidre unique : gﬁ'=)\.ﬁ et (ﬁ’zF.? .D'ou 1'on dédult :

T=A +F T



On dira que 7 et V forment un systéme générateur.Ceci gignifie

que g1 1'on fixe T et 'w?,alors la connaissance de w est équivalente a
celle du couple de réels CX,F).Si on change ¥ et ¥,1le couple (A,P)
change.

Le systéme (ﬁ’,i‘?) est appelé base de 1'espace vectoriel V, di.e
T et ¥V sont lindairement indépendantzs et forment un sysiéme géndrat-

eur de V2.

I1 est facile de montrer que toute base de V2 a exatement deux

éléments,.Pour cela on dit gue V., est un espace vectoriel de dimension

2

deux.

1.5-Espace RE.

Congidédrons 1'espace vectoriel V2 muni de la hase (?,X?).Nous
avons vu que tout vechteur de V2 s'éerit d'une maniére unique sous la

forme W = x.q + Y.V, Autrement dit A& tout vecteur W on associe le

couple de réels (¥,¥).0n définit alors 1'application :
n
2 s .
en posant o(®W) = .
¥

I1 est clair que cette application est bien définie,bijective.Bn plus &

v, —% s &

; ¥ =
la somme de deux vecteurs W = x,d + y.# et W' = x'. 4 + y'.V corre-
2 e |
spond la somme dans R~ définie par :
b4 x' {x—rx'

+ =
y ')

y+y!

et qu'a 1a multiplication de W par of correspond la multiplication -

x|
Wy

q.

S
y




Prés important :L'application @ dépend de la base (,¥).

I1 est facile de voir que ces opérations définies sur RZ véri-
fient 1les mémes propriétés que celles définies sur V5.0n peut oublier
V2 et ne considérer que 1'espace veotoriél Rz.
1l.5-Remarque,

Tout ce qu'on vient de voir pour V2 se généralise aux vecteurs

de 1‘'espace V3 .

<4

¥

Pig 1.5.1
Dans ce cas une base de V3 aura 3 éléments 3,? et W de telle so-

-5
rte que tout vecteur ¥ de V3 g'éerit de manidre unigque sous la forme:

- - -
= XU + FeV + ZaW .

On définit alors 1'application :

X

3 par G(?) = |y
7

e : Vj ——mpr R

et les opédrations sur R3 par

x X‘ X+X' X WX
vl + |y - v+ y! at . ¥y = dy .

o
Z z! 7+ z' 4 i



Oé définit vne addition dans R et une multiplication par
les réels gomme célles pour R2 et RB.On obtiendra alors une str-
ucture d'espace vectoriel sur R".Dans 1a suite on ne considérera que
ce type d'espace,On notera un élément gquelconque de r® par u (sans
f1%che).6n revient alors sur la notion d'indépendance linéaire,de
systéme générateur et de base.

2-Tndépendance linéaire,Bases,

Soit (ul, css ,up) un systéme de p vecteurs dans R",
2,1-Définition,

On dit gue le systéme (ul,...,up) est libre ou gque les vecteurs

ul,...,up gont linéairement indépendantg si on a :

XI,ul + oees +}\Pup =0=D Ay = een =)\p =0 .

Autrement dit toute relation du type ,\lul+...+ )\pup = 0
ne peut avoir lieu gque si ,\1 "°‘)\p gont tous nuls,
Exemple,

2 . 1x
Dans R~ on considere les vecteurs :

w o= ] ow, = |}
17 1 2 |0 ¢

Ce gystéme est libre,Bn effet si ,\1111 + )\2112 =0 on a:

3 1 0
A ] e s
p 0 = i.e

0

po
]
=
N
-+

Dioti 1'on dédwit X, =N, =0 .



81 (ﬁi,...,upj n'est pas libre,on dit qu'il est 114.0n

peut trouver des nombres xl""’xp non tous nuls tels que :

}\lul'{“ -0.+Apu =On

p
Exemple.
1 0 1
Leg vecteurs u, = |I N, = |1 u, =42
L 1 2 o 311

forment un systéme 1ié car ils vérifient la relation :

ul + u2 - u3 =0 .

Exercice.

—

Soit(ul,...,up) un systéme de p vecteurs dans Rn.Mon‘trer
que i p> n alors ce systéme est 1ié.
2.2-Définition.

On dit qu'un systéme (ul,...,up) est un systéme générateur
de R® gi tout vecteur u de R s'éorit (pas nécessairement de mani-
dre vnique) sous la forme :

V= XUy + e + XU .

171 p P

Exemple.

1 1 2

Soient U.1 = u, = deux vecteurs dans R .Ces

1 2 0 ’

vecteurs forment un systéme générateur.Bn effet pour tout vecleur
% i igt 3 t T

1 = il existe Xy et X, reels tels gue u = xlul + Xa“z' 1
suffit de prendre X = @ et X, = O( —F .
Exercice. b

Montrer que si p<n ,un systéme de vecteurs (ul,...,up)

n . .
dans R~ n'est jamais un systéme générateur,



2.3-Définition,

Un systdme de vecteurs (ul,...,up) dans R© qui est & 1la
fois libre et générateur est appelé base de r",

Dans ce cas on a nécessairement pgn et p)‘_, n,c'es-a-dire
n=p.

Tout vecteur de R" s'écrit d'une manidre unique sous la

forme : u = xlul + ees + xnun.

Exemple.
1 1
On a vu que les vecteurs u, = et U, = sont lin-
1 &

édairement indépendants et forment un systéme générateur.Donc
(ul’u2) est une base de Rz.

On montre facilement que dans un easpace vectoriel
toutes les bases ont le mBme nombre d‘éléﬁents.Ce nombhre est
appelé la dimension de cet espace vectoriel,Ainsi R™ est de

dimension n.

Une bage particuliére est donnée par les vecteurs :

1 0] 0
0 1 .
. . 0
1] = - [ = [ =
1 [ ] L I
0 2 Ao ]

On 1'appelle 1la base canonique de R".
La proposition suivante est relativement importante
pour démontrer qu'un systéme de vecteurs est une base.

2.4~Proposition.

Dans R™ on considére n vecteurs ul,...,uh.Alors les asse-

rtions suivantes sont équivalenties :



=10~

i) (ul,...,gn) est un systeme ;ibre,
ii) (ul""’un) est un sysitéme générateur,

iii) (ul,...,un) est une base de R,

Nous terminons ce chapitre par cuelgues exercices.

3J-Exercices.

1-Dans R3 on congidére les vecteurs |
1 0] 1

uw = 311 u, = {1} . =t 0 .
Q 1 1

1 2 3

a)Montrer que le systéme (ul,u2,u3) est une base de RB.

. 3
b)EBxprimer le vecteur u =|1 dang la base (ul,u2,u3).
2
t 1 5
2-3olent w, = et u, = deux vecteurs de R .
Lo 2 2

Pour quelles valeurs de t forment-ils une base ?

3=-30it E un sous-ensemble de Rn.On dit que E est un sous-espace
. no_.
vectoriel de B =i :
-Pour tous u et v de E ,u - v appartient encore a E,
~-Pour tout A réel et tout u de , Au appartient & E.
Montrer que l'ensemble E des vscteurs u dont les coordonnées
x5 %, et x., vérifient x + x. + %, = 0 €3t un sous-espace vectoriel

3 1 2 3
de R3

Exhiber une base de E et en déduire sa dimension.
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CHAPITRE II
MATRICES

Dorénavant on numérotera les vecteurs en mettant 1'indice en

haut contrairement & ce qu'on a fait Jusqu'ad present.

L'objet de ce chapitre est de donmer une introduction et une

étude agsez élémentaires de la notion de matrice réelle.

1-Matrice d'une application linéaire.

Soient E = RF et F=R" deux espaces vectoriels et

application de E dans F.

1.,1-Définition.

On dira que f est linéaire si :

i)}Pour tous u et v dans E on & :

flu+ v)

f{u)

ii)pour tout réel A et tout u dans E on a : f(hu)

Une application linéaire respecte les opérations

sur les vecteurs,Autrement dit si on connalt les images

on peut en déduire celles de u + v et Au.

1.2-Exemples.

1.2.1-Application linéaire.

On suppose B = F = R".Pour tout u dans E on pose

f{u) = 3u ,

On a alors

i) flu + v)

11) £u)

1t

)

It

1.2.2-Application

n

3(u + v)
3u ¢+ 3v

f{u) + f£{v),

It

3(Au)
(30w = A3
Af(u),

non linéaire,

+ f(v),

1}

AE(u).
définies

de u et v

-
-
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Soient B = F = R et posons f(u) = w?.

Cette application n'est pas linéaire car elle ne vérifie
pas la propriété ii) de la définition 1.1 (ni i)} d'ailleurs).En
effet £(Au) = (.\u)2 = K2u2 =x?f(u) et ceci est différent de
}\f(u) en général.

1.3-Representation d'une application linéaire par une matrice,

1

Sotent (al,...,AP) une base de R® , (B

de R® et u = xlAl + aes + prp un vecteur de RP.

,ocn,Bn) une base

5i f :-Rpu___quF est une application linéaire on a :
Pt b, i
f{u) = f(-}_—_xiA ) = Z xif(A )
1:1 'l=1
Pour connaitre £(u) il suffit donc de connaitre £{AT),...,

f(AP) qui sont des vecteurs de RY et g'expriment dans la base

Bl ..., B
1. 1.1 1.n
f(A) = a]B + ..o + & B
ll....ﬁi“‘..l.....l‘...
Py _ ,bpl Pt
£(AY) —‘alB + ees + a’B
on encore
al
1 1 &l
f(A ) = . T EE R f(AP) = [
al ap
n n

Pour déterminer f il suffit de déterminer 1e°tableau

de nombres™ :
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qu'on appelle la matrice de f par rapport aux basges (Ai) et (Bj)
et qu'on note M(f;Ai,Bj).

Si on change la base (A%) ou la base (BY) (ouw les deux),
la matrice de f change,Nous verrons par la suite comment steffe~
ctue ce changement et illustrerons ¢a sur quelques exemples.

eme

Nous voyons que la i colonne de la matrice M(f;Al,Bj)

est formée par les coordomnées du vecteur £{A') dans la base

8%,...,8%)

1. 4~Exemples.
. 2 3
Soit f : R——— s R

X1+X2

X %p
3x1+x2

Toute matrice de f aura 2 colonnes et 3 lignes.

a)Calculons la matrice de T par rapport aux bases cano-

niques de R2 et R3 :

1 1
On a : f(el) = [1 ' f(e2) ={-1
3 1
D'oll
N . 1 1
M{f;e ,e'a) = |1 -1
3 1
b)Cette fois-ci on prendra comme base de R .
s i 241
-1
On aura :
2
f(Al) = lo| = 26" + 0e'? 4e'3
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0
f(Az) =121 = Oe':L + 2012 + 2et3
2
i . 2 0
et done : M(f347,e'9) = o 2
i 2
¢)}Enfin on prend
1 1
At - 22 - pour base de R> et :
1 -1
1 [ 0 1
B =11 B2 = {1 B3 =10 pour base de RB.
0 1 1

Pour déterminer la matrice M(f3A",BY) il faut exprimer les

vecteurs f(Al) et f(A2) dans la bage (B} BZ,BB).Pour cela il faut

2 3

. 1 :
exprimer les vecteurs e' ,e'” et e'” dans cette bhase,

On sait que :

Bl = e'1+ e’2
B2 = e'2+ 8'3
B3 = e‘l+ e'3

La resclution de ce systéme donne :

o'l = %(Bl - 8% 4+ B
3'3 = %{-Bl+ B2 4 BB)

En repportant ces expressions dans celles de T(Al) et (4%)

(déja caloulées en fonction de g'l, et? ot e'3)on trouve :

f(Al) = -B1 + B2 + 3B3

Un caleul analogue au précédent donne

£(a2y = 28°,
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Finalemeﬁﬁ 1

M(f;Ai,BJ) =

F
.

0
2
0

d)Matrice identité : Soit id : R—— 3 R 1'application

gui & tout u asscgeie u lul méme,

Si (Al)i_l , 89t une base de R alors la matrice de id
Zlsaney

par rapport & cette base est :

1l 4] e 0
0 1 ... O
I = - -
I . .
0 0 1

et est appelée la matrice identité (ou unitd) dtordre n.

Etant donné une matrice :

1 P
a. e aa &
Lo | 1
al ..., aP
n 1.

on peut toujours la considérer comme associée 4 une application

linéaire f de R® dans R™®.I1 suffit de prendre

1 p
T
. — HH
L4 1 LI ] p
Xp anxl Foeat a.nxp

Au besoin on fera recours & cette correspondancs,
Dans la suite on notsra une matrice A de la fagon sui-
vante 73

i , - 1
A = (aj) o i = 1l,.00,p % J = 1,0..,n &% %y est 1e
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~

eme me

fops . : ) . .8 .
céfficient gui se situe & la i colonne et la jJ ligne,

1,5-Somme et produit par un réel.

Soient A = (a;) et B= (b%) ou i = 1l,00e,p &t j=l,44.,0l
La somme de & et B est par définition la matrice ;
i i
A+ B = (a] o).
(3"*‘3)
Par exemple :

1 0 2 2 3 1 3 3 3

-1 1 0 1 -2 4 0 -1 4

On ne peut sommer que les matrices ayant méme nombre de
lignes et mdme nombre de colonnes.La somme des matrices corres-

pond & la somme des applications lindaires i.e :

m(£sat,B9) + Mg;At,BY) = M(f + g3a*,BY) .

i ) est un réel on définit le produit d'une matrice A
par N comme étant la matrice MA dont les coéfficients sont les

coéfficients de A multipliés par A .Par exemple :

- —2A A
). 2 1 2
0 3 0 3A

]

On a aussi :

mAe;at,B9) = Am(e;at,Bd) .

Qutre le fait qu'une matrice 4 &3 n lignes et p colonnes
peut &tre associde A une application linéaire f : RPe—5 R"
(relativement 3 des bases),on peut aussi la considérer comme la
donnée de p vecteurs Al,---,Ap dans R .La iémeodlonne étant
conatitude des composantes du vecteur Ai dans la base canonique,

on dira que A est la matrice du systime (A s(--,%p) dans.ceiﬁe base
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Si au lieu de prendre la base canonigue,on prend une autre

bage,les vecteurs (Ai),

restant fixes,la matrice change.
:L:l,tcc,p

1A encore on volit que la notion de matrice d'un systéme de vect-

eurs n'a de sens que si 1'on précise la base dans laquelle on tr-

availlle.
Exemple.
1 |1t 2 |t 2
Les vecteurs : A7 = , A = dans R~ ont pour ma-
K 1 1
“trice A = par rapport & la base canonigue mals :
1 -1
1/2 -1/2 1 0 o (=1
Al=] dans la base A'" = I 4 AV= 1
-1 -1 2) 0

Cette interpretation va nous permettre d'introduire la not-
ion de :

2~-Rang d'une matrice.

Solt 4 une matrice & n lignes et p colonnes.D'aprés ce qu'on
vient de inr A est assecide aux vecteurs colonnes (A}...,AP),
2.1-Définition.

On appelle rang de A et on note rg(4) le nombre maximum de
vecteurs lindairement indépendanis gue 1'on peut extraire de la

famille 4T,..,AP

2,2-Exemples,

(1 0
i)La matrice : |0 1 est de rang 2,
0 ©
[0
11) . est de rang 1,
\
1 o 1
1ii) 1 1 1 0O est de rang 3.
) o] 1 1
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Si rg(A) = Inf(n,p) ou A est une matrice & n lignes et D

colonnes,on dira que A est de rang maximum.Par exemple la matrice

est de rang maximum .,

O O =P
O O - O
O = O w

3-Produit de mat;ipes.

On se donne :

—Une base (A}...,AP) de Rp,

-une bhase (B}...,Bn) de R°,

-une base (C],'...,Cq) de Rq,

-une application linéaire f:Rp————é-Rn et une application
linédaire g:Rn—~——§=Rq,

-La matrice A:(a?) de £ et la matrice B=(bi) de g par rapport

aux bases considérées,

Probléme : Trouver la matrice C = (c;) de 1ltapplication h = gof :

Caleulons h(A") et exprimons le dans la base (Cl,...,Cq}.

On aura
h(Ai) = gof(Ai) = g[f(Aiﬂ ’
fl n
1y o 13 et g n(aly - 1o(pd
or T(A™) 3_1 a5 et donc h(4A™) éé%ajg(B ),

q .

3
!
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D'oﬁ 1 h(Ail) Z( Za bJ)C

n
d
Pinalement : g;%bka °

Par définition le produit B.A sera la matrice de 1l'application
h=gof,i.e 1la matrice C=(ci) dont les coéfficients sont dormés
par l'egalité ci-dessus en fonction de ceux de A et de B,
Ce produit n'est évidemment possible que si le nombre de colonnes
de B est égal au nombre de lighes de A,

Il n'est pas difficile de voir que ce produit vérifie

les propriétés suivantes :

i) C.(B.A) = (C.B).A ,
ii) C.(B+A) = C.B + C.A ,
111) (B+A).C = B.C + A.C ,

iv) B.(AA) = A(B.4),

v) 8i A a n lignes et p colomnes on a In.A = A et
A.Ip = A ou In et Ip designent les matrices identité respecti-
vement d'ordres n et p.

Nous allions donner un exemple de calcul sur lequel on

verra comment on peut procdder de maniére pratique.Soient :

1 0 1 1
A.= B:
2 1 1 i
On calcule B.A : (1 0
/’/ = A

e ,/(2 ’

1 1 3

B = = B.A

1 1) \3 1)




On calcule A.B

.
.

1

i}

2

1

8

[ I

‘3

-20=

Sur cet exemple on constate que B.A n'est pas égal 4 A.B

et donc le produit de matrices n'est pas commutatif.,

De maniére pratigque le produit de B et A se fait de la fa-

¢on suivante :

- -, - . i
Pour avoir le coéfficient c

ligne de B et la i°™°

Autre exemple,

2 3 0
0 €
1 2 3

k

colonne de A et on somme {voir ci-dessus).

\

/

on multiplie terme & terme la k°me

/
-1

\

/
-2
1

O = O

H
F
=
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Matrices inversibles.

Soit A une matrice carréde d'ordre n.0On dira que A est

invergible s'il existe une matrice carrde d'ordre n notée At
telle que : AA L = T et AL A =1
q H . ne . n

3,1-Exercice,
Soient A et M deux matrices carrées d'ordre n avec N
inversible.Démontrer les assertions sulvantes :

i)A est inversible si et seulement si rg(d)

I
&

1i)S1i A est inversible on a (A.M) T = M F,A7,
111)A est inversible si et seulement si A.M est inver
sible,
iv)A est inversible si et seulement si les vecteurs
colonnes de A sont lindairement indépendants,
Soit £ : RMe———» R" une application linédaire dont
A est la mairice relativement & une base,Alors A est inversi-

ble =i et seulement si f admet une application inverse fql .

i.e vérifiant fof_l = f_lof =1l'identité de Rn :
Rn f N Rn
f-l \‘Hig. f—l
\"'-.
R%—. L _$pT

Donnons quelques exemples

Soit £ : RP— — a R

X X=X

1 172
x —_—

o X1+2x2+3x3
x

2
Kl+ x2+3x

3

Cette application a pour matrice :



P P—-

i -1 0]
A =1l 2 3 qui n'est pas inversible car £ ne
2 1 3
0
l'est pas,Bn effet f envoie les vecteurs distincts| 1 0
o 1 0
sur le méme vecteur |01 .Elle n'ezt donc pas injective et &
0

fortiorli ntest pas inversible.

Considérons maintenant 1'application :

h : R2 s R?
Xl 2xl+x2
X2 X1+X2

qui a pour matrice par rapport A la base canonique :

2 1
B = .

1 1

La matrice inverse de B est :

qui n'est rien d'autre que la matrice relativement 4 la basze
canonique de 1l'application inverse ' de h.

Nous donnerons dans le chapitre qui suit une méthode
d'inversion d'une matrice.Nous traiterons cependant ici en exer-
cice quelques cas pariticuliers.
4-Exercices.

a b

1-Soit A = .

c d

a)lMontrer que A vérifie la relation :

A2 - {a+ d).A + (ad - bc).12 = O,

b)Montrer que si(ad - bd est non nul alors :
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A'l ) __th___ d =-b
ad - be

-C a

2=-30it T : R2~‘——-A>R2 une application linéaire dont la

la matrice par rapport & la base canonigue de R2 est :
1 2
A = .
3 2
a)Montrer qu'il y a exactement deux réels,*l et Xz

pour lesquels ii existe deux vecteurs ul et u2 tous les deux

non nuls et ftels que
P
1

2
A2

£(ub)

£(u?)

b)Montrer que (ul,uz) est une base de R° et donmer

la matrice de f par rapport & cette base.
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CHAPITRE IITI
INVERSION D'UNE MATRICE

Nous donnerons dans ce chapitre une méthode d'inversion dont
le principe consiste & multiplier la matrice identité par une suite
de matrices "simples" et que 1'on obtient & partir de la matrice
donnée,

Tout le long de ce chapitre les matrices considérées seront

carrées dont 1'ordre sera noté n.

1-Matrices de travail.

1.1-Définitions.
Soient r un entier tel que 1 €r ¢n et x un nombre réel,
On définit la matrice T(x;r) comme étant la matrice dont les coé-

fficients % vérifient :

5 0 si i
tj =11 sii=j#m>r
x8li=j=r

1 0 0 0 ©
Exemples. 0 1 6 0 0O
0O 0 1 0 0
1)0n prend n=5 et T(x54) ={gq & o5 x 0
0O 0 0 0 1

2 0

ii)On prend n=2 et T(\/2;1) =
0 1

S3i r et 8 sont deux entiers distincts compris entre I et n

on définit la matrice T'(x;r,s) = (t‘;) par :

5 1 si i=j
t'j = |x 51 i=7r et j=s
0 partout ailleurs
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Bxemples, 1000

- . 0 1 x ©
1)On prend n=4 et T'(x;3,2) =

¢ 0 1 O

0 0 0o 1

ii) " n=3 et : 1 =11 ©

Tt(-11;2,1) =| C 1 0
0

o]
=

Toute matrice T(x;r) (resp T'(x3r,s)) est appelée matrice

de travail de type I (resp de type II).

1.2-Quelques propriétés,

1,2, 1=Multiplication d'uvne matrice de travail par ume matrice

Soit A = (a?) une matrice,

i)Multiplication par une matrice de travail de type I.

R

LR BN I B

1 n
a ....la
n

n /

/ Y /.1 n )
1O al..'.. 1

Olo e asrscwoe

T(X;T)= O O seee X O s Xa?l;ucoxa

BB

T{x;r).A

L B I N R

SCRJEITEPRIPIPPRRL Yy k%}“'ﬁﬁx

Regle,

Pour multiplier une matrice A par une matrice de travail

&me

T(x;r) on multiplie la r  ~“ligne de A par x.

Bxemple. -1
8i A= |3 4 0 et T(x;2) est d'ordre 3 on aura :

0 1



2 -1
T(X;E).A = 3x 4x
0 1

0
0

1

-P6=

ii)Multiplication par une matrice de travail de type IT.

Soit T{x;r,s) une matrice de travail de type IT.

(1 0udueeiii i)

ségfiignﬂwwﬁm;_xf.l.....

4 e m e moBBENNS

Régle.

Pour faire le produit T'(x;r,s).A,on rajoute &

ol

1

me
r colonne ai

/1

8

i
N'n

-

a8 d s assase

S 0804006 b a

=)
a9 eas0oResno a-l
AL B PR E e

1.1 1
a+xa LI B B B N I
s

* %0 s sd o

4888 &8RN

ligne de A x fois sa r Z°ligne.

Exemgle. 2 -1 0
81 A=13 4 Q
0 1 1

Tr(x;2,1).A =

et T'(x;2,1) d'ordre 3

243x -1+4x

3
0

4
i

l,2.2-Invergion d'une matrice de ftravail.

n
n/

n n
a +xa
5 r

n
an/

0
0
1

=T (x;r,s).4

on aura :

On vérifie facilement les assertions suivantes :
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i)T(x;r) est inversible si et seulement si x est non nul.
Son inversé est la matrice de travail T(1/x;r)
i1)T'(x;r,s) est inversible pour tout x et a pour inverse
la matrice de travail T'(-x;r,s).

Le lecteur est invité & faire toutes les démonstrations.

xemples,
1 ¢ 0 -1 1 0 0
Si T=4{0 1 0O alors T = 0 1 0O
0O 0 2 0O 0 1/2
1 0o 0 0 1 0 0 0
O 1 0 0 -1 0O 1L 0 O
T =10 2 1 © alors T! =10 -2 1 0
c 0 0 1 0O 0 0 1

2-Invergion d'une matrice,

Considérons maintenant une matrice A de rang maximum.Elle
est donc inversible.On a alors le :

2.1-Théordme,

2

11 existe des matrices de travail(de type I ou II) Ml’

M2,...,Mk telles que_:
Mk.Mk""l...:Ml.A = ln -

La démonstration de ce théordme est longue et assez

téchnique,Nous nous contenterons de la faire sur quelques

exemples. 5 1

i)Scit A = .I1 est clair que A eat inversible.
1 1

On veut done transformer A en I2 en 1a multipliant succe-

gsivement par des matrices de travail conven ement choisies,

s 1
Commengons par transformer la 1°7°colonne en obOn multiplie A

par : 1 0 ) 1

M., = : on obtient N, = .
1 -1/2 1]° 1 0 1/2
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1/2 0
Ensuite on prend M, = et on obtient :
¢ 1
1 1/2
N = M -M -A = -
2 2°71 0 1/2
gme 0
Reste & transformer la 27 ~ colonne en «Pour cela on
1
miltiplis par :
1 -1 1 C
M3= et M4 = et on trouve :
¢ 1 0 2
1 0 (1 o
N3= MB.M2aM1-A = et N4: M4n M .Mz.MloA—_-
0 1/2 0 1

ii)Prenons un autre exemple :

0
0 .
1 1

e
il
O B

Cette matrice est inversible.On procede comme précddemment et on

dispose les calculs de la fagon suivante

\

r1 o 1
1 1 = A = o

0 1 1)
1 0 0) ( 0 1

L= }-1 1 0 0 1 -1| =N
O 0 11 \O 1 1/
\
(1 0 o) (1 o0 1

= 0' — =

M, 1 o 1 -1 W,
Lo -1 1, Lo o 2/
/ ¢ 3
0 0 0o 1

M= 1 0 -1 =Ty
LO 0 1/2 0 1)
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(1 o 1 o 1
0 0 1 L o o 1
r /
- 1
M5= =I\I5=13
| © 0o 1 L0 O
/

2, 2-Méthode d'inversion.

Soit A une matrice carrde inversible dlordre n et dl'inverse

At D'aprés le théoréme 2,1 i1 existe des matrices de travail

Myyousyby telles que My oM Mi.A = I .0n a donc nécéssairement

1.--

ATt = Mk'Mk—l"‘Ml'Pour déterminer cette matrice on disposera les

calculs comme suit

ere .
~-Une 1 colonne dans laquelle on mettra gsucceggivement

L

Miseeeslly

-une 2°M° colonne dans laquelle on mettra A:NO ,N1=M1.A,

N2=M2-Nl ,N3 = MB-NE,aa-,NI{:Mank_l =Mk-Mk_1aoooM11A = In '
—enfin une 3°™° golonne reservée aux matrices : Ay =L,

M eassll = A—ll

A=M, T =M, A =M, .M, ,A,=M, . M,.M Ay =M LMo 1

1 1" 1 P22ty 3 et g

(Voir ci-dessus)

..—.I =A
i \ / =Jthl\IO \ i n 0
i
, E [ 3 : (

s ! = ; = =A
Ml = t Nl Ml.In 1
\ P, \

\
{ 3
F _
- : =N =
M2 i 2 A2
Pl
\ i /
{

%8 8806 00D SN NS PSSP RO SR L RO
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Reprenons les exemples qui précédent,

2 1
i) A =
101
/!
2 1 1 0
=NO =AO
1 1 0 1,
f
1 0 2 1 (1 o)
M, = =Ny =4
 -1/2 1] | 0 1/ -1/2 1,
1/2 0) 1 1/2) (1/2 0 )
2 ) 2
e 1; 0 1/2) | -1/2 1]
, .
1 o) 1 1/2) 1/2 0o
M, = =N =A
3 0 2 LO 1) 3 v =1 2} )
1 -1/2) (1 0 (1 1)
M = =N =.A.
4 0 1 0 1 S ] 2j 4
1
ii) A= 0
1
Pl o 1) !' (
: A=l
l1 1 of=A 1‘70é
1 1/ Y 0
1 0 0y (1 o 1) § [ 1
- {-1 1 ol : |lo 1-1j. -1
) : M
0 1) to 1 1) [ Lo 0
i !
1 0 0} i(1 0 1) i 10
=lo 10| {lo 11|y -1
s : Nz
\ 0 -1 ilo o 2 A RS |
|
(1 0 © 1 0 1) 1 0 0
- 1o 1 o0 0 1 -1]. -1 1 0
M3 NB
\ 0 0 1/2 00 1J i/2 =1/2 1/2

=N
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: 1 !
M= { 0 0o 1 =N, | |-1/2
o o 1/ | 0 0 I 1/2
!
1 -1 i 1 0 0 1/2
M= [0 1 0 i 0 1 0|sN|-1/2
\ 0 i 0o 1 1/2
{

2.3=-Quelques applications,

2,3.1=Resolution d'un systime lindaire,

0
1/2

-1/2
1/2

i/2
-1/2

i/e
1/2
-1/2

1/2
1/2

Soit le systéme linéaire & n équations & n inconnues :

alx +-.ooanX

171 10 = Py
a'lx +to-aanx = b
n l nn n

On peut encore 1'écrire sous la Fforme matricielle ;

A,X = B (®)

™
o

-

ou i A = (ag) X = et B =

reen

1)81i rg(A) < n,1'équation (E) a une infinité de g01u~

tions ou n'a pas de solution du tout.Exemple :

1 1

a une infinité de solutions (xl

Par contre :

n'a pas de solution du tout,

quelcongue et x

2

=1_Xl) .
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i1)Si rg(A) = n,l'équation (E) a une solution unique donnée

Pour comnaitre X il suffit donc de faire le produit A—l.B

et d'aprés 2,2 cela revient a4 calculer successivement les matrices

M,.B,M

1 lM .B,...,M QM M .B.

2°71° ' k-1
Exemples.

i)Résoudre le systéme :

{2x1+ X, = 3
xl+ X2 = 2
X - 3 2 1
On a X = 1 sy B = et A =
ch 2 1 1
2 1 3
=A=N =B=B
1 1 0 2 ©
1 0 2 1 (3
M o =N =B
1
-1/2 1] o /2 ' v *
1/2 0] 1 1/2) (32
M, = =N =B
2
0 1) o 12f 2 iz 2
(1 0 ) (1 1/2) 3/2)
M, = =N =B
3 1o 2 ) o 14 ° 1 3
(1 -1./2 {1 0 } 1
M - :zN =B = X
4 { 4] 1 \ O 1 4 1 4
1
La solution du systéme est donc : X = .
1

ii)Résoudre le systime :
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X + X = 2
3
X, + X2 = 4
Xy + x3 ==2
1 0 1 Xy 2
Ona: A=l 1. 0 X = XE B=4
0 1 1 x3 -2

La matrice A est inversible.0On multiplie B successivement

par Ml’MZ’MB’M4’M5 :

(1 o 1 ( 2)
1 1 0O =A=NO 4 =B=BO
Lo 1 1 | -2)
3
1 o o) (1 o 1 [ 2)
_{-1 1 o o 1 -1 - 2 -
My Ny B
o 1) (o 1 1 _2
/ \
0 0) (1 o 1) [ 2)

- 1 0 o 1 -1| = -
M, N, B,
o -1 1/ Lo o 2 -4
(1 0 o (1 0 1 (2

= O 1 0 O 1 _1 = 2 =B
My N3 3
\o o 1/2 \o o I \_p /
/ A ’ 3 3
1 0
= |o 1 ol -y 0 -B
My 4 4
L0 L L % : _EJ
(1 o -1 (1 0 © 4
o= lo 1 o 0 1 0 =N 0 B
5 5 5
Lo Lo 0 -2

La solution du systéme est donc :

4
A - O .
2

=X



Y

2,2.3-Changement de bage,

Soit u un vecteur de R' dont la matrice A par rapport A

la base (Al,...,An) est
u
U=o'1 "
Uy

Soit (Bl,...,Bn) une autre base de R“ telle que pour tout i=l,...,n

levecteur B~ a pour matrice dams 1la base (Al,...,An) :

bi
5 1
B = . .
bi
n
Probléme,

Quelie est 1a matrice ¥V de u dans la hase (Bl,...,Bn) ?

1
Soit ¥ =|: LO0n a :
v
n
n n
‘_"" = o
w=/_ lel = 2: vy /£ b;.‘AJ = z 2 brv, AJ,
i=1 i=1 j=1 =1 i=1 +

n
Drautre part : u = z ujAJ .D'ou 1'on déduit :
o1

S .
u, = 2 b?vi .Ceci gignifie : U = B,V .,
i 5

Or B est inversible car ses vecteurs colonnes forment une base,

On obtient dome V = B T.U .
Exemple. 3
Soit u = dans la base canonigue ds R2.Gonsidérons les
2
1 (2. > |1

vectenrs B = 1 et B = 1 (qui forment une base).Pour
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déterminer la matrice de ans la base (Bl,B2) on multiplie
3
successivement la matricel,( par MI’M2’M3’M4 (qu'on a déja
1
considérées);on trouve .
1

3-Exercices,
1-Pour quelleavaleurs de t la matrice suivante est-elle
inversible ?
+ 1
A =
1 t

Donner la matrice inverse quand elle existe.

2-a)Inverser la matrice

2 0 -1
A=l 2 i .
0 1 1

b)Résoudre le systdéme lindaire

2x. - = 1
1~ %

Xl +2X2+ x3= 0]

Xn + % = 2
2 3

1
et donner la matrice du vecteur wu = 4] dans la base :
2 0 -1
Bl |1 B%= | 2 P | 1 .
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CHAPITRE IV

REGIONNEMENT DU PLAN,CONVEXITE.

1-Repérage dans le plan,

l.1-Introduction.

> -
Soient 0 un point fixe du plan et (i,j) une base de 1'esp-
ace vectoriel V2 (Gf chp I).0n choisira 1l'origine des representa-

-_—
nts de i et j en 0 :

Ay AV
2
“5‘ Fig 1.1
- Z —_
07 7 x

Le point 0 étant fixé,tout point M du plan définit un vec-
— ' . —
teur OM et un seul et inversement.Mais pour connaitre OM il suffit
EY
de connaitre son expression dans la base (1,3) i.e le couple(x,y)
—

—lty -
tel que : OM = Xi + ¥J .

On dira que (x,y) sont les coordonndées du point M dans le repere

-
(03i,3).Bien-entendu (x,y) dépend & la fois de l'origine O et de
la base G_’,_}) .

1.2-Changement de coordommées,

PR N ".'}_-; e ?
On considére deux repires (03;i,7) et (0';i',5').0n note
(x,y) et (x',y') les coordonnées de M respectivement dans (O;?:?)
et (O';E1,§1) et (xo,yo) celles de 0' dans le repére (031,3).

Probléme,
Caleculer (x',y') en fonction de (x,y) et (xo,yo).

Ceci revient 4 donner 1l'expression du vecteur b'ﬁ dans la
e
base (i',j%).0n a :

— 3
O = O - 08" (R) qui donme :

— ~3 e
it 4yt = (x - 2+ (¥ ~ yo N
- - -3 -5
81 i' =1 et J' = J on aura :
X' = x - X, et y' =y - Yo
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Fig 1.2

o

Dans ce cas les formules de changemnet de coordonnédes sont simples

parce que la base reste fixe,
a b O
Dans le cas génédral soit A = la matrice de (i',3i")
G a

> > :
dans la base (i,j).La relation (R) s'éerit matriciellement :

H

x! X Xo
Al - -—

y! Yy g
dont la résolution donne :

x! X - X

1
s

(RY) .
y! y-73

Fig 1.3

A
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La relation (R') peut encore s'éerire sous la forme explicite

suivante :
alx - x) - bly - y) oy - y,) - elx - x)
Yt = l. y’ =
ad - he ad - be
Exemgle.

> >
Soit M le point de coordonnées (2,3) dans le repdre (0;i,3).
= 2 .
Donnons ses coordonnées dans le repére (0';i',j') ou 0! a pour coo-

, . - o ra—
rdomnées (1,1) dans le repére (0;1,j) et la matrice de (i',j') dans

la base (3,?) est : A =2 1 .
1 i
D'aprés la relation (R') on a :
x! 12 -1
= a1 .
y! 3 -1
Or Aﬂl = 1 -1 et done x' = =1 et y' =3 ,
-1 2
(voir Fig 1.4) : a

Mg 1.4

¥
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2~Régionnement du plan.

2,1~Equation d'une droite dans le plan.

Soient A un point et 3 un vecteur du plan.La droite passant

par A at de direction W est 1'ensemble des points M du plan ivérifiant;

N . L
Al = tﬁ (E') ol t est un réel

-/

9i (xb,yo) sont les coordomnées de A dans un repére (0;2,3) et

la matrice de U dans la base (;;?),l'égalité (E')devient

X - X,

t & (1)
tf.\ (2)

En multipliant (1) par!3 et (2) par ol et en faisant la différence

Y- Y

membre a4 membre on obtinet :

0 ctlest-a-dire :

(x - xo) - (y - yo)

o
-

Fx~dy+-N%3-Fﬁ)=

It

On pose a = F , b= =X et ¢ Myo - F x_jl'équation ci-dessus

s'éerit alors

{_ax + by +¢ =0 (E) aveec a ou b non nul car le vect-

b,

eur ahest non nul,

On dira que (E) est 1'équation de cette droite, qu'on notera
D,dans le repére (0;3,3).

Inversement toute relation du type : ax + by + ¢ = 0 avec

a et b non tous nuls définit une droite D dans le plan,
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Exemgles.

1)L'équation x = ¢ définit une droite Dy parallele & EﬁDe méme

1téquation y =c' définit une droite D, paralléle é.??.

f Yo,

=

0 “:‘.L" of >

1i)L'équation x + y -2 = O définit une droite D (voir Fig 2.3).

0

Tout point M sur D a ses coordommées (x,y) liées par la relation :
X+ y - 2=0 par exemple le point M_(1,1).Par contre N (2,1) n'est
pas sur D car 2 + 1 - 2 n'est pas égal i O,

2,2-Partage du plan,

2.2,1l-cag particulier,

La droite DI @'équétipn X = ¢ partage le plan en deux demi-

plans (I) et (II) (fermés oun ouverts suivant qu'on y imclut D, ou

1
non).Le demi-plan férmé (resp ouvert) (I) est défini par x ¢ (resp

x > c).De mBme le demi-plan férmé (resp ouvert) (II) est défini par

x gc¢ (resp x < c).Lt'intersection des deux demi~plans férmés (I) et
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(II) est bien-slir la droite Uy.

Tout ce qu'on vient de voir pour la droite D1 ge Tait de

maniére analogue pour D, .

A |
Dy

Fig 2.4

X g e (1I1) (1) X3 e

v

% )

De maniére générale toute droite D du plan définit deux

demi-plans (I) et (II):

-

™~

(11) Fig 2.5
J 4 (1)

0 ir “\\\D

Soit ax + by + ¢ = 0 l'équation ds D,0n a la :

L
—J

2.2.2=-Proposition.

L'expression B = ax + by + ¢ a un signe constant dans
le demi-plan (I) et le signe contraire dans le demi-plan (II).

Pour démontrer cette proposition on fera un changement
de repére de fagon & Se ramener au cas particulier de 2,.2,1.
On supposera que ni a ni b ne sont nuls et donc la droite D

coupe l'axe Ox en un point O' de coordonnées (-c¢/a,0) qu'on



-40-

: . o .
prendra comme origine du nouvean repére.,La base (i',j') sera choi-

—}
sie de telle sorte que i' moit porté par D; par exemple :
1 0
o = 2>
it = et jv = dans la base (i,j).Les coordon-
~a/b 1
’ . . '_’>_.’ ..‘J-
nées (x,y) d'un point M dans (0;i,]) et celles (x',y') dans (O'{?',g')

gont alors lides par la relation :

H

x -c/a 1 0 x!

H
+

y O -a/b 1 !

(voir 1.2 changement de repére).On a donc :

X

]

x' - c¢fa

H

J

(~a/b)x' 4+ y!' |et en remplagant dans 1'expression B

on obtient :

E = by"

On volit donc que E est du signe de b pour y'> 0 et du signe contr-
aire & b pour y'<0.Ce qui montre bien que le fait d'8tre dang le

demi-plan (I) ou le demi-plan (II) ne dépend que du signe de 1'exp-

ression E.

(I1)

(1)
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Exemple.

So0it D la droite d*égquation 2x + y - 3 = Q.

Pig 2.7

3 (IT)

0 ?ft m\\\\\

Cette droite partage le plan en deux demi-plans (I) et (II).

Pour déterminer le signe de E = 2x + y ~3,1il suffit en vertu de la
proposition 2.2.2 de volr guel est son signe quand le point M est
confondu avec 1l'origine ¢ des coordonnées.On trouve en remplagant
done (x,y) par (0,0) : E = ~3.D'u 3

2x + y - 3 £ 0 s8i M(x,y) est dans le demi-plan (II),

2x +y -3 > 0 siMx,y) est dans le demi-plan {(I),

2x + y -3 = 0 si M(x,y) est sur la droite D.
Exercice,

Déterminer la partie du plan pour laquelle on a 1

x+ y L3
Solution.

Cette inégalité est équivalente a X + y = 3 £ 0 quil est
vérifide quand on prend x = 0 et y = 0 i.e 1'origine est dans la
pariie cherchée qui d'aprés la proposition 2.2.2 n'est rien

dtautre que le demi-plan férmé contenant 1'origine 0 voir Fig 2.8).
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\A
3
Fig 2.8
—’
3 4 (I1)
. o
0 3 3 \
2.3~-Régionnement,

Nous nous contenterons d'étudier cette partie sur un exemple.,

Soit & détrerminer lest points du plan pour lesquels on 2a :

vy L2 (1)
x+y 5 (2)
-X + ¥y + 120 (3)

L'inégalité (1) donne le demi-plan férmé suivant (non hachuré)

b

Fig 2.9
L'inégalité (2) donne :
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1ité (3) donne :

inéga

Et enfin 1!

A

 Fig 2.11
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Mais les coordonnées (x,y) de M doivent satisfaire simulta-
nément (1),(2) et (3).Le point M doit donc appartenir a 1'inters-

ection des 3 demi-plans que l'on vient de construire(Voir Fig 2.12).

3~Convexité.,
Soit C une partie du plan.
3.1~-Définition.
On dira que C esat convexe si pour tout couple de points M

et N le segment MN est contenu tout entier dams C.



3.2-Exemples.
N M////Q////ﬁ

k
\
\\ .

A Ml

Un tria;ng]_ a

Un demi-plan

N PSP PP .

“\]lr;

=

\\\\\\\\\\\\\\\\\\x’\”

Un trapéze

——

] Un disgue

sont des parties convexes du plan.

Par contre les parties suivantes ne le sont pas.




/
74

/

v

/7SS
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Il est facile de montrer la 1

3.3-Proposition,

Lt'intersection d'un nombre fini de parties convexes est

convexe,

Ce resultat ne reste pas vral pour la réunion.En effet les

triengles OAB et OA'B!' sont convexes mais leur réunion ne 1'est pas.

SN

—
Soit (0;i,j) un repére du plan.On sait que les coordonnées

(x,y) d'un point M dans ce repére sont les coordonndes de o
—
dans la base (1,33.

Soient Ml,...,M k points du plan de coordonnées respeciives

k
(xl,yl) soens (xk,yk).

3.4-Définition,

On appelle combinaison linédaire convexe des points Ml""’Mk’

tout point M défini par :

-.9 .
ol =o(l’o_ﬁ + o(zcﬁul’

—h
1 4+ eae +D(kOMk

2

oﬁ‘Nis---,Qfg sont des rdels positifs vérifiant b(l + eoe +0Kk =1,

L'ensemble de toutes les combinaisons lindaires convexes des

points M, ,ese M est une partie du plan appelée 1'enveloppe convexe
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de ceas pointz2.0n peut facilement montrer due 1l'enveloppe convexe
de deux points est exactement le segment formé par ces deux points.
Ce gui donne une :

3.5-Autre définition de 1a convexité.

On dira qu'une partie C du plan est convexe si toute comb-
inaison lindaire convexe de deux points guelconques de C appart-
ient & €,

Nous donnerons quelques exmples en exercices pour illustrer ¢a.
A-~Exercices.

1-Tracer les droites du plan ayant pour éguations dans un

s - =
repére (0;1,55

-

a) x + vy

1
pe2t
oo

=t

b)Y x - 3

]
1

Il

o
(¥

¢} 2x -~y =3. Dy
2-Montrer que la région du plan définie par les inéquations:
X+ yLh (1)
x-y2-5 (2)
y> 0 (3)
est un triangle dont on déterminera les sommets.

gt
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CHAPITRE V

30LUTIONS DES EXERCICEZ

proposés en fin de chapitre

Chapitre I.

a)En vertu de la proposition 2,4 il suffit de montrer que le
systéme (ul,ua,uB) est libre,Ceci revient & dire que le systéme lin-

édaire ;

nta que la selution x, = x, = x, = 0 ,Ce qui est le cas,

b)on a :

Or :

Do | w= u + 2u

2-Le systime (ul,ua) est une base de R° 8i et seulement si le systéme

lindaire :

txl + x2 =0

X1+ 2X2 = 0

n'a gque la seclution X = x2 = (.



=B

En mul¥ipliant la 1ére équation par 2 et en faisant la différence
des 2 équations membre 3 membre on obtient :
(2t - l)x1 = 13
on voit donc que les vecteurs oo, U, sont linéaivement indépendants
si et seulement sl t est différent de 1/2,

3-i)Soient u et v deux vecteurs de R3 appartenant &4 E.0On a :

* y
1 1

u = | x, v=1y, avec X; + X, + X3=0 et Yy + ¥, + ¥y =0.
3 Y3

Le vecteur u ~ v a pour composantes :

X1 =X =¥ X2= X, = ¥, et X3= Xy - Yy o

Calculons

X

Xl X2 + Xé =(xl-yl)+(x2— y2)+(x3-y%

+

=(xl+x2+x3) - (y1+y2+y3) = 0.

Par définition de E on voit donc que u - v en est un é1ément.De la

m@me maniére on montre que si u appartient 4 E alors tu appartient

-~

encore a4 E pour tout réel +.

3

E est donc un sous-espace vectoriel de R-,

ii)I1 est clair que les vecteurs :

1 1
u, = -1 et u, =1{0 appartiennent 3 E,
17, 2

Montrons que tout vecteur de E s'exprime d'une fagon unigque

comme combinaison lindaire de u, et uE.Soit :

a
u=15b un vecteur de E,

c
I1 fawmt donec trouver ¥ et x, tels que u = XU + Xjlip .Ceci revient

4 résoudre le systéme :
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Xl + X2= a
-xl = b
—X2 = C

dont la solution unique est x. = -b et Xy = -C.,

1
Conclusion : E ezt un sous-egpace vectoriel de dimension 2 et

(ul,ue) en est une base.,

Chapitre TT.

1- a)on a ;
32 + bhe ab + bd
2 _
AT = ac + c¢d be + d2
2
a + ad ab + bd
(a + A).A = o
ac + cd ad + 4
ad - be 0]
(ad - bc).I =
0 adi - be

On voit alors qu'on a : A2 - (a+ d).A + (ad < De).I = O.
b)Si ad - be n'est pas nul cette relation peut encors

ra 5 .
s'ecrire :

((a + d).T - A] JA = T,
ad - bc

Cette relation montre que A est inversible et a pour inverse :

=1 1
A =é'a-—_—_5'0 E(a + d).I - A] .

Un calcul simple donne finslement :

d ~b
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x
2- a)Soit u = 1 La relation f{u) =,Xu.s'écrit matricie-
%o
1l.ement :
x X
1 1
A. - A
X2 X2
i.e 3 (1 - )\)xl+ 2x, = 0
3x1 + (2-A)x2 =0

Bn multipliant 1a 1°T¢ équation par (2 - A ),1la 2°™®par 2

et en faisant la différence membre a4 membre on obtient :

(A + (A - )x = o,
31 >\;E-let A%4ona:xl=09tx2=0.

Or on veut gue x, et x, ne soient pas tous les deux nuls.lies valw-

1
eurs de )\ cherchées gont donc :

A-l:'-'l et /\\2=4.

I1 suffit alors de prendre :

1 2
ul = et u2

-1 3
2

]

1 . s . .
b)Les vecteurs uw et u” cl-dessus sont bien lindairement

indépendants car

1 2 _ 0
XuT o4 X0
implique :
Xl + 2x2 =0
-X; o+ 3x2 0 .

Ce gystéme donne X = X, = 0.

Par constrvetion on a f(ul) = —ut

rice de f dans la base (ul,uz) est donc D

1]



-55=—

Chapitre TIT.

1=-Bn utilisant les resultats de 1'exercice 1 du chapitre II on voit
que A egt inversible si et seulement si t2 - 1 est non nul,ctest-~a-

dire 8i t est différent de 1 et ds ~1.

1 t -1
L'inverse de A est 1a matrice : A_l = — :
-1 1 4

2-Pour inverser A nous allons cheisir convenablement des matrices
de travail.On procéde comme d'habitude en disposant les calculs de

la fagon suivante :

( -1y (1 0
A = 2 1 1 0l =I
[0 1 1) o 0 1]
¢ N f
1 \ ( o -1 1 0 0 )
= |-1/2 afz | k172
. © 0 ] |0 1 1) (o0 )
/ \ ¢ v \
1/2 0 -1/2[ [-1/2 " ©
M2= 0 3/2f |-1/2
, © 0 L 1 1)V 0 J
3 / \ W 4
0 0 -1/2|{ 1/2 o 0 )
= 1 0 3/2i |-1/2 1 0
0 ~-1/2 1 | 0 1/% , /4 ~1/2 1
'4 \ / NS ’
0 1 o -1/2i] 1/2 o o)
M4= 0 1/2 0 0 3/41\-1/4 1/2
| o 1 L0 vl v -1/2 1
{ Y /! y /
1 o 2 . 0 1 -1 2)
M= 0 1 0 0 1 3/4||-1/4 1/2
\ , \ 1/4)| 1/4 ~1/2
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1 0 0) 1 0 0
Mg= | O 1 -3 0 1 0
0 0 1) 0 0 1/4
\ 1 \
M= 0
0 0 0

2 0O ~1 X1 1
1 2 1 . X2 = O'
0 1 1 Xq 2,
311 1
i.e A, Ko = 0 .
2
%3 .
X
En uwiilisant la question a) on obtient : Xg

XB'

clegt~a-dire

) 1 -1 2 ] 1%
X, = -1 2 -3 l O] =
Xy i -2 4 2

De 13 on déduit\que la matrice de :
1 L]

|

O i

)

u = 2,B3)

dans la base (Bl,B

1 -1 2
-1 2 =3
\1/4 -1/2 1
{ Y
1 -1 o
-1 2 -3
1 -2 4

PR
= A «| O
2 1

b}
>

est -7 | .
)
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Chapitre IV.
1-Pour tracer une droite il suffit de connaitre 2 de ses points.,

Il est clair que :
-D; passe par AI(O’S) et B,(5,0),
—D2 n " AZ(O,S) et Ba("'sgo),

— " " -
Dy 45(0,-3) et B3(3/2,0).
On repére alors ces différents points et on trace les

droites .
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2-Pour déterminer la région du plan définie par les inégalités (1),
(2) et (3) tragons d'abord les droites Dy,D, et ﬁ} dont les équat-

ions sont respectivement : X + y =5 ,x - y = -5 et y = 0.,Les deux

premidres sont celles que nous avons déjd tracdes & 1'exercice 1 .,

La Béme n'est rien dfantre que 1'axe 0Ox,

Dl partage le plan en deux parties.l.a partie qui nous convient est

celle qui contient 1l'origine car ses coordonndes vérifient 1'inéga-
1lité (1).De m@me l'origine a ses coordonnées qui vérifient 1'inéga-

1ité (2).En faisant la mdme chose pour Dé on voit que la région que

1'on cherche est exactement le triangle A;BB,




DEUXIEVME PARTIE
Problémes résolus de

Programmation lLinédaire



RECHERCHE D'OPTIMUM PAR LA METHODE GRAPHIQUE

Probléme de rations alimentaires

Un directeur de Zoo veut nourrir ses animanx au moindre cofit
en leur apportant cependant un minimum journalier de 120Kg de pro-
tides,90Kg de lipides et 60Kg de glucides,Deux aliments tout prép-
arés A et B lui sont proposés sur le marché,Leurs caractéristigues

sont indiguées sur le tablean sulvant :

Protides Lipides Glucides | Prix

1 sac de A contient | 3Kg 3Kg 1Kg 10F

1 sac de B contient | 2Kg 1Kg 2Ke 5F

Combien de sacs de chaque aliment le directeur va-t-il com-

mander chaque Jjour ? combien cela 1ui cofitera-t-il 2

Traduction mathématique du probléme et résclution

-Fonetion économigue

Soient x et y respectivement le nombre de sacs de A et le
nombre de sacs de B,Le cofit qu'on notera £ est une fonction de x
et y qui s'éerit

£(x,y) = PyX + Dy ou P, et py sont les prix respectivement
d'un sac de A et d'un sac de B.Dans le cag qui nous intéresse ici
on a : p, = 10F et p, = 5F et donc fx,y) = 10x + 5y = 5(2x + y).

f est appelée la fonction économique du probléme,

—Contraintes

I1 faut un minimum Jjournalier de 120Kg de protides.Ceci imp-
ose la condition :

3x + 2y 2 120 (1) .

En raisomnant de la méme manidre pour les lipides et glucides on
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obtient les inégaiités suivantes 1

3 + ¥y 32 90 (2)

X + 2y 60 3y .

En résumé 11 s'agit de chercher x et y positifs satisfaisant
les inégalités (1),(2) et (3) et tels que 1'expression 10x + 5y soit

minimal e, Autrement dit cela revient a :

/Minimiser  f(x,y) = 5(2x + y)
Sous les contraintes :

> 120 (1)

3x+ y > 90 (2)

> 60 (3)

\ x>0 ,y>0 (4) .

~Internretation des contraintes

On peut considérer le couple (x,y) comme les coordomnées d'un
point M du plan. H
Les inégalités (1),(2),(3) et (4) signifient que le point M se trouve
sur 1'intersection de 5 demi-plans délimités par les droites ;

Dy s 3x + 2y = 120

D2 : 3x 4+ y = 90

D3 : X 4+ 2y = 60

0 et Di' T ¥

it

0 (voir Pig),

4 H X

Le lecteur est invité & définir exactement la région cherchée
et a4 donner des jugtifications.C'est la seule Tagon de vérifier s'il

a compris el bien assimilé toutes ces notions.



Les seules valeurs permises pour X et y sont celles pour les-

quelles le point M est dans la région (R),

-Résolution

Pour minimiser f 11 suffit de minimiser g(x,y) = 2x + y et
multiplier aprés par 5 pour obtenir le¢ minimum de £,

Soit h un nombre positif et pesons 2x + y = h.On obbient ainsi

1'équation d'une droite Dh qui varie avec h.,Pour deux valeurs hl et

h, de h les droites correspondantes sont paralldles.
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Pour obtenir la solution il faut déplacer Dh parallélement &

une position fixe Dh de fagon & ce que h décroisse et arrive i 1la
o)

limite de la région (R),c'est-a-dire au point A,intersection de D1

et D2,
Les coordonnées de A sont les solutions du probldme des rations et

. - ~ » -
g'obtiennent en resolvant le systéme linédaire :

3x + 2y = 120

3x + y = 90

qui donne {x = 20 et y = 30

Le colit minimum est donc atteint pour 20 sacs de A et 30 sacs

-

de B et egt dgal 3 :

5(2.20 + 30) = 350P|
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RECHERCHE D'OPTIMUM PAR LA METHODE DES TESTS

La fonction économique d'un P.I. atteint son optimum en au moins
un semmet du polyédre des solutions réalisables,Pour avoir une solu-
tion il suffit donc de recenser tous les sommets et tester la valeur
de la fonction en chacun d4'eux.

Probléme

Un atelier de confection fabrique en série deux moddles de che~
mises de luxe,Une chemise du premier moddle nécessite 1 mdtre de tis-
su,4 heures de travail et rapporte 24 francs,Une chemise du second
modéle exige 1,5 m de tlssu,2 h de travail et rapporte 16 P.

Sachant que l'atelier dispose quotidienmement de 150m de tissu
et de 400h de travail,et qu'il peut vendre toute sa fabrication,com-
bien de chemises de chaque moddle faut-il fabridquer pour obtenir un
bénéfice maximal?

Résolution du probléme

Comme nous 1l'avons signalé en introduction,la méthode graphique
n'est pas "applicable™ en dimension superieure ou égale a 3,Nous
utiliserons dans un premier temps la méthode des tests qui consiste
4 calculer les valeurs de la fonction Sconomique en les differents
sommets du polybdre des selutions réalisables,Cette méthode est
valable en toutes dimensions mais il n'est pas inutile de 1'appliquer
&4 ce probléme 4 2 variables qui évidemment peut &tre résolu graph-
iguement,

-fcriture du programme

Soient x5 et X, les nombres de chemises fabriquées en 1 jour
respectivement des modéles 1 et 2,

La fonction économique represente un bénéfice.Notons la b.Elle
stéerit

b(xi!xg) = 24x; + 16x, .
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.. . . _ _
I1 suffit de maximiser la fonction b (JL_L,XE) = 3x1 + 2x2 et mul
tiplier aprés par 8.

-Les contraintes

L'atelier ne dispose que de 150m de tissu.Ce agui donne la
contrainte :

X o+ 1,5%, {;150 ou 2x; + 3x, L 300 ,
D'autre part le nombre d'heures de travail est limité & 400h.0On
aura donc :

4z, + 2x2 < 400 ou 2%, + x, £ 200.

En résumé nous avons & résoudre le P,L suivant :

/ . . B
Maximiser b (Xl,X2) = jxl + 2x2

gous les contraintes :

2x; + 3%, £ 300 (1)
2x, + x, 200 (2)

\ x> 0 et X2 0 .

-Programme canonique associé

La fonction économique change :au lieu de maximiser b'! on min-
. Lt o ~
imigera f(xl,x2) = =-b (xl,x2) = ~3x, ~ 2%, .
On introduit 2 variables d'éeart positives X3 et x4.Les contraintes

(1) et (2) deviennent alors :

2, + 3%, + Xg 300 (11)

2X. + X. + x

1 > 200 (21)

4
Cette fois~ci on peut considérer-pour des raisons de cohérence-
que f dépend des 4 variables xl’x2’x3 et e +En définitive le P,L

canonique st'éerit :
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/Minimiser f(x ,XE,XB,X4) = -3x; - 2%,

gous les contraintes §

)
2 3 1 o]lix 300
2 1 0o 1) |x 200
\ %4/

On note 1
2 3 1 o0 z? 300
A = X = 2 et a = :
2 1 0 1 %3 200
x
4
Recensement des sommets 5
50
Tls sont au nombre de 4.Par exemples X = 0 en est un,

0]

Pourquoi?

Parce que :

i)La Beme et la 4eme composantes sont nulles.les autres sont
positives, 75
1 2 3 1 0 50 - 300
1i)om a : Ax = =
2 1 0 1 0 200
0
2 3 are
iii)La matrice carrde constitude par la 1 et 1la
2 1)
EGme colonnes est dlordre 2,

De 1la méme maniére on obtient leg 3 autres sommets

100 0 0
2 - 0 o 100 x4 _|o
~ 1 100 0 ~ {300 *

0 100 200
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0
On ne peut avoir de sommet de la forme : u = .

La matrice extraite de A formée par la 1°7° et 1a 4eme colonnes

est de rang 2.Mais la condition A.u = a implique le sysiéme :

H]

2ul 300

2u1 + u4 200

]

o'est-a-dire w o= 150 et Uy = -100,Ceci ne convient pas parce que
une des composantes ezt négative.De m8me on ne peut avoir de sommet

de la forme :

Recherche de la solution du P.L

Caleculons les valeurs que prend f respectivement en xl,xe,xB

4

et x'.0n a :

£(x7) = =325 , £(x%) = =300 , £(x) = -200 et £(x7) = 0.

Le minimam de T egt donc atteint en xl.
I1 suffit de fabriquer 75 chemigses du modéle 1 et 50 chemises

du mod&le 2.

Le bénéfice réalisé est|b = B.(3.75 + 2,50) = 2600 F |
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LA METHODE SIMPLICIALE

Soit 1le P.L :
( Minimiser f.x
gous les contraintes

A.x = a

\x >0

ok A eat une matrice & n lignes et p colonnes constitude par les
p vecteurs (Al,...,Ap),x une matrice unicolonne & p lignes et a ™
une matrice unicolonne i n lignes.

Rapplelons qu'un sommet x du polygone des solutions réali-
sables est donné par un sous-ensemble & n indices I = {il,...,%ﬁ
de {1,...,p} pour legquel on a

i) x, =0 =i i€I et x, 20 si i€l

il in
ii)la matrice carrée formée des vecteurs (A ~,...,A ) est de
rang n.
iil) A.x = a,

Deux sommets x et y associés respectivement a I ={il,...,in}
et J = {jl,o..,jn} sont dits voising si 1'intersection INJ a
au moins n-1 éléments,

Souvent le polysdre des s.r a un nombre relativement grand de
sommets.Ce qui rend 1a méthode des tests un peu longue si on passe
nVimporte comment 4'un sommet a un autre.Il est donc plus raisonnable
de passer d'un sommet & un sommet volsin et mieux encore de fagon
4 ce que la valeur de T soit plus petite,

Commengons d'abord par volr comment on passe & un sommet volsiu,
Considérons 1'exemple de la page 7.

Fixons d'abord les idées en remarquant que p = 4 et n = 2. Le sommet
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xl est assoecid A Ilz {1,2} ot x° est associé & I§={343} 0n voit
gque 1'intersection Ilﬂ 12 = {l} est constiftude de 1=n-1 4lément.
Les sommets xl et x2 sont donc voisgins.Par contre x2 et x3 ne le

3 rd e -
sont pas car x° étant associé i 13= {2,4} on a sz\I3 = @ et
donc & fortiori a moins de 1 élément !

Partons par exemple de xl et essayons de le remplacer par un

Sommet voisin.On a :

75
2 3
0 2 1
0

2

Le gyshéme (Al,A2) est une base de R7;mais ce n'est pas la base

dans laquelle le P,L est exprimé.I1 faut done transformer le P.IL
en un P,I dquivalent et de fagon & ce qu'il soit exprimé dans 1la

base (Al,Az).Il suffit alors de faire les opérations suivantes :

*
ome

~De 1a 1°%¢ ligne reftrancher 3fois la 2 et aprés diviser

par _4 ]

gre

-de la 2eme ligne retrancher la 1 et aprés diviser par -2,

On obtient alors un nouveau P,L de matrices

1 0 ~-1/4 3/4 75
At = et al = o

0 1 1/2 -1/2 50

1. -
Passage de x~ & un sommet voisin

Supposons que lton veuille remplacer 1'un des vecteurs Al,A2
par A3 pour obtenir un sommet voisin y.Comme on ne sait pas lequel

i1 faut effectivement enlever on derira a priori :
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Maiz on ezt sfir qu'il n'y a pas de A4.C‘est pour cela gqu'on a

pris y4= 0.

On a d'une part :

A'.xl = a' j;ce qui s'dorit xiAl + xéAz = a' (1)
ot xi = 75 et xé = 50 sont les deux premiéres composantes

de Xlo

D'sutre part on a : Aty = a!' i.e yiAl

+ y2A2 + y3A4 =a' (2)
Les relations (1) et (2) donnent :

xlAl + xlAz

1
1 oA = A

2 3
+ y2A + y3A (3).
or e A= =1/2a%4+ 1/28°7

La relation (3) s'éderit alors :

X%Al + xéAg = (yl - y3/4)A1 + (y2 + y3/2)A2 (4) .

L'écriture d'un vecteur dans une base étani unigue on obiient

dtaprés la relation (4)

L

yy = 75 + y3/4

s 50 - y3/2

31 on choigit y3 = 0 on aura ¥y = 75 et Yo = 50 3 et
donc x' = v (sans intérdt).On ne peut anmmuler ¥y, cer yg dtant
Positif on nul 75 + y3/4 est strictement positif.On doit donc
prendre obligatoirement y; =100 pour annuler yé.Ceci donne

y1 = 100 ; et donc 100

0]

- s 1 s 1
v 100 gui n'est rien dl'autre que le

0

sommet x2.

A titre dlexercice le lecteur pourra remplacer x2 par x4;

3

ce dernier par x° etc...
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Nous allons maintenant voir comment on peut résoudre un P.L
par la méthode simpliciale,Rappelons gue le principe de cette méth~
ode consiste 4 remplacer un sommet par un sommet veoisin pour leguel
la valeur de la fonction économigue est plus petite.

Soit & résoudre le P.L :
(Minimiser fx = -2X;+ x5+ Xg

gous les contraintes

A,x =18
\ x;; G
3 -3 4 1 12
o : A= | -1 1 1 0 et a = 3
-1 1 0 0 0 1 2]

Recherche d'un premier sommet

Le meilleur candidat est de la forme :
(©)
0

0 . . s .
X = < qui est associé 3 1l'ensemble d'indices

x5

\ /
X6

1= {4,5,6} .

4 15,45 est de rang

La matrice A formée des vecteurs colommes (A
3 puisque c'est la matrice identitdé.D'autre part la condition 3
A,x = a donne : Xy = 1z , Xg = 3, Xp = 8 .
La valeur de la fonction en x est f{x) = 0 .
Nous allons remplacer x par un sSommet voisin quiMminimise
encore plus™ la fonciion f,

I1 faut done faire 2 choses :

‘Nt . 8 .
1)Déterminer le vecteur A~ qui "rentre",
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k 6

ii)déterminer levecteur A" parmi A4,A59t A qui sera remplacé

par AS.

Pour cela on doit calculer la ligne de candidature i.e la quantité

8 s
% - £7 pour S=l,...,0 0l

s il 8 in
27 =a  f "+ .. + 8 T .
1 1

Dans le cas qui nous intdéresse ici on a :

8 8.4 8.5 8,6
A alf + a2f + an .
Mais £% = £2 = £% 2 0 et done 75 - £ %,

On résume les calculs dans le tableau suivant

T -2 2 1 0 ] 0 Valeur de f
au sommet x
s ]
Z - F 2 -2 -1 0 ¢} 0 0"
al 42 I Y 28
4
A 3 -3 4 I o] 0 12
5
A -1 1 1 0 1 0 3
6
A ~1 1 0] 0 ¢ 1 8

Le vecteur qui renitre est celul qui presente le plus grand gain
marginal ;ici Al.Pour déterminer le vecteur Ak qui sort on recense
dtabord les composantes de Al qui sont sirictement positives.Il
n'y en a qutune ; ai = 3.

Donc AF = 4%,

Pour countinuer il faut exprimer d'abord le P.L dans la nou-

velle base (Al,AS,A6).Ceci revient &4 multiplier la matrice :
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par des matrices de fravail convenablement choisies de fagon a obte-
nir la matrice identité d'ordre 3.D'un péint de vue pralique on pro-
céera comme sult :

-On divise la premiére ligne par 3,

—on divise la premidre ligne par 3 et on la rajoute & la
deuxiéme,

-on divise la premiére ligne par 3 et on la rajoute & la
- troisiéme,

On obtient alors le tableau :

T -2 2 1 0 G 0 Valeur de T
au sommet y
2| o 0 -11/3 =2/3 © 0O -8
Al 42 43 4 45 48
al 1 -1 4/3 1/3 © 0 4
45, 0 o 7/3 1/3 1 o0 7
A8 0 o 4/3 1/3 0 1 12

On constate gue les gains marglinaux sont tous négatifs ou nuls.Le

minimum de f est donc atteint au sommet

v = et vaut f(y) = -8,
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Probleme
La société Toucolor produit des rouleaux de papler peint et
des pots de peinfure,Elle dispose de 360h de travail par Jour et

peut engager Jjusquta 75000F dans la production quotidienne,

La production d'un lot de 100 rouleaux de papler colite 1500F,
demande 12h de travail et rapporte 300F.la production d'un lot de
100 pots de peinture cofite 2000F,demande 8h de travail et rapporte
aussi 300F.

Quelle est la production journaliére qui assurera i Toucolor
le bénéfice maximal 7 éuel est ce bénéfice ?

Solution

Traduction mathématique du probléme

Soient x, le nombre de lots de 100 rouleaux de papier peint

et X, le nombre de lots de 100 pots de peinture que doit produire
guotidiennement la société Toucolor.
Noton b le bénéfice cherché.C'est une fonction de x; et de x, qui
stéerit :
blx; ,%,) = 300%; + 300x, = 300f'(xy,x,)
avec f‘(xl,xz)z X{ + X, .
I1 y a deux contraintes :
-5ur le nombre d'heures de travall dont dispose la socidté,

-gur les frais qu'elle peut engager.

Ces contraintes s'éerivent :

1500x, + 2000

1 » € 75000

12x1 + 8x2 < 360

ou bien :

31:1 + 4%, ¢ 150

3% + 2x, & 90 .

2
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Te P.I: & résoudre s'éerit alors

33:1 o+ 4x2 g 150

. . i
/ Maximiger f (xl,x2) =X +X

2

sous les contraintes

3xl + 2x2 < 90
\ Xf; o, x2;;0

3i on introduit deux variables dtécart x3 et x4 et 81 on

pose f(xl,xz) =

,

AX = &

Résolutbion

I1 ¥ a un sommet évident :

Essayons d'améliorer la solution en

voisin y.Les calculs

uf'(xl,x

2)

gsous les contraintes :

,1e P.1 canonique associé s'dorit :

Minimiser f(x;,x;) = -%; - %,

X

i

X
- 150
2 et a=
*3 90
x
4
o
G
en lequel f vaut 0.
150
S0

remplacant x par un sommet

sont résumés dans le kableau suivant

il -1 -1 O 0 Valeur de T
B av. sommet x |
¥
728 o 8 1 1 0 0 0
At A? A3 2t
A3 3 4 1 0 150
at 3 2 0 1 50
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Les gains marginaux de Al et A2 sont les mémes.Choigissons
alors de faire rentrer Al (on peut trés bien choisir Az).Le vec—
teur Ala_toutes ges composantes sirictement positives,Pour savoir
lequel des vecteurs A3 et A4 sort on divise les compoéantes du
vecteur a respectivement par celles de Al.On obtient :

-l'ggn 50 et == 30 ;
4 . . 1
done e'est A’ qui sera remplacé par A",

Pour continuer il faut exprimer le P,L dans la base (AB,Al).

On obtient le tableaun :

f -1 -1 0 #] Valeur de T
au sommet y f
v
725 - £° 0 1/3 o ~1/3 -30
al a2 a3 At
a3 0 7 1 -1 60
1
A 1 2/3 0 1/3 30

On voit donc que le vecteur A2 remplace l1e vectsur AB.Le

nouveau tableau sers donc @

£ -1 -1 0 0 Valeur de f
au sommet = |
7% - £% 0 0 -1/6 -1/6 -40 v
al I
G 0 1 /2 -1/2 30
At 1 o -1/3  2/3 10

Tous les gains marginaux sont négatifs ou nuls.L'optimum

est donc atteint en :
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10
f(Z) = —400

s

30 et vaut

I1 faut donc que la société Toucolor produise 10 lots de 100

rouleaux de papier peint et 30 lots de pots de peiniture pour avoir

.

un bénéfice maximal de :

b = 12000F .




&

Résolution d'un P.L par la méthode des deux phases,

Soit & résoudre le P,L :

/Minimiser fx = 3%y + X,

sous les contrainies ;

X, - x22; 10

Solution

On introduit deux wvariables d'écart ) et x4.Le P,I. canonique
associé s'éerit donc :
( Minimiser fx = 3x, + x

1 2

sous leg contraintes :

A,x = a
x>0 X
w20 5 1o
ol A= , X = 2 et a = .
2 1 g -1 % 80
5
x4,

On ne remarque aucun sommet évident.On résout alors un P.L
intermédiaire obltenui en introduisant deux variables artificielles

t &L 3 -
x5 et x6.Ce P,.L stéerit :

( Minimiser g% = x5 + Xg

sous les contraintes :

A.X:a
f@ﬁ
\ x2 0 X

2 10

1 -1 -1 O 1 ¢ XB

0ﬁ= A= ’Xz e't a = .

2 1 0 -1 0 1 %4 80

5
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Ce P.L est exprimé dans la base (A5,A6) et i1 y a un sommet

évident :( 0\
8]

X = 0 .
O
10

\80 /

Les caleculs se font toujours de 1a méme manidre et sont résumés dans

les tableaux gqul suivent :

Vecteurs L G A C ALt Valeur de g
colonnes f
¥
g 0 0 0 o 1 1 90
75 - g8 3 o -1 -1 0 0
A? 1 -1 -1 o 1 o0 10
2° 2 1 o -1 o 1 80
75 . g” 0 3 2 -1 -3 0 60
At 1 -1 -1 o 1 0 10
A8 0 3 2 -1 -2 1 60
72 - g° 0 0 0 o ~1 -1 0 .
1
A 1 o -1/3 =1/3 1/3 1/3 30
G 0 1 2/3 -1/3 -2/3 1/3 20

On constate que tous les gains marginaux sont négatifs ou nuls,

5 et A6 sont hors base et que 1le P.L est exprimé

que les vecteurs A
dans la base (Al,AE).

On revient au P,I, initial gqui s'éerit cette fois-ci
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(Minimiser fx = 3X1 + X,
sous les contraintes

A,x = a

1 0 -1/3 -1/3 2 30
ol : A = y X = et & =
o 1 2/3 -1/3 3 20

On a le tableaun suivant dans lequel on a rassemblé les der-

niers calculs

- Vecteurs -l A2 AB G Valeur ds f
colonnes
iy 3 1 O 0 110
g5 - ¢ [ 0 -1/3  -4/3

1

A 1 0 -1/3 -1/3 30
2

A O 1 2/3 -1/3 20

Le minimum de £ est donec atteint en

X = et vaut f(x) = 110 .
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Résoudre le P.L :
/ Minimiger fx = 2%, - X,

sous les contraintes :

(1) X, - X

¥ o+ X3 50

\ xl‘;,O R x2>O

Solution

1-Programme cancnique agscid

Notons x3,x et x5 les variables d'éecart.l.e P.1 canonigue associé

4

an P.L (I) stéerit alors :

Minimiger fx = 2x. - X

sous les conitraintes :

(xp)  Ax=
\ x30 /Xl\
X
. 1 0 -1 0 o 2 40
ob: A= |1 -1 0 -1 of ,x=|%| et a=|20]|,
o o -1 x, 50
\XB/

I1 n'y a aucun sommet apparent.On fait la réseolution en passant
par un Beme P.I. qui s'obtient & partir du P.T. (II) en modifiant 1la
fonetion économique et en introduiszant 3 variables artificielles

x6,x7 et XB.OH pose : gX = Xg + Xy + Xg+0n obtient le P.L :
(Nﬁnimiser gX = Xg + x7 + Xg
(TrT)| Sous les contraintes :

Bex = a

\ x ;; 4]
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1 0 -1 0 01 0 © 3 40
ol : B=[1 -1 0 -1 00 1 o , x et a =|20] .
1 10 0-10 01 5 50

n
o~

2-Résolution du P,L (III)

I1 y 2 un sommet évident :
/0N
O
0]
0
0
40

20
\50/

7 ,8

agsocié & la base (A6,A ,A7) dans laquelle est exprimé le P.L (III),

On cherchera donc un sommet du polyddre des solutions réalisables
de ce P.I pour lequel les vecteurs A6,A7 et AB gont hors base,On

procéde comme d'habitude sans grand mystére !

1 2 3 4 5 & 7 8
A A° a7 A 4 a4 A A Valeur de g
2 o o o o 0o 1 1 1 s
r
- |3 o -1 a1 -1 0 0 0 110
b
A 1 0 -1 0 o0 1 0 o 40
A 1 -1 0 -1 0 © 1 0 20
8
A 1 1 0o 0 =1 0 0 1 50
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z° - g° 0 -1 2 -1 0 =3 0 50
JC 0 -1 1 o 1 -1 0 20
At 1 0o -1 o 0 1 0 20

8
A 0 o 1 -1 0o -1 1 30

7% - g 0 -1 1/2 1/2 0o -3/2 =3/2 5
A6 0 -1 1/2 1i/2 1 ~1/2 ~1/2 5
At 1 o =1/2 -1/2 o 1/2 1/2 | 35
G 0 o 1/2 -1/2 o -1/2 1/2 |15

s

2 - 0 o o 0 -1 -1 -1 0

At 0 -2 1 1 2 - -1 |10
1

A 1 -1 o o 1 o0 o | 40
2

A 0 i 0 -1 -1 0 1 {10

vecteurs A7 ,4A

gui cette fois-ci z'éerit :

(1)

sous les contraltes

A.x

\ X

(Minimiser fzr = 2x

= a

> 0

A =

- X

2
-2 1
-1
1 1 0

—
WM
_—

o

»

-hNbJ

,
P
A
~

On obtient ainsi une solution du P,I (IIT) pour laquelle les

6 ,7 et AB sont hors base.On revieni alors au P.I (I)

eta:[

10

40
10

|
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VYecteurs A AQ A3 A4— A Valeur de f
f 2 -1 0 0 0
7> - £ 0 -1 -3 0 1 70
A4 0 ] -2 1 1 10
at 1 0 -1 0 0 40
2
A o) 1 1 0 -1 10
7% - £° 0 -1 -1 -1 0 co
5
A 9] 0 -2 1 1 10
1
A 1 0 -1 0 0 40
2
A 0 1 -1 1 0 20
Le P.L (I} a done pour solution :|x =40 et X, = 20

Ce minimum vaut = 60 .
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Résolution d'un P,L par la méthode de la phase mixte

Soit & résoudre le P.L suivant :
/Maximiser 'Y = X, + X

1 2
gous les contraintes :

xl + x2;; 1G

(1) X + x2$60

1
Xo § 30
—Xi + x2 € 20

\ ¥x=20 ,x2 0

Soient Xgy Xy, X et x, les variables d'écart.Le P,L canonique

5

assoclé & (1) est :

I 19 ma fly o v -
r'M1n1mlser ity = Xl x2

sous les contraintes :

(1)
.A.",x = a

\ X } 0 / Xl \
1 1 -1 ¢ 0 X, 10
2 1 0 0 0 Xy 60

ol A" = g X = x el a =

0 1 0 0 0 4 30
-1 o 0o 0 1 *5 20

\ X¢ /

Avcun sommet n'est apparent.On introduit une variable artif-
icielle Xy et on modifie la fonction économique en posant

g = f'x + X7 = —Xl - X. + X

2 T *

On résout alors le P.1 suivant :



sous les contraintes :

w35

(Minlmlser fx = —X, = X5+ x7

A,x = a
\ X O ( xl\
r 1 -1 o o 1) x, 10
on : A = 2 0 0 0 0 = §3 et a = ®0
' - B 4 - 30
0 0 i 0 © x
5
x 20
-1 0 0 1 © 6
\ x7/
On démarre leg calculs avec le sommet ;
( 0\
0
0
X =160
30
20
\10 /
Vecteurs A A a3 At a5 46 T
£ -1 -1 0 0 0 0 1
75w £° 2 2 -1 0 0 0 0
A 1 1 -1 0 0 0 1 10
A4 2 1 o} 1 0 0 0 60
A’ 0 1 0 0 1 0 0 30
4© -1 1 0 0 0 1 0 20
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73 - £% 0 0 1 o 0 0 -2
al 1 i -1 o0 0 0 1 10
a4 0o -1 2 1. o 0 -2 40
A2 0 1 0 0 1 0 0 30
A° 0 2 -1 0 0 1 1 30
75 - % 0 1/2 0 -1/2 0 0 -1
1 .
A 1 1/2 O  i/2 0 0 0 30
e o -1/2 1 1/2 0 0 -1 20
A2 0 1 0 0 1. 0 0 30
A® o 3/2 o 1/2 0 1 0 50
25 - % | o 0 0 -1/2 =-1/2 0 -1
1
A 1 0 o 1/2 -1/2 0O 0 15
A3 0 0 1 1/2  1/2 0 ~1 35
22 0 1 0 0 1 0 0 30
2% 0 o 0 1/2 -2/3 1 0 5

La ligne de candjdature est négative ou nulle.Le P.I (III) a

done pour solution :

/15 )

30
35

0
5
\ O/ e

et par conséquent le P.T () a pour solution %, = 15 et x, = 30.
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Un dernier pour la route!

Une entreprise de meubles fabrique des tables de salle &
manger (Tl) et des tables de cuisine (TE) en utilisant 3 machi-
nes Ml’ME et Mj.

Pour fabriquer une table Tl,il faut utiliser Ml pendant 1h,M2
pendant 1h et M, pendant 3h.Pour une table T_ il faut 1h de I,

3 2 1

5 et 1h de MB'

Tes seules contraintes sont que,pour la période & venir,les ma-

2h de M

chines Ml’MZ

90h et 150h.

at M3 ne sont respectivement disponibles que 60h,
Sachant qu'une table Ti rapporte 20CF et qu'une table T2
rapporte 100F,déterminer ce que doit produire 1'entreprise vour
réaliser le bénéfice maximal.Que sera ce bénéfice ?
Solution
On domnera une résolution graphique et une réselution par

la méthode simpliciale,

Résolution graphique

Notons X et X respectivement les nombres de tables T, et

1
T, afabriquer et b la fonction économique.On a :

b(xl,xz) = 200x; + 100x, = 100(23:l + XE) .

Le nombre d'heures d'utilisation de la machine Ml est x, + x

1 2

car une table Tl néecesgite 1h ainsi qu'une table TZ.Mais Ml ntest

disponible que 60h.D'olt 1a contrainte :
xl + x2 < 60
En raisonnant de la méme maniére pour M, et My on obtient les

contraintes suivantes :
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Xl + 2x2 < 60

3:[1 + X, £ 150

Finalement le P.L A résoudre s'derit
. . _

/ Maximiser b (xl’XE) = 2% + %,

Sous les contraintes

X, + X, <60
Xl + 2x2 $90

31:1 + X, 150

\xl> o , x2>, Q
L'ensemble des solutions réalisables est la région du plan dé-
Tinie par les indgalités

/x1+ X, g 60 (1)

X+ ax, ¢ 9 (2)
3x 4+ x, & 150 (3)
xl,; 0 (4)
\ X, 32 0 (5)
Cette région est délimitée par les droites
D1=x1+ x2=60 D2:x1+2x2=90
D3:3x1+x2=150 D.4:x1=0 et D5=X2=O.
Par exemple la droite D1 partage le plan en deux demi-plans dont 1'un

contient 1'origine des coordonnédes et qui précisement constitue les
solutions de 1'indguation (1),
Le reste pe fait de maniére analogue,Paisons un degsin (gui dit touj~

ours plus que mille mots) :
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Y
; S Point en lequel 1'optimum
N 'w;\' R est atteint,
\\ | SN
p5 y) _-\.
334\
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Considérons la droite Dh d'équation 2xl + X, = h olt h est wn
nombre réel positif ou nul.Quand h varie la droite Dy, varie en re-
stant parallidle & la drolte : D0 t 2% + X, =0,

On fait varier alors cette droite de fagon & ce que h soit croi-
ssant jusqu'a la limite du polygone OABCD,On constate que la droite
Dh sort de ce polygone exactement au point B,intersection des droi-
tes D1 et DB.Les coordonnées de cepoint sont done les solutions
du P.L (I) et sont données par le systiéme :

X + X, = 60

3X1 + X,
i.e 1| x

1 = 45 et x, = 15 { .

150

Résolution par la méthode simpliciale

Ecrivons d'abord le P.L canonique associé en introduisant 3

variables d'écart X3,%, eb x5 et en posant : fx = -b'(x,x,)

/[ Minimiser fx = -2x, - X,

sous les contraintes :

A.Kza
\ *20 /
%)
L 60
1 X,
ol A = 2 1 » X = | Xg et a =] 90].
x
3 1 0 G 1 4 150
\ ¥5
On remarque un sommet &vident
/ 0
O
% = o qui nous permet de démarrer les caleculs,
S0

\ 150 /



.

Vecteurs Al A2 A3 A4 A5
f -2 =1 ¢ C 0
78 - ° 2 1 0 0 0
A3 1 1 1 0 0 60 |
At 1 2 0 1 0 90
a7 3 1 0 0 1 150
7° . £° 0 2/3 © 0o -2/3
a3 0 2/3 1 0 -1/3 10
At 0 5/3 0 1 -1/3 40
al 1 1/3  © o 1/3 50
A 0 0o =-1/2 0 =5/6
A2 | -; 1 3/2 0 -1/2 15
A% 0 o -5/2 1 1/2 25
Al 1 0o -1/2 0  2/3 45

Le P,L (II) a donc pour solution
/45

15

X = 0

25
\ 0/
et par conséquent le P,I (I) a pour solution % = 45 et x, = 15,

On retrouve les résultats obbenus par la méthode graphiaque,

Le béndfice maximal est | b = 100(2.45 + 15) = LOS00F .




