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RESUME

La cohomologie H*(I',E) d’un groupe discret I a
valeurs dans un -module E se définit
habituellement de maniére algébrique. On peut
alors penser que l’algébre est son unique terrain
de jeu. Il n’en est pas toujours ainst.

Cet exposé est une petite promenade a travers
quelques branches des mathématiques (analyse
réelle et complexe, géométrie, systémes
dynamiques...) dans lesquelles on rencontre, sous
une forme ou une autre, l’espace vectoriel H' (7, E).
Nous verrons, sur des exemple simples, comment
cet objet apparait comme un outil permettant
quelquefois de reformuler différemment certains
probléemes pour éventuellement les aborder plus
aisément.
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0. Variétés

Un objet important en mathématiques est |'espace euclidien R?. Le
fait qu'il existe dessus un systéme de coordonnées globales facilite
la formulation des problémes d'analyse. Mais beaucoup d’entre eux
sont sous contraintes, par exemple :

Résoudre le probéme (P) dans R
sous la contrainte x¥ + - -+ + x5 = 1.

Ce probleme se pose en fait sur une partie fermée de R et non sur
R tou entier, en I'occurrence la sphere SY~1. Un espace
topologique M (avec un minimum de bonnes propriétés) donné
localement par des conditions similaires se comporte comme un
espace euclidien ; on dira que c'est une variété topologique : pour
chaque point x de M il existe un voisinage ouvert U de x et un
homéomorphisme ¢ d'un ouvert de R"” sur U.
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Pour connaitre un point x de U, il suffit donc de connaitre les
coordonnées (xi,...,x,) dans R” de son image réciproque ¢ !(x).
Pour cette raison on dira que U est un ouvert de coordonnées
locales de M au voisinage de x. La paire (U, ¢) est appelée carte

locale et (x1,...,x,) = ¢ 1(x) seront les coordonnées de x.

Si (U, ) et (V,1)) sont deux cartes locales telles que I'intersection
U N V soit non vide alors un point x € U N V sera repéré par ses

coordonnées (xi,...,x,) dans U et ses coordonnées (x'1,...,x',)
dans V. On doit avoir la condition :
/ / _ =1
(X'1,...,xX'n) =Y op(xt, ..., xp).

L'application ¢/~ o ¢ est appelée changement de coordonnées

de la carte (U, ) a la carte (V/,1)). Lorsque tous ces changements
de coordonnées sont de classe C°°, on dira que M est une variété
différentiable.
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Plan complexe

La projection stéréographique relative au pole Nord w
réalise un homéomorphisme analytique entre le plan
complexe et I'ouvert S? \ {w} de la sphere S
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La sphére
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Trois surfaces topologiquement équivalentes

/

Trois surfaces homéomorphes, c'est-a-dire
ayant la méme topologie
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Le genre g d’une surface compacte orientable est
son nombre de trous. Celle-ci est alors notée ;. J

La sphére ¥ est de genre 0
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Le tore ¥, est de genre 1
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La surface ¥, de genre 2




0. Variétés
Octogone hyperbolique donnant >

P ulaial L P

- 1 S

\
1
Seeaol--"

Caractéristique d'Euler-Poincarée =1-4+1=-2
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La surface >3 de genre 3
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Et ainsi de suite : ¥, avec g > 4!
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Surfaces non orientables !

Le slip de Mobius Surface de Boy

(difficile & porter 1) Bouteille de Klein (immersion du plan
projectif réel dans

I'espace euclidien)

Dans l’enfer topologique, la biére est
contenue dans des bouteilles de Klein !
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Courbes intégrales du champ de
de vecteurs U (x1, %) = (x1, —x2).
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1. La cohomologie H*(Z, E)

Soient E un espace de Fréchet et v : E — E un automorphisme
d'ordre infini (7* n'est pas I'identité pour tout k € Z*). Alors
engendre une action effective du groupe 7Z vu comme
FTr=Hr:kez):

(k,f)eZx E—s~*.fcE.

Cela signifie qu'il existe un morphisme injectif de Z dans le groupe
Aut(E) des automorphismes de E. L'espace E est ainsi muni d'une
strucrure de -module. On y définit un opérateur :

d:feEr—(f—~-f)€E.

appelé opérateur cobord. Le noyau de § est constitué des
éléments f qui vérifient v - f = f, c'est-a-dire ceux qui sont
invariants par 7 (et donc par tout élément de I'). lls forment un
sous-espace fermé E7 de E.
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Un élément f — + - f de I'image de ¢ mesure le défaut d'invariance
de f; de tels éléments forment un sous-espace noté (f — - f)
(non nécessairement fermé).

Par définition les espaces de cohomologie en degrés 0 et 1 du
groupe discret [ a valeurs dans le -module sont :

HO(T, E) = Ker(6) = E" et HY(T,E) = E/(f —~ - f).

On voit donc que I'espace H*(I", E) contient exactement les
obstructions a la résolution de I'équation f — ¢ - f = g tandis que
HO(T, E) en paramétre les solutions (quand elles existent).

(Une autre maniére de définir la cohomologie du groupe Z permet
de montrer que H*(Z, E) = 0 pour x > 2.)
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Soit manitenant T : E — E un opérateur borné commutant a
I'action de . On s'intéresse aux solutions f € E7 de |'équation :

Tf =g ol g€ E7 est donné.

Une démarche naturelle est de trouver d'abord une solution fy € E
(oubliant que g est y-invariant) et de corriger ensuite fy € E en lui
rajoutant un élément h du noyau N de T pour rendre la nouvelle
solution f = fy + h invariante par -, c'est-a-dire satisfaisant a la
relation v - (fo + h) = fo + h t.e. :

h—vy-h=nv-fy—fy.

(L'élément (v - fy — fy) est dans N.) Ce qui donne le nouveau
probléme :

Soit g € N. Existe-t-il h€ N tel que : h—~v-h=g?
Ce qui revient donc a calculer I'espace de cohomologie H(I", V).
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C'est |' équation cohomologique du systéme dynamique (N,~) :
N est un espace de Fréchet sur lequel I'automorphisme ~ agit. On
comprend bien d'ol vient la terminologie !

Probleme

Soient N un Fréchet et v un automorphisme de N.
Déterminer l’espace H(Z, N).

Pourquoi cet espace vectoriel est-il si important ?

Nous allons donner, a travers quelques exemples, des éléments de
réponse a cette question.
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On prend E = C*(R) (fonctions réelles C*°) muni de la
topologie C°°, T l’opérateur différentiel % etv:E— E
l’automorphisme qui a f associe la fonction 7y - f définie par

(v-f)(x) =f(x+1).

e On voit facilement que le noyau N de T est réduit a I'espace des
fonctions constantes i.e. N = R. L'action de v (et le groupe
monogene [ qu'elle engendre) sur N est triviale, c'est-a-dire

~ - f = f. Par suite I'opérateur ¢ est nul sur \V/, ce qui donne

HO(T, N) =R et HY(T', N) = R.

e Les éléments [-invariants de E sont les fonctions f € C*°(R) qui
vérifient f(x) = f(x + 1) pour tout x € R, c'est-a-dire les
fonctions périodiques de période 1. Elles s'identifient a I'espace
C>°(S1) des fonctions C* sur le cercle St = R /277Z.



1. La cohomologie H*(Z, E)
O0000e00000

o |l est aussi clair que I'opérateur T commute a l'action de ~.
Donc T préserve le sous-espace E7 = C°°(S'). On ne peut donc
pas résoudre I'équation Tf = g pour n'importe quelle fonction

g € C>(S') si on exige une solution dans C>(S!) : I'espace
H(I, N) des obstructions n'est pas nul !

Concrétement que sont ces obstructions ?

e Soit g € C*°(Sh). Cherchons f € C>(S!) de telle sorte que
%(x) = g(x). De fagon évidente :

est une solution. Mais elle doit satisfaire (x 4 1) = f(x). Cette
condition impose a g de vérifier : fol g(x)dx = 0.

e L'espace des fonctions g € C*°(S') pour lesquelles il existe

f € C>(S!) telle que Tf = g est donc le noyau de la forme
linéaire continue : g € C>(S!) ‘[01 g(x)dx € R.
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Il s’agit de la résolution du probléme du 0 sur C*

Soit U un ouvert de C. Un point de U sera repéré par ses
coordonnées réelles (x, y) ou son affixe z = x + iy. Notons C*°(U)
I'espace des fonctions complexes de classe C*° sur U. On
s'intéresse a |'équation aux dérivées partielles suivante appelée
équation de Cauchy-Riemann :

— (9f of .of

ol g € C*°(U) est donnée.

A la fin du XIXéme siécle les mathématiciens furent capables de
résoudre cette équation sur U = C (en usant de la Formule de
Cauchy) mais pas pour n'importe quel ouvert de C. Par exemple,

qu'en est-il de U =C* =C\ {0} 7
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e On a une action de Z sur C egendrée par le biholomorphisme
7:z€ Cr— (z+1) € C; celui-ci induit un automorphisme ~ de
I'espace de Fréchet E = C°°(C) des fonctions C* sur C :

(v-f)(z)=foT(z)=f(z+1)
mais aussi sur I'espace N = (C) des fonctions holomorphes, qui

est exactement le noyau de I'opérateur C>°(C) N C>(C).
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e Cette action de Z sur C est holomorphe, libre et propre. Le
quotient C/7 est alors une surface de Riemann. Elle peut étre
décrite explicitement : c'est exactement I'action par translations de
Z sur le groupe additif (C,+); comme Z est le noyau du
morphisme exp : z € C +—— 2™ ¢ C*, la suite ci-dessous est
exacte :

0—>Z<—>(Ceip>C*—>1.

e2imz e2/7r(><+/y) — e 21y | Q2imx

Ce qui montre que le quotient C/7 est une surface de Riemann;
elle est biholomorphiquement équivalente a C*.
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e Les fonctions C* sur C* s'identifient aux fonctions C* sur C
invariantes v, c'est-a-dire aux fonctions f : C — C vérifiant la
condition de périodicité f(z + 1) = f(z). Elles forment un
sous-espace fermé E7 de I'espace de Fréchet £ = C*°(C). Comme
I'équation (CR) a une solution dans E, on aura aussi une solution
dans E7 si I'espace vectoriel H'(Z, N) est trivial (comme on I'a
mentionné). Est-ce le cas? Oui :

Théoreme (Guichard 1887)

Soient 7 : z € C—— z+ 1 € C et v l'automorphisme de 'espace
de Fréchet N = H(C) des fonctions holomorphes sur C defini par
v-f=for. Alors H(Z,H(C)) = 0.
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2. Champs hypoelliptiques

2.1. Un systéme dynamique continu (SDC en abrégé) est un
couple (M, X) ou M est une variété (compacte pour simplifier) et
X un champ de vecteurs sur M.
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On dit que deux SDC (M, X) et (N, Y) sont conjugués s'il existe
un difféomorphisme h: M — N tel que h.(X) = Y. L'existence
d’'une conjugaison implique la chose suivante : Tout ce qui se
passe pour l’un des SDC' se passe exactement pour l’autre!

2.2. Soit (M, X) un SDC. Alors le champ X définit un opérateur
différentiel d'ordre 1 : X : C>°(M) — C°°(M) donné par :

(X - F)(x) = (df )(X)

valeur de la différentielle d.f de f au point x (qui est une forme
linéaire sur |'espace tangent T, M) sur le vecteur X, € T, M.
Il est naturel de s'intéresser aux solutions de |'équation :

(1) X -f=g.
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L'opérateur X : C*°(M) — C°°(M) s'étend a I'espace des
distributions :

X:TeD(M)— X-TeD (M)
défini (X - T,p) = —(T,X- ). Ce qui amene a I'équation :

(2) X-T=5.

Une distribution T est invariante par X ou X-invariante si elle
satisfait X - T = 0, c’est-a-dire elle est nulle sur I'image de

X : C®(M) — C>°(M). Une condition nécessaire (mais pas
suffisante en général) pour que I'équation (1) admette une solution
f est (T,g) = 0 pour toute distribution T invariante par X.
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Le probléme de la régularité des solutions est trés important. On
dira que X est globalement hypoelliptique si, pour toute
distribution T € D'(M) :

X-TeC®M)= T e C°(M).

En particulier, si c'est le cas, toute distribution X-invariante T est
réguliére, c'est-a-dire il existe une fonction v de classe C*° sur M
telle que, pour toute fonction f € C*°(M) on ait :

(T,f)= //\/1 f(x) - (x)dx

ou dx est la mesure canonique sur M (associée a sa structure
différentiable).
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Exemple fondamental

2.3. Soit n > 2 un entier. L'espace vectoriel R” sera équipé de son
produit scalaire usuel (, ) de norme associée | - |. Le tore T" est le
quotient de R" par son réseau standard Z". Pour m € Z", ©,, sera
la fonction ©,(x) = €2 ™M) Une fonction sur T” est une
fonction f : R" — C satisfaisant a la condition d'invariance

f(x 4+ m) = f(x) pour tout x € R" et tout m € Z".

Si f:T" — C est intégrable, elle admet un développement de
Fourier :

F(x) = fmOm(x)

mezZn

ou les f, sont les coefficients de Fourier de f donnés par les
formules intégrales :
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Si en plus la fonction f est de carré intégrable, les coefficients f,
vérifient la condition :

Z ‘fm|2 < +00.

mezn

De méme, toute distribution T sur le tore T" (vue comme une
distribution Z"-periodique sur R") peut &tre écrite :

T=)Y TuOm

mez"

ou la famille de nombres complexes T, (indexée par m € Z") est
au plus de croissance polynomiale, c'est-a-dire il existe un entier
r € N et une constante C > 0 tels que | T,,,| < C|m|" pour tout
mec Z".
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2.4. Pour tout r € N, notons W' I'espace des fonctions f sur le
tore T" données par leurs coefficients de Fourier (fy)mezn
satisfaisant a la condition E \m|"|fm| < +00. De méme W'

mezn
sera |'espace des fonctions f sur T” données par leurs coefficients

de Fourier (fn)mezn et vérifient la condition
Z Im|?"|fin|? < +o00. Ces espaces sont complets pour les

mezn
normes .
[[f]]1,r = [fol + Z Im|"|fn|  for f € WLr
mez\{0}
et :
Il = [I62+ > ImP | for fe w2

mezZn\ {0}
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W?" est le r®M€ espace de Sobolev du tore T"; il a une structure
d’'espace de Hilbert pour le produit hermitien :

<f7g>, - fOEO =+ Z ‘m‘zrfmgm'
meZ\{0}

On a des inclusions naturelles :
c(Tyc---cwhttcwhtrc...cwhl
et :
Co(T") C - C Wt c W2 c ... c W20 = [3(T").

La proposition suivante est facile a établir :
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Proposition

Soit T = Z Tm©m une série (les T, sont des nombres

mez"
complexes). Les assertions i), ii) et iii) qui suivent sont

équivalentes :

i) T est une distribution réguliére, i.e. T est une fonction C*.
ii) pour tout r € N, la série Z Im|?"| Tim|? converge.
mezn
iii) pour tout r € N, la série Z |m|"| Tr| converge.
mez"
Pour tout r € N, les injections ji , : Wh Tt s W' et

Jor : W2l <y W2 sont des opérateurs compacts.
Conséquence :

ﬂ Wl,r _ ﬂ W2,r _ COC(TH)

reN reN
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2.5. Considérons maintenant le champ de vecteurs linéaire

n
0
X = g ay— sur le tore T" ot o« = (g, -+, vy) €st un vecteur
an
k=1
de R".
4
y 4 4 4
) 4
4 ‘ ‘
4 y Y
4
* 4 4
L 2 L L

Un champ linéaire sur R?
Le réseau Z2 dans R?
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On suppose les aq, - -+, a, linéairement indépendants sur Q; ceci
implique que les orbites de X sont denses.

L'équation (1) s'écrit :

~Of

Pour la résoudre, on utilise le développement de Fourier des
fonctions sur le tore T”. On a :

f(X) _ Z fme2i77<m,x> ot g(x) _ Z gme2i7r<m,x>.

mezn mezn
En termes de coefficients de Fourier, I'équation (3) est équivalente
au systeme :

(4) 2itm, ) fyy = gm avec meZ"
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Ce qui donne une solution formelle :

0 sim=20
(5) fm - 8m

2im{m,a) sinon
Probléme : La quantité 2im(m, o) peut tendre vers 0 plus
rapidement que gm ! Ce qui empécherait la série de Fourier de
converger | Ceci nous ameéne a la notion d’approximation
diophantienne.

Tout vecteur o € R définit une forme linéaire R" :
x € R"— (o, x) € R et donc, par restriction, sur le réseau Z".
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Définition

|

i) On dit qu’un vecteur o est diophantien s’il existe A > 0 et
s > 0 tels que : |(a,m)| > il

m = (my,...,m,) € Z" différent de 0. Dans ce cas, on dit que
X est un champ diophantien.

1 — pour tout

i) On dit que o est un vecteur de Liouville s’il existe A >0
tel que, pour tout 0 > 0, il existe mg € Z" vérifiant :

[{a, mg)| < sl ‘ . On dira alors que X est un champ de
Liouwille.
Par exemple : Tout vecteur oo = (a1, -+ , ) dont les

composantes sont des nombres algébriques Q-linéairement
independants est un vecteur diophantien.
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En effet, en multipliant les polyndmes minimaux des composantes
par le dénominteur commun on peut supposer que les «; sont des
entiers algébriques.

Soit Q[avg, -+, @y le corps de nombres engendré par oy, -+, «p.
Notons d le degré de I'extension algébrique Q[a, -+ , ] et G
son groupe de Galois.

Pour i =1,--- | n, soient o; le plongement de Q[aq,- -+ , «,| dans

la cldture algébrique de Q.
Pour tout n-uple non nul m d’entiers, le produit : Hq((a,m))

J
est un entier algébrique non nul et invariant par G ; c'est donc un

entier non nul. Ceci implique : )Hcg((a,m))‘ > 1, et dong, si

\%

‘64 ol C est une

- |m

o1 =1d,ona: [{a,m)| > ‘

j>2
constante réelle strictement positive. ]
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Le théoreme principal

i) Supposons que X est diophantien. Alors l’équation
X - f =g a une solution f € C(T") si, et seulement si :

[ gt =a =0

1) Si X est de Liouville, il existe une famille libre
de fonctions (gs)sen vérifiant la condition :

/ gs(x)dx =gop =0

et telle que l’équation X - f = g, n’ait pas de
solution ; en plus, l'timage de l'opérateur X n’est
pas fermée pour la C>*-topologie sur C>(T").
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Finalement, on remarque que l’opérateur différentiel X :
o n’est pas GH si o est un vecteur de Liouville.
e est GH si o est un vecteur diophantien.

Le seul exemple connu d’opérateur GH est ce genre de
champ linéaire diophantien sur T". Ce qui méne a la :

Conjecture de Greenfield-Wallach (1973)

Soient M une variété compacte de dimension n et X un
champ de vecteurs non singulier préservant un C°°-volume
sur M. Supposons X globalement hypoelliptique. Alors M est

difféomorphe au tore T" et X est conjugué a un champ
linéaire diophantien.

Cette conjecture a d'abord été démontrée en dimension n = 3 par
différents auteurs. Et récemment, en toute dimension, pour un
espace homogeéne G/I" et un champ X induit par un élément de
I'algebre de Lie G du groupe de Lie G!
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