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ABSTRACT

Soient F un feuilletage hermitien homologiquement orientable sur une
variété compacte M et Fi une déformation de F a type différentiable fixé
paramétrée par un voisinage T de 0 dans R? par des feuilletages transver-
salement holomorphes. On suppose que la métrique hermitienne transverse
o de F = Fg est kahlérienne.

On montre qu’il existe € > 0 tel que pour tout t € T, |t| < ¢, le feuilletage
F¢ possede une métrique kiahlérienne transverse o; telle que og = o; en

plus o dépend différentiablement de t pour [t| < &.

Introduction

Soit M une variété analytique complexe compacte. On appelle déformation de
M paramétrée par un voisinage T de 0 dans I'espace R? la donnée d’une variété
différentiable M et d’une submersion C*®, r : M — T telle que pour tout t € T,
n71(t) = M; est une variété analytique complexe compacte avec My = M. Pour
t suffisamment proche de 0, M, est difféomorphe & M; mais pour ¢ aussi proche
de 0 qu’on veut la structure complexe de M; peut étre différente de celle de M.
On peut alors se demander s'il existe sur M une propriété géométrique qui ne
“disparalt” pas par petites déformations i.e pour ¢ proche de 0. Dans cette direc-
tion Kodaira et Spencer [KS2] ont démontré que si M a une métrique kihlérienne
o alors il existe € > O et une famille différentiable de métriques kihlériennes o,
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sur My pour |t| < e telle que oo = . Ce résultat a été généralisé dans [Ek1] aux
V-variétés (orbifolds ou variétés de Sataké) complexes. Il semble alors na-
turel de voir §’il reste encore vrai pour des espaces plus généraux tels que 'espace
des feuilles de certains feuilletages transversalement holomorphes sur des variétés
compactes. La réponse est non si la déformation F; est quelconque : il a été
construit dans [EN1] une famille analytique (F;):ec de feuilletages holomorphes
sur une nilvariété complexe compacte telle que Fy est transversalement kahlérien
et pour tout ¢t # 0, F; ne possede aucune structure kahlérienne transverse. Mais
la réponse est oui si la déformation est a type différentiable fixé i.e il existe
une famille continue de difféomorphismes h; tels que b} (F;) = F. C'est I'objet
de ce travail.

La démonstration de Kodaira-Spencer dans le cas classique repose sur des pro-
priétés fortes (qu’ils ont établies) d’une famille différentiable d’opérateurs forte-
ment elliptiques sur une variété compacte : continuité des éléments du spectre,
dépendance différentiable de I'opérateur de Green et des opérateurs de projec-
tion en fonction du parametre ¢t € T etc... La notre consiste a établir les mémes
propriétés pour une famille C* d’opérateurs fortement transversalement el-
liptiques en se basant sur les résultats obtenus dans [Ek2].

Dans toute la suite F sera un feuilletage de codimension n (réelle ou complexe)
sur une variété M défini par un cocycle feuilleté {U;, fi,vi;} ot (Us)ier est un
recouvrement ouvert de M , f; : U; — S une submersion au-dessus d’une n-
variété transverse S (réelle ou complexe) et 7;; des difféomorphismes locaux de
S tels que sur U;NU; # @ on ait f; = ;50 f;. On note TF le fibré tangent & F et
vF = TM/TF son fibré normal. Quand on exprimera une propriété localement,

ce sera toujours dans un systéme de coordonnées locales (z1,...,Zp,¥1,---,Yn)
(resp. (x1,...,Zp, 21,..-,2n) 81 S est complexe) pour lesquelles le feuilletage est
défini par les équations dy) = --- = dy, = 0 (resp. dz; = --- = dz, = 0).

Sauf mention expresse du contraire, toutes les structures considérées dans ce

travail sont supposées étre de classe C*°.

1. Structures transverses

Dans cette section nous donnons quelques exemples de structures transverses.
Nous nous sommes limités a celles dont nous aurons besoin par la suite.

1.1. Définition: Une structure transverse & F est une structure sur S invariante

par les difféomorphismes locaux 7;;.
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1.2. Exemples: (i) Si S est un groupe de Lie et les +;; des restrictions de
translations & gauche, on dira que F est un feuilletage de Lie.

(ii) On dira qu'un champ de vecteurs ¥ sur M est feuilleté si pour tout
champ de vecteurs X tangent & F, le crochet [X, Y] est encore tangent & F. Le
flot local associé & un tel champ préserve le feuilletage F. Les champs tangents
a F forment un idéal I'(F) du module x (M, F) des champs feuilletés sur M. Le
quotient x(M/F) = x(M, F)/T(F) est une algebre de Lie appelée 'algébre des
champs basiques de . On dira que F est transversalement parallélisable
(T.P en abrégé) si x(M/F) est libre de rang n. Cela signifie que la variété S
admet un parallélisme invariant par les v;;.

(ili) Supposons S riemannienne et les 7;; des isométries locales. On dira alors
que F est un feuilletage riemannien. Ceci signifie que le fibré normal vF
supporte une métrique invariante le long des feuilles ou encore que la distance

entre les feuilles est localement constante. Localement cette métrique s’écrit

(1.1) g(z,9) = Y 0i;(v)dy: @ dy;.

=1

Sur une variété fixée M, tout feuilletage de Lie est transversalement
parallélisable et tout feuilletage transversalement parallélisable est évidemment
riemannien.

La structure d’un feuilletage F riemannien (ou transversalement parallélisable)

sur une variété M compacte est décrite par les théoremes qui suivent diis a P.
Molino [Mo}.

1.3. THEOREME: Supposons F transversalement parallélisable. Alors

(1) P’adhérence de toute feuille de F est une sous-variété de M,

(2) il existe un groupe de Lie Gq tel que le feuilletage Fy induit sur chaque
adhérence est de Lie de groupe Gy a feuilles denses,

(3) les adhérences des feuilles forment une fibration localement triviale 7 :
M — W au-dessus d’une variété compacte W, le cocycle de cette fibration
est & valeurs dans le groupe Diff (F, Fy) des difféomorphismes de la fibre
type F' qui respectent le feuilletage Fy.

La variété W est appelée la variété basique de F et 7 : M — W la fibration
basique de F,
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Supposons F riemannien et pour simplifier transversalement orientable. No-
tons alors M# — M le G-fibré principal des repéres orthonormés directs trans-

verses & F ou G est le groupe SO(n).

1.4. THEOREME: Le feuilletage F se reléve & M# en un feuilletage F# tel que
(1) dim F# = dim F et F# est T.P,
(2) F# est invariant par I'action naturelle de G sur M#*.

La variété basique de F# sera par définition la variété basique de F.

Un autre exemple : si S est une variété analytique complexe et les 7;; des trans-
formations biholomorphes on dira que F est un feuilletage transversalement
holomorphe. Dans cette situation le fibré normal vF hérite d’'une structure
presque complexe i.e il existe un automorphisme J : vF — vF invariant le long
des feuilles et vérifiant J? = —id.

Si en plus F est riemannien (de métrique transverse v°) on pose

1
(12) (1, %2) = 5 {1° (%, I¥) +1° (1, 1)},
pour toutes sections Y7, Ys de vF. Clairement v satisfait la condition
(JY1, JYs) = v(Y1,Ya),

i.e vy est une métrique hermitienne transverse & . On dira que le feuilletage F

est hermitien. Posons maintenant
(1.3) w(X,Y)=7(JX,Y).

Alors w est une 2-forme différentielle basique. On dira que F est transversale-
ment kahlérien si w est fermée; dans ce cas on dira que w est une forme de
Kaéhler basique pour F.

Rappelons qu’une forme différentielle o est dite basique si elle vérifie ixa =
Lxa =0 pour tout X € I'(F). Une fonction basique est une fonction constante
sur les feuilles; on note A, I'algébre des fonctions basiques sur M. L’espace
Q*(M/F) des formes différentielles basiques muni de la différentielle extérieure
est un complexe différentiel (appelé complexe de de Rham basique); son
homologie H*(M/F) est appelée la cohomologie basique de F.

Si F est transversalement holomorphe on a, comme dans le cas classique, une
décomposition

QaM/F) = P o M/F)

ptq=r
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ol QPY(M/F) est I'espace des formes basiques de type (p,q). Le compleze de

Dolbeault basique
QPI(M/F) 2o QPITY( M/ F)

est bien défini; son homologie est appelée la cohomologie de Dolbeault
basique de F.

Un cas particulier de feuilletage transversalement holomorphe est donné par
un feuilletage holomorphe : la variété M est analytique complexe et les sub-
mersions f; : U; — S sont holomorphes. Donnons un exemple concret d’un tel
feuilletage. Soit M = C**! —{0} et considérons le champ de vecteurs holomorphe
Z défini en tout point (z1,...,2,41) de C**! par

Z( ) - 0
Zlyeeeylnl) = 12y Op412n41
y A4 821 n+14n4 83n+1
ol a1, ...,0n41 € C*. Les variétés intégrales de Z définissent un feuilletage holo-
morphe de codimension complexe n sur M. On peut choisir les aq,...,a,41 de

telle sorte que le champ Z intersecte transversalement la sphere S27+! ¢ Cr+!
et y définit un flot réel (i.e un feuilletage de dimension réelle 1) transver-
salement holomorphe de codimension n. Il a des orbites fermées Lq,...,L,41
(difféomorphes au cercle) données respectivement sur chaque facteur de C* par
|z1] = 1,...,|zp41] = 1. 1l est facile de voir que si tous les a; sont de
module 1, le flot associé & Z préserve la métrique kihlérienne standard de C*+!
qui induit une métrique kahlérienne transverse a F et en fait donc un feuilletage

transversalement kahlérien.

2. Opérateurs transversalement elliptiques

Soit P : P — M un fibré principal de groupe structural G C GL(k,C). Le
groupe G agit & droite sur P et sur son algébre de Lie G par la représentation
adjointe. On note V le sous-fibré vectoriel de TP dont la fibre V, en un point
z € P est 'espace tangent en z & la fibre de P. Une connexion sur P est un
sous-fibré vectoriel H de T'P tel que

(i) pour tout z € P: T,P =V, ®d H,,

(i) pour tout g € G et tout z € P: H,; = (Ry)«H, ol R, est l'action & droite
de g sur P.

Il est bien connu que H est le noyau d’une 1-forme invariante w sur P (appelée

forme de connexion) et & valeurs dans G.
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Il est facile de voir que la restriction de ¢, (la dérivée de ¢) & H, est un

isomorphisme sur T,y M. Soit 7= 17 (T F).

2.1. Définition: On dira que P est feuilleté si 7 est intégrable.

Dans ce cas 7 définit un feuilletage F sur P de méme dimension que F et
invariant par Paction de G.

On dira que la connection H est basique si la 1-forme w est basique (pour le
feuilletage F bien stir); un fibré principal feuilleté P est dit F-fibré s’il est muni
d'une connexion basique.

Soit E — M un fibré vectoriel complexe défini par un cocycle {U;, gi;, G} ou
U; est un recouvrement ouvert de M et les g;; sont les fonctions de transition
U;nU; — G C GL(k,C). On dira que E est un F-fibré si le fibré principal
associé G — P — M est un F-fibré. Comme E = P xg CF, F induit un
feuilletage Fg sur E. Un F-morphisme ¢ : (F,w) — (E',w’) entre deux F-
fibrés est un morphisme de fibrés vectoriels qui envoie feuilles de Fg dans celles
de Fg et la connexion de E’ sur celle de E.

Soit E — M un F-fibré. Alors le fibré dual E* et toutes ses puissances

extérieures A*E* sont des F-fibrés; de méme
H2E = {2-formes hermitiennes sur E}

est un F-fibré.
Soient E un F-fibré, C°(FE) I'espace de ses sections globales et notons

V : x(M) x C%(E) — C®(E)

la dérivée covariante associée & la connexion H. On dira qu'une section o €

C*(F) est basique si elle satisfait la condition
Vxa =0 pour tout X € I'(F).

L’espace C*°(E/F) des sections basiques de E' est un A,-module. Soient E
et E' deux F-fibrés de rangs respectifs k et k'. Un opérateur différentiel

basique d’ordre m € N est une application linéaire
D:C®(E/F) — C*®(E'|F)

ayant pour expression locale

2.1 D= as\Y) 57 e
(2.1) > ¥ g ape
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ous=(81,...,5,) € N* || = sy +---+ 5, et as sont des k x k’-matrices dont les
coefficients sont des fonctions basiques. Le symbole principal de D au point
z et en le covecteur basique £ € v F, £ = (&,...,&,) est Uapplication linéaire
o0(D)(z,€) : E, — E. definie par

(2.2) a(D)(z &)= > & - &rasy)(m).

Isl=m

2.2. Définition: On dira que D est transverselement elliptique si ’applica-
tion linéaire o(D)(z,£) est un isomorphisme pour tout z € M et tout covecteur
basique £ € v;F non nul.

Notons V2 : x(M) x C®(H2E) — C°°(H?E) la dérivée covariante sur le
F-fibré H?E des 2-formes hermitiennes sur E.

On dira que E est un F-fibré hermitien si H2E admet une section basique
( , ) définie positive. Par exemple si F est riemannien, le complexifié vF @ C
de son fibré normal ainsi que toutes ses puissances extérieures A*v*F @ C sont
des F-fibrés hermitiens.

Soient E' un F-fibré hermitien et D : C*°(E/F) — C*°(E/F) un opérateur
basique d’ordre m = 2m’. Pour tout z € M et tout £ € v} F, on définit une
forme quadratique A{D){z,£): E, — R par

!

(2.3) AD)(z,6)(n) = (=)™ (a(D)(z,£)(n). ).

On dira que D est fortement transversalement elliptique si cette forme
quadratique est définie positive pour tout z € M et tout covecteur basique non
nul £. Bien sir un tel opératenr est transversalement elliptigue.
Nous allond donner la décompaosition de Hodge basique dans le cas qui va
nous intéresser : E = E' et D d’ordre pair m = 2m/’ fortement transversalement
elliptique. La démonstration compléte dans le cas général se trouve dans [Ek2].
Soit E# le relevé & M# du fibré E. Alors
(1) E# est un F#-fibré hermitien (on notera (, ) la métrique hermitienne sur
ce fibré qui n'est rien d’antre que la relevée de celle sur E);

(2) E# est un G-fibré;

(3) T'espace C*°(E/F) des sections basiques de E est canoniquement isomorphe
4 Despace CF (E# /| F#) des sections basiques de E# invariantes par Vaction
de G.
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(4) A laide de la connexion de Levi-Civita du fibré principal

G—M*¥ — M
on reléve 'opérateur D en un opérateur basique
D#* . C=(E*|F#) — C=(E*/F#)

commutant a Paction de G et donc préserve CF¥(E#/F#). Malheureuse-

ment cet opérateur n'est pas fortement transversalement elliptique. Nous

allons le compléter a cet effet. Soient @y, ..., Qn les champs fondamentaux
de P'action de G sur M#. Vus comme opérateurs différentiels d’ordre 1 sur
C*>(E#) ils sont basiques. Notons Q,...,Q@y leurs conjugués complexes
et posons

N m!
@:<Zp@9 et Q=(-1)"¢Q.
i=1
On vérifie alors que I'opérateur
(2.4) D' =D¥* +Q

est fortement transversalement elliptique, G-invariant, et coincide avec D
sur lespace CX(E# /F#) (via l'identification CF (E#/F#) = C*(E/F)).

Au fibré E# sur M# est associé un fibré hermitien E — W appelé le fibré
utile de E qui est un G-fibré (action étant induite par celle de G sur M#).

Il existe un isomorphisme canonique de A(W)-modules
(2.5) U : C°(E#|F#) — C>(E).

Si w est la forme volume associée a la métrique riemannienne induite par

celle de M#, on peut définir un produit hermitien sur C°°(E)
@5)= | (ol Bwhudu(a)

qu'on transporte sur C®°(E#/F#) de telle sorte que ¥ soit un isomor-

phisme unitaire. On notera || ||o la norme associée.
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(7) L'opérateur D’ induit un opérateur différentiel fortement elliptique D sur
C>=(E) tel que pour tout ouvert U C W et V = 7~ }(U) le diagramme

suivant commute
Cp(E# | F#) Lo oo (E# | F#)

v v

5 (B) —L—— CF(B)

En résumé on a un isomorphisme unitaire ¥ : C*°(E/F) — CF(E) tel que le

diagramme
C*(E/F) —2~ C*(E/F)
(2.6) £ (7
C(E) —2— cz(E)
conminute.

Pour le produit hermitien défini par transport & I'aide de ¥ sur C*°(E/F) on
vérifie que si D : C®(E/F) — C*(E/F) est un opérateur basique transversale-
ment elliptique (resp. transversalement fortement elliptique), alors son adjoint
D* : C>*(E/F) — C=(E/F) est aussi un opérateur basique transversalement
elliptique (resp. transversalement fortement elliptique).

Dorénavant pour tout opérateur D, N (D) sera son noyau et Im D sera son im-
age. La décomposition de Hodge pour le fibré E — W et 'opérateur fortement
elliptique D induisent une décomposition de Hodge pour (C(E), D) qui donne,

via le diagramme (2.6), le

2.3. THEOREME: Soient F un F-fibré hermitien et D : C®(E/F) —
C*(E’/F) un opérateur transversalement elliptique. Alors

(i} N(D) est de dimension finie;

(i) on a une décomposition orthogonale C*°(E/F) = N(D) & Im D*.

De tout ce qui précede on peut démontrer le théoréme suivant dit de
décomposition spectrale basique. Soit LZ(E/F) le complété de C=(E/F).

2.4. THEOREME: On reprend les hypothéses du théoréme 2.3. et on suppose en
plus que D est autoadjoint. Alors D a un systéme (e )ren de sections basiques
propres C* formant une base hilbertienne de L*(E/F). Pour toute section
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o€ L*(E/F)ona

(2.7) a=> {aexe
k=0

et la série converge en norme L?. Les valeurs propres (\;) associées respective-

ment & (ey.) sont réelles et telles que

=0, M <A< <A< et lim Ap = 400,

k—+oo

Une section o € L*(E/F) est C* si et seulement si pour tout r € N

o0

(28) oA K er)? < +ox.

k=1

On note P : L%(E/F) — N(D) l'opérateur de projection orthogonale et K

I'opérateur qui & toute section L? (resp. C*) a = Y 7 o{a, ex)ex associe
= 1
0= 3 o
qu’on appelle 'opérateur de Green associé & D. On a clairement l'identité

DKo+ Pa=«o

pour toute section o qui est C°.

3. Application aux formes basiques

On sait que le complexifié v du fibré normal 4 F est un F-fibré hermitien. Il en
est de méme de toutes ses puissances extérieures E, = A"v*, our =0,...,n dont
les sections basiques sont les formes différentielles basiques & valeurs complexes.

On pose
Q" (M/F) =C*(E:/F)
et on note
x: Q(M/F) — Q" (M/F)

I'opérateur de Hodge défini 4 I'aide de la métrique hermitienne transverse.
Supposons M compacte et F riemannien transversalement orientable et
homologiquement orientable i.e H°4% (M /F) # 0. Cette derniére condition
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implique (cf. [Ms]) qu'il existe sur M une métrique riemannienne pour laquelle
F est riemannien et ayant toutes ses feuilles minimales; d’apreés [Ruy] il existe
une forme x € Q4™ % (M) qui est un volume sur chaque feuille et relativement

fermeée i.e
dx(X1,..., Xdim7,Y) =0

pour Xi,..., Xqim F tangents & F. Pour toutes formes o, € Q" (M/F) on pose
(31) @8 = [ ansBax
M
On obtient ainsi un produit hermitien sur Q" (M/F) pour lequel Popérateur
d* = (-1)" *dx

est 'adjoint formel de d : Q" (M/F) — Q"+1(M/F). Ll en résulte que 'opérateur
A (M/F) — Q" (M/F) défini par A = dd* + d*d est autoadjoint. En plus il
est fortement transversalement elliptique (4 symbole strictement positif méme).

On a
N(A)= N(d)n N(d*)

dont les éléments sont les formes basiques harmoniques. Le Théoréme 2.3

donne alors

3.1. THEOREME: Pour toutr € {0,...,n} :
(i) N(A) ="H"(M/F) est de dimension finie,
(ii) On a une décomposition orthogonale

QO (M/F) =H (M/F) ® Imd ® Imd*.

11 résulte de ce théoréme que la cohomologie basique H"{M/F) est isomorphe
a H"(M/F); elle est donc de dimension finie. En plus elle vérifie la dualité de
Poincaré i.e H"(M/F) est isomorphe & H*~"(M/F).

Supposons maintenant F hermitien. Alors on définit un opérateur

¥ QPUM/F) — QP M/ F)
de telle sorte que 8 = (=1)P+9%9% soit I’adjoint formel de 8. L’opérateur
(3.2) A"=838 +89:07(M/F) — QPY(M/F)

est autoadjoint transversalement fortement elliptique. On a alors le
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3.2. THEOREME: Pour tous p,q € {0,...,n} :
(i) N(A")="HP9(M/F) est de dimension finie,
(ii) On a une décomposition orthogonale

QPI(M/F) = HPY(M/F) & Imd &Imd .

On en déduit le

3.3. THEOREME: La cohomologie de Dolbeault basique HP9(M/F) s’identifie &
l'espace HP9(M /F); elle est donc de dimension finie et vérifie la dualité de Serre

i.e pour tous p,q € {0,...,n} on a
HPY(M/F)y= H*"P" I M/F).

Si en plus F est transversalement kahlérien de forme de Kahler w on a
(a) & =247,
(b) HPU(M/F) = Ho?(M/F),
(c) H(M/F) = @y g HP(M/F),
(d) A"(wP) =0 pour tout p=20,...,n; d'ott HPP(M/F) #0
4. Déformations des feuilletages

Nous allons rappeler la définition d’une déformation d’un feuilletage de maniére
générale. Pour tout * € M, on note G,(M,n) la grassmanienne des plans de
codimension n de T, M. On obtient ainsi un fibré localement trivial

G(M,n) — M

de fibre type la grassmanienne G(p +n, n) de I'espace R**?. Un champ C* de
p-plans sur M n’est alors rien d’autre qu’une section C*° de

G(M,n) — M.

Soient T un champ de p-plans sur M et (71,...,7,) une base de sections locales

de 7. Si » »
Xzz:am et Y=ij7'j
=1 j=1

sont, deux sections locales de 7, on a

(X, Y] =Y abjlrm]+ Y {aimi(by)r; — bimi(as)ms} .

i,3=1 4,7=1
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Dans le quotient ¥ = TM/7, la valeur de [X,Y] en un point £ € M ne dépend
que de celles de X et Y et non celles de leurs dérivées. Ce qui permet de définir

une 2-forme
(4.1) Q 7TXT—V

dont la valeur en X, et Y, est la classe dans le quotient v, du vecteur [X,Y],.
Par le théoreme de Frobenius le champ de plans 7 est intégrable si et seulement
si §); est identiquement nulle. Dans ce cas 7 définit un feuilletage de codimension
n sur M.

On munit 'espace T'(G(M,n)) des sections C*® de G(M,n) de la topologie
C® qui en fait une variété de Fréchet. L’ensemble F(M,n) des feuilletages de
codimension n sur M (“zéros de ) en est un fermé; on le munit de la topologie

induite.

4.1. Définition: Une déformation de F € F(M,n) paramétrée par un voisi-
nage T de 0 dans R? est une application continue p: t € T — F; € F(M,n)
telle que p(0) = Fy = F.

Le groupe Diff (M) des difféomorphismes (de classe C*°) de M agit sur
F(M,n). Pour tout F on notera Or 'orbite de F.

4.2. Définition: Une déformation p:t € T — F;, € F(M,n) de F paramétrée
par T est dite & type différentiable fixé si pour tout t € T, p(t) € OF; en
d’autres termes il existe une famille différentiable (h:)ier de difféomorphismes
de M tels que hf(F;) = F.

4.3. PROPOSITION: Soit F; une déformation de F a type différentiable fixé en
feuilletages transversalement holomorphes de codimension n.
(i) Supposons F riemannien; alors pour tout t € T, F; est aussi riemannien.
(ii) La famille F;, se reléeve & M* en une famille différentiable & type
différentiable fixé de feuilletages ft# T.P. invariants par G.
(iii) Supposons que les feuilletages F; sont transversalement holomorphes et
Fo = F hermitien de métrique hermitienne transverse v°. Alors les feuil-
letages F; sont munis de métriques hermitiennes transverses 7, variant

différentiablement en fonction de t.

Démonstration: (i) Notons v° la métrique riemannienne transverse de F et soit
(ht)ter la famille des difféomorphismes de M qui conjuguent les F; & F. Alors
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comme la différentielle dh; : TM —> TM envoie TF; sur TF, elle induit un

isomorphisme de fibrés feuilletés
dhy : vFy — vF.
Si X et Y sont deux sections de vF; on pose
Y(X,Y) = 1%(dhy(X), dhe(Y))

qui définit bien, pour chaque t € T', une métrique riemannienne transverse a F;.
Ainsi le difféomorphisme h; est transversalement une isométrie.

(i) Pour tout ¢t € T, soit M¥ — M le G-fibré principal des repéres ortho-
normés directs transverses & F;. Comme h; : M — M est un difféomorphisme

qui est transversalement une isométrie il se reléve en un difféomorphisme
r¥ . MF — M*

défini comme suit. Soit (z¢,¢;) un point de M,# : ¢ est un point de M et &; un

repére orthonormé direct transverse a F;; on pose
(z,8) = h#(xt,it) = (he(zs), dhi(es))-

En plus h'f est un isomorphisme du fibré principal G — Mt# — M sur le fibré
principal G — M# — M. On peut donc confondre M¥ et M#. La famille
(Fi)eer se reléve alors & M# en une famille & type différentiable fixé (F¥)ier de
feuilletages tranversalement parallélisables de codimension n + @ Chaque
F7 est invariant par 'action de G sur M#.

(iii) Pour tout ¢ € T, la métrique v, définie par

(4.2) Y(X,Y) = %{7?()(, Y) + 100X, 1Y)}

ou J; : vFy — vJF, est automorphisme associé & la structure complexe trans-

verse de F;, est visiblement hermitienne et dépend différentiablement de ¢. |

Soit (Ey -—— M)ier une famille différentiable de F;-fibrés hermitiens
différentiablement triviale i.e il existe une famille différentiable (¢:)ieT
d’isomorphismes de F-fibrés faisant commuter le diagramme

E; T

(4.3) % 1 lqo
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ot ¢, est le difféomorphisme de M induit par ¢;. Par exemple si F; est une
famille & type différentiable fixé de feuilletages hermitiens alors v F; est une famille
différentiablement triviale de F;-fibrés hermitiens sur M.

Une famille différentiable d’opérateurs différentiels basiques d’ordre
m, est la donnée, pour chaque ¢ € T d’un opérateur différentiel basique D;

opérant sur les sections basiques C*(E;/F;) tel que dans Decriture locale

9'sl
(4.4) D= Y as(y,t)m

s|<m
les fonctions as dépendent différentiablement du parameétre t € T. On dira que D;
est une famille transversalement elliptique (resp. transversalement forte-
ment elliptique) si chaque D; est transversalement elliptique (resp. transver-
salement fortement elliptique).

Dans toute la suite, (F;);er sera une déformation a type différentiable fixé de
F, (Et)ter une famille différentiablement triviale de F;-fibrés hermitiens de rang
k et (D;)ier une famille différentiable d’opérateurs transversalement fortement
elliptiques d'ordre m = 2m’ autoadjoints.

Comme la codimension réelle est ici 2n, le groupe G sera cette fois-ci SO(2n).
Toute la situation se releve & M# :

(1) La famille F; en une famille & type différentiable fixé de feuilletages T.P.

.7-'t# invariants sous I'action de G.

(2) La famille E; en une famille différentiablement triviale de F7*-fibrés hermi-
tiens Et# , G-invariants et qui sont en plus canoniquement triviaux sur des
ouverts qui sont images réciproques d’ouverts U de M trivialisant E,.

(3) Les opérateurs D; en des opérateurs Dt# basiques commutant a ’action de
G.

(4) Le groupe G agit sur chaque facteur E;# de telle sorte que les sections
basiques de E; s’identifient canoniquement aux sections basiques de Et#

invariantes par cette action. L’isomorphisme
C®(Ey/F) ~ CX(EF | F#)
t t G t t
est donné par le diagramme commutatif

E¥f — . E,

L

M#* — M
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(5) Soit D} = D¥ +Q (cf. (2.4)); ici Popérateur Q est indépendant de ¢t
du fait que les fibrés principaux feuilletés Mt# sont isomorphes a laide
de hf’e. Les opérateurs D; sont fortement transversalement elliptiques et
restreints & Cg?(Et#/ff) ils coincident (via l'isomorphisme C*(E,/F;) ~
Cx (EF | FF)) avec les opérateurs D;.

(6) En vertu des points (1) et (2) on peut supposer que la variété M# x T est
munie d’un feuilletage qui coincide avec F# sur chaque facteur M# x {t}
et que la famille Ef est en fait un fibré E# — M# x T qui est E# —
M# x {t} pour chaque t € T.

(7) Il n’y a donc que Popérateur D, qui se déforme quand t décrit T.

CES OBJETS SERONT FIXES TOUT LE LONG DE CE PAPIER. Au fibré E# —
M# x T correspond un fibré utile E — W x T tel que sa restriction & chaque
W x {t} est le fibré utile associ¢ & E#¥ — M#*. La famille D, induit une
famille différentiable d’opérateurs différentiels D, fortement elliptiques d’ordre
m opérant sur I'espace C*°(E). Pour chaque t € T, D, commute & 'action de G

sur F.

5. Déformations d’opérateurs transversalement fortement elliptiques

L’objet de cette section est I’étude des déformations du spectre de D, et la
dépendance différentiable, en fonction de ¢, de Popérateur de Green K, associé
ainsi que celle de la projection orthogonale P, : C®(E) — N(D;). Ces pro-
priétés se transposent aux familles D;, K; et P; opérant sur 'espace C®(E/F).

De maniére analogue & [KS2] on démontre la
5.1. ProPoSITION: Si D, : C¥(E) — C¥(E) est surjectif et vérifie I'inégalité
(5.1) |ID:allo > Cllallo
ou C est une constante positive indépendante de t, 'opérateur Et_l dépend
différentiablement de t.

Soit I' une courbe C* dans le plan complexe bordant un ouvert V' qui contient
V'origine. Soit HE,(T') le sous-espace de CF(E) engendré par les sections propres
e (t) de D; correspondant aux valeurs propres contenues dans V; c’est un sous-
espace de dimension finie de I'espace préhilbertien CZ (E), donc complet. Notons
P,(T') la projection orthogonale

Py(I): CF (E) — Mg(T)
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qui est donnée par

(5.2) PDya= Y (on8(t)ex(t)-

Ak(t)ev

Soit d’autre part

KMa= Y &)

)\k(t)iv

On a de maniére évidente

Etl\}(l—‘)a + _pt(F)a =«

pour toute section o € CF (E).

Si V' ne contient que 0 comme valeur propre on notera H5(T'), K ((T') et P4(I)
simplement H,, K et P,.

La proposition 2, p. 55 de [KS2] admet une version G-équivariante qu’on peut

établir de facon similaire.

5.2. PROPOSITION: Soit to € T. Si pour tout k € N, Ay (to) ¢ T, il existee >0
tel que les opérateurs Py(T) et (') dépendent différentiablement de t pour
|t — t0| < e,

On a d’autre part la
5.3. PROPOSITION: Pour tout k € N fixé, la fonction t — A (t) est continue.

Démonstration: Le spectre de I'opérateur D, opérant sur CZ (F) est contenu
dans le spectre de D, opérant sur tout I'espace C®(E). Le résultat cherché
découle alors de [KS2] p. 47. 1

De ce qui précede on déduit le théoréme suivant qui sera fondamental dans la
démonstration de la stabilité du caractere kahlérien transverse d'un feuilletage.

5.4. THEOREME:
(i) La dimension du sous-espace H{, est une fonction semi-continue
supérieurement ent € T,
(ii) Si la dimension de H¢, est indépendante de ¢, les opérateurs P, et K,

dépendent différentiablement de t.
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6. Stabilité kahlérienne transverse

La famille 7, étant différentiablement triviale, .7-}# le sera aussi. Sur le F-fibré
hermitien on a une famille différentiable d’opérateurs fortement transversalement
elliptiques d’ordre m = 2m’ autoadjoints chacun opérant sur les sections basiques
du fibré £ — M. A cette famille, comme on I'a vu, est associée une famille
différentiable d'opérateurs D, fortement elliptiques de méme ordre agissant sur
les sections G-invariantes du G-fibré E — W et commutant & P'action de G.

L’isomorphisme canonique
(6.1) 6:C=(E/F) — C&(E)

est tel que : st a est une section basique de F qui dépend différentiablement de
t, alors 6(a) dépend aussi différentiablement de t.

Le diagramme commutatif
C>(E/F) =~ C&(E)
(62) n,| o
C=(E/F:) —— CF(E)

permet de transposer toutes les propriétés de la famille D; & la famille D;. En
particulier pour tout ¢ € T, le spectre Ax(t) de D; est le méme que celui de Dy,
les sections propres associées & A (t), €(t) et ex(t) respectivement de D, et D,
sont reliées par 8(ex(t)) = €x(t). On déduit du Théoréme 5.4 le

6.1. THEOREME:
(i) La dimension du sous-espace H; = N(D,) est une fonction semi-continue
supérieurement ent € T.
(ii) Si la dimension de H; est indépendante de t, les opérateurs P, et K,
dépendent différentiablement de t.

Pour tout t € T on posera
b =dim H"(M/F;) et b7 = dim HPI(M/F).

Comme F; est une déformation de F & type différentiable fixé, H™(M/F;) est
isomorphe & H"(M/F) et donc b} = b} qu'on notera tout simplement b". Si
les F; sont riemanniens, d’apres [EN2|, pour avoir cette égalité il suffit que la

déformation scit & type topologique fixeé.
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On posera
Z"(M/F;) = {r-formes basiques de F, fermées},
ZP (M /F;) = {formes basiques de type (p,q) de F;, d-fermées}.
Soit
A QPI(M/Fy) — QPI(M/Fy)
lopérateur différentiel d’ordre 4 défini par

A; = 0,0,0,0; + 8,0} 0,0; + 3, 0,078, + 879,80, + 0,0, + 3} ;.

6.2. PROPOSITION:
(i) L'opérateur A, est fortement transversalement elliptique auto-adjoint.
(1) une section a € QP9(M/F;) vérifie Aya = 0 si et seulement si

da=3=0 et 9,07 =0.
(i) Si F = Fo est transversalement kahlérien on a
Ag=A"A"+89+0%0
o A" =88 +80 est Popérateur défini au (3.2).

Démonstration: Un calcul immédiat permet d’établir que 'opérateur A; est
autoadjoint. Pour la forte ellipticité transverse il suffit de remarquer que sur une
transversale, 'opérateur A; coincide avec celui de [KS2] p. 71 (noté E;) défini
dans le cas classique. Le point (ii) découle de Vinégalité

13; 07 allf + 118eall? + [18:all? < (Ara,a);

o ( , )¢ est le produit hermitien sur 'espace QP7(M/F;). Le point (iii) découle
du fait que A = 2A" (cf. [Ek2]). [ |

Soient F1'? le noyau de A; (qui est de dimension finie). Considérons la projec-
tion orthogonale F; : QP9(M/F,) — FP? et K, Popérateur de Green associé a
A;. On rappelle 'identité

a = AKa + Fa.

Les résultats et les démonstrations des propositions 7 et 8 de [KS2] p.72 et 73

marchent de maniére immédiate dans le cas basique; plus précisément
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6.3. PROPOSITION:

(i) On a une décomposition orthogonale
ZPYM/F,) = 0,0, (WP~ L Y M/ F)) @ FPI.

(i) I existe ¢ > 0 tel que dimF}! est indépendante de t pour |t| < ¢ et égale
a la dimension de I'espace HY'1(M/F) des formes harmoniques basiques de
type (1,1) de F.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat de stabilité du

caractére kihlérien transverse des feuilletages qui est le but principal de ce travail.

6.4. THEOREME: Soient F un feuilletage hermitien homologiquement orientable
sur une variété compacte M et F; une déformation de F a type différentiable fixé
paramétrée par un voisinage T' de 0 dans R? par des feuilletages transversalement
holomorphes. Supposons que la métrique hermitienne transverse o de F = Fg
soit kdhlérienne. Alors il existe e > 0 tel que pour toutt € T, |t| < <, le feuilletage
F; posséde une métrique kahlérienne transverse oy telle que o = o et dépendant

différentiablement de t pour |t| < ¢.

Démonstration: Soit v; la famille de métriques définies par la formule (4.2) et
notons &y (-, ) = v(Je, ) la famille de 2-formes différentielles basiques associées.

La 2-forme wq est fermée par hypothése. On pose
Wy = % (thut +F_tt7);) .
Par la Proposition 6.2 on a
dF,G; = 0,Fy; + 0sFy0; = 0

et donc dwy = 0.

D’autre part comme &; dépend différentiablement de ¢, |t| < € et que dim F} -1
est indépendante de ¢ (voir la Proposition 6.3), on déduit du Théoréme 6.1 que
F,w; dépend différentiablement de ¢ pour |¢{| < e. Comme &y est définie positive,
il en est de méme pour wy. Il en résulte que pour || < ¢

oe() = wel(, Je)

est une métrique kihlérienne transverse pour F; qui dépend de maniére

différentiable de t et vérifie op = 0. [ |
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7. Exemple

Dans cette section nous allons montrer sur un exemple I'existence de feuilletages
transversalement kdhlériens admettant des déformations & type différentiable fixé
non triviales. Pour ce faire nous allons formuler la notion de déformation de fagon
un peu différente de celle qui a été donnée en 4.1.

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension n sur une
variété compacte M défini par un cocycle feuilleté {U;, f;,vi;} ot (U;)ier est un
recouvrement ouvert de M , f; : U; — C" une submersion et ;; des biholomor-
phismes locaux de C* tels que sur U; N U; # 0 on ait f; = ;50 fi.

Une déformation F; de F paramétrée par un germe en O d’espace analy-
tique (T, 0) (cf. [Ma] pour les définitions et tous les détails) est la donnée d'un
recouvrement ouvert (U;);cs, d’'une famille de submersions f} : U; — C" et
une famille de biholomorphismes ~}; : f{(U; N U;) — fH(U; N U;) dépendant
holomorphiquement de ¢ et tels que :

(i) f; = 7ij o ff:

(ii) f? = fiet %Qj = Yij-

Deux déformations F; et F, paramétrées par le méme germe d’espace analy-
tique (7,0) sont dites isomorphes s'il existe une famille différentiable de
difféomorphismes h, de M tels que h}(F]) = F:.

Si g : (T7,0) — (T,0) est un morphisme d’espaces analytiques, alors toute
déformation F; de F paramétrée par (T,0) définit une déformation F
paramétrée par (7',0). On dira que F, est la déformation induite par
®.

Soit © le faisceau des germes de champs de vecteurs basiques holomorphes
sur M. Un élément de O est représenté sur un ouvert de coordonnées locales
(@1, Tp, 215. .., 2n) (sur lequel F est défini par les équations dzy = -+ =

dz, = 0) par un champ du type

= 3]
7 = Zak(zl,...,zn)a%

k=1
ou pour tout k =1,...,n, ax est une fonction holomorphe. Ce faisceau n'est pas
fin et donne lieu & une théorie de cohomologie non triviale H*(M,©) mais de
dimension finie (c’est la cohomologie d'un complexe elliptique sur une variété
compacte). L’espace H'(M,©) paramétre les classes d’équivalence de

déformations infinitésimales de F.
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7.1. THEOREME (|GHS]): Soient F un feuilletage transversalement holo-
morphe sur une variété compacte M et © le faisceau des germes de champs
de vecteurs basiques holomorphes. Alors il existe un germe d’espace analytique
(S,0) paramétrant une déformation F, tel que pour toute autre déformation F,
paramétrée par (T,0) il existe un morphisme ¢ : (T,0) — (S,0) tel que la
déformation induite F ;) soit isomorphe & F;. En plus il existe un voisinage U
de 0 dans H*(M, ®©) (qui est de dimension finie) et une application holomorphe
B:U — H%*(M,®) tels que (S,0) est le germe en 0 de 371(0).

Le germe d’espace (5,0) est appelé espace versel de F et F; la famille
verselle de 7. Si H*(M,0) = 0, S est un voisinage de 0 dans H'(M,®©). Si
HY(M,©) =0, S est réduit & un point; dans ce cas on dira que F est rigide.

Dans toute la suite on suppose que toutes les déformations de F que l'on
considére sont & type différentiable fixé. Alors du point de vue infinitésimal les
classes d’équivalence de telles déformations sont décrites par le premier espace
vectoriel H1(M, %) de cohomologie basique de Dolbeault & valeurs dans le fibré
normal holomorphe v10. Les espaces vectoriels HX*(M,v'?) sont de dimension
finie [Ek2]. On a alors un théoréme de versalité faible.

7.2. THEOREME ([EN3|): Si le feuilletage F est hermitien il existe une
déformation F,, a type différentiable fixé paramétrée par un germe d’espace
analytique (Sy,0) avec la propriété de versalité faible suivante : si F' est un
feuilletage proche de F dans la topologie C™ et différentiablement conjugué & F
alors il existe un difféomorphisme h de M proche de l'identité et s, € Sy tels que
F' = h*(Fs,) et h transforme la structure complexe transverse de F,, en celle de
F'. En plus il existe un voisinage U de 0 dans H*(M,v'°) et une application
holomorphe j3: U — HX*(M,v'0) tels que (S, 0) est le germe en 0 de 371(0).

En particulier ce théoréme dit que si HY'(M, v'°) est non nul et si HY?(M, v1°)
est nul alors S, est un voisinage de 0 dans HP'(M, v'°) et donc le feuilletage F
se déforme & type différentiable fixé. Notre exemple sera de ce type.

Si X est une variété complexe, T1°(X) sera son fibré tangent holomorphe et
sa cohomologie de Dolbeault & valeurs dans T'%(X) sera notée H%(X,T1°(X)).

7.3. Construction de I'exemple: Soit T = C/T" le tore complexe défini par le
réseau standard I' = Z @ 4Z. On note F la variété complexe T x P! ou P!
est I'espace projectif complexe de dimension 1; F' est kahlérienne de dimension

complexe 2. Soient ( = 1+ it et a deux nombres complexes avec |a| =1, a # 1
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et ®: F — F la transformation définie par
@(Z, 'LU) = (d)(:)a Lpa(w))a
olt ¥(z) = z+ ( et @, est 'automorphisme de P! induit par :

@ - {0} —2- € - (0}

(wl, ’LU2) —_— (aw;, E’LUQ).

Notons Aut(F') le groupe des automorphismes de la variété kihlérienne F'; alors
® cAut(F) et 'adhérence K de {®" : n € Z} dans Aut(F) est un sous-groupe
compact. Notons H?{‘I(F, T'(F)) la cohomologie de Dolbeault de F' a valeurs
dans le fibré tangent holomorphe T1°(F) des formes de type (0,q) invariantes
par K. Alors on a (cf. [Ko]) :

C =0 1
HOq(T, TIO (T)) - {0 ;?ll;;q ou

et
HO(P!, T(P')) = {‘133 pour ¢ =0,
0  sinon.

La formule de Kiinneth nous donne :
HOYF, T'°(F)) = H®(P',T"°(P")) ® H°(T,C) ® H°!(T, T'°(T)).

Comme P'action de ® respecte chaque facteur du produit F = T x P! on a une
formule analogue au niveau de la cohomologie K-invariante :

HR (F,T(F)) = HE (P', T*°(P")) ® HE (T, C) & Hg (T, T'°(T)).

Le groupe K étant compact, la cohomologie K-invariante H?("(F, TO(F))
s'injecte dans la cohomologie totale H%(F, T'9(F)). D’autre part le générateur
dz ® £ de HYT,T'(T)) est K-invariant; il engendre donc HY(T,T(T)).
Par conséquent HY(T,T'°(T)) = C. De méme H (T, C) est engendré par dz,
qui est un élément invariant par ¢ donc K-invariant; par conséquent il engendre
HJNT,C). D’'ou HY(T,C) =C.
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1l reste maintenant & calculer H2(P!, T19(P)), i.e. déterminer les champs de
vecteurs holomorphes sur P! qui sont A-invariants. Désignons par £ la coor-
donnée non homogene sur P1. Un élément de H(P!, T!0(P!)) s’exprime alors
en fonction de £ sous la forme (cf. [KSI1] p. 437) :

(c26 + 1€ + C0)8§
avec cg, €1, co des constantes complexes. Donc 523%, £ a% et 5% sont les
générateurs de H%(P*, T1°(P)). Nous allons chercher lesquels d’entre eux sont
K-invariants. En coordonnées homogenes (w;,ws) sur P!, ces trois champs
s’écrivent respectivement dans 'ouvert U; = {w, # 0} :

o 9

—, Wg et wy—
w 8w2’ dw,

Owy’

puisque ag correspond & wy 50— 3 . La condition d’invariance pour un champ de la
8

oy S ‘éerit :

forme f(w1,w2) 55~
flawy, qws) = @ f(wy, wa),
et elle est satisfaite uniquement par le champ wq 52— aw . On démontre de la méme
maniere que dans l'ouvert Us = {ws # 0}, le seul champ invariant s’écrit w; 5%
et ces deux champs représentent le méme champ de vecteurs holomorphe sur P*.
Ainsi HY(P}, T10(P!)) = C. D’ou enfin :
HMFTY(F)=CaC.
Ensuite, on montre que H¥(F, T1°(F)) = 0, puisque
H?(z(Fleo(F)) = H%(PI’TIO(PI)) 89 H?(Q(T’TIO(T))’
et que HZ(P!, T(P")) = H¥(T, T'%(T)) = 0.

Soit maintenant F le feuilletage obtenu en suspendant I’automorphisme ®.
Il est supporté par la variété M = S! x F et est transverse aux fibres de la
fibration définie par la premiére projection (8,€) € S1 x F — 6 € §1. C’est un
feuilletage transversalement kiihlérien dont la cohomologie basique H (M, v1°)

coincide avec H?{"(F, TO(F)), ainsi
HY (M%) =CaC et HX(M, ) =0.

Par conséquent, en vertu de ce qu’on a fait remarquer précédemment, ’espace Sp
est un voisinage de 0 dans C @ C et donc F se déforme bien & type différentiable
fixé. |
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