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AVANT-PROPOS

Beaucoup de disciplines scientifiques, expérimentales (chimie, physique,
biologie, médecine etc.) ou humaines (sociologie, économie, histoire,
géographie etc.) ont de plus en plus besoin des méthodes statistiques
et ne sauraient s’en passer la plupart du temps. Pas mal d’hypotheéses
scientifiques trouvent leurs origines dans des études statistiques et ceci

motive fortement la mise en ceuvre de leur vérification.

Un cours de géographie ou d’histoire quantitative a besoin d’étre
épaulé par un cours de statistiques (étude de la démographie, de la
répartition des richesses, de 1’évolution des prix & une certaine époque
etc.). Ce cours se veut dans ce sens ; il constitue, sans prétention
aucune, une introduction aux méthodes élémentaires de la statistique
descriptive. J’ai essayé de multiplier les exemples et les exercices et d’en
donner une solution détaillée (pour certains d’entre eux). J'espere qu’il

pourra rendre service aux étdudiants des filieres susmentionnées.

Toute critique portant aussi bien sur le contenu que sur la forme

sera la bienvenue !

Lille, Avril 1984
Az17z B KACIMI
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CHAPLURE T
GENERALITES SUR
TES SERIES STATISLIQUES

I-DEFINITIONS Toute étude statistique suppose la donnée d'une population.
Par exemple :
- La population de la France,
- L'ensemble des éldves d;uh lycée,
- = Une colonnie de micro-organismes,
Les élements de cette population sont appe}és 1ndividus,
Toute propri ét des individus de cette population est appelée caractere,
Un caractére peut &tre : -
- Qualitatif (couleur,sexe;...)
- Quantltatlf (Age, Tallle,...).
Une étude statistique est en fait l'etude d'un caractére de la popula-
tion considerée,Souvent le nombre d'individus es¥ trés grand ‘voire méme
infini.Ceci complique l'ééude.Pour ce»faire on se restreint & une partie
S de cette population qu'on appelle ¢chantillon et qufon suppose assez
representatif, | |
" Dans la suites on supposéra que le caractire est quantitatif.On a
alofs la @ “

I.I—Définition : Une serie statistique est une correspondance qui é

chaque individu &ssocie une valeur de_SOn caractére,
Exemple: Soit P la population de la France.lLa correspondance qui &
chaque habitant associe son revenu definit une serie statistique.

.Une séerie statistique est souvent representée par un tableaun :

Individus WI W2 ceseco0c00000 Wk
Valeurs du X ©9 00060080000 X
caracgére X 2 : k




I.2.Effectifs total et partiel
~Le nombre d'individus d'un échantillon est appelé effectif total.
-Le nombre d'apparitions d'une valeur du caractére est appelé effectif
partiel devcefte valeur.

Si on note'xI,,..,x les valeurs du caractére d°une série statistique avec

k

les effectifs partiels respectifs Dpgeseyy ,oh peut representer cette

serie par un tableau du type suivant:

Valeurs xI xz, e00O00608B0LBCRGD 0 Xk
Effectifs
partiels ’ nI n2 °veccc0c0ec0cssne nk

Evidemment toutes ces séries statistiques peuvent 2tre representées
graphiquement.Nous allons donner brievement les representations graphiques
les plus utilsées.Nous nous 1imiteroné a4 le faire sur des exemples,

I.3.Repregsentations graphiques.

I.3.I.Diagramme en b&tons, La serie statistique suivante donme le nombre -

d'enfants par ménage dans un échantillon de 282 ménages :

0 gnfants P ménagés
I - noco-oooocaoaoooo.so -
2 - on;oneoooooooaoooVGO -
3 - CO0EHOO00OCEECOEIOER 24 -
4 - 026080 0@00COECOERIL IB -
5 hat @090 060C0DEOOOCGO00 16 -
6 = ootiooooceuoaoeacc14 ;
7 - . ,ooceooeooeoceoaooelz -
8 - 000 C0060C6ROE00QD 6 i




ménages

#

=ME ' enfants
,';

7 8

La courbe obtenue en joignant par des segments de droite les extré-

mitds des batons est appelée le polygéne des effectifs.

i.3.2.Diagpamme & secteursi;On construit un cercle et on partage le disque
intérieur en secteurs dont les aires sont proportionnelles zux effectifs

partiels.

Si on reprend la série statistique précédente on obtient le -diagramme

' " guivant

Fig I.2.



Les séries statistiques que 1'on vient de considerer sont dites

3 valeurs isolées.Elles sont utilisdes quand ie nombre des valeurs

du caractére n'est pas grand.,Dans le cas coniraire on introduit un

autre type de series statistiques :

I

2-SERIES CLASSEES. Commengons par un exemple.Supposons que l'on
veuille étudier 1la distribution des salaires mensuels de I0O0 empioyés
dtune gran&e entreprise.Le nombre étant relativeﬁent gfand,on ne
congiderera pas chaque salaire isolément mais on constituera des
in%ervalles de wariation des salaires qufon appeléra des classes et

qu'on poirra representer de la faqoﬁ‘suivante H

L

Classes de ‘

salaires(en NF) |3500 & 4500 | 4500 a 5500 | 5500 a 8000 Eplus de 8000

Effectifs
partiels ' 48 27 17 8 .

2.1
. N L . . ° s
D'une manidre générale une serie statistique classée peut se

-~

fepresenter a 1'aidé‘d'un tableau du type suivant (qui est le méme

dtailleurs que_1e~fableau 2,I)

oL . .r -
Classges ‘ [X.}., X?L[XD, '5{'3[ 6000000006006 06O {'.":}c, X."_+I~{
Effectifs : :
partiels nI } n2 0600600008660 00666 nk
2.2

L'intervalle I qu'on prendra généralement férmé i gauche

%s %] , _
et ouvert & droite est appelé classe et le nombre ng correspondant
(voir tableau 2.2 ) est 1lteffecfif de cette classe.

Les nombres :



e, = X. - X, i i+I
i et Y —_—

gont appelés respectivement 1'étendue et le centre de la classe[x. s X qle
L. ) . ”
4 unmp serie classée est naturellement associée une serie & valeurs
. rd » o (3 > »
isoldes qui est la serie des centres des differentes classes.Ainsi 1la

gérie des centres associde & 2.1 est domnée par le tableau suivant :

-

" Centres des
classes 4000 5000 6750 9250

Effectifs 48 27 I7 8

Remarque : La dernidre classe de cet exemple ﬁ'a pas d'étendueaOn COnvient
généralement de préndre comme - étendue celle de la classe qui précéde,

I1 arrive aussi que la premiére classe conéidérée n'ait pas d'étenduéo
Dans ce cas oﬁ pfendr& celle de la clasée'qui guit,

, &£ , .
On verra que la serie des centres dfune serie classée est largement

utilisée dans la pratique.

3-DIFFERENTES-REPRESENTATIONS GRAPHIQUES D'UNE SERIE CLASSEE
Considdrons une série classée dont les classes sont [xi, xi+I[ et les

effectifs partiels n, ol 1'indice i warie de I & ko

3,I-Diagremme en escalier.On trace un repére dont 1'axe des abscisses

repreaente les classes et 1taxe des ordonnées les effectifs partiels,

nrfectifs
AapETeTE
/\' Fig 2.1
e
v W
. ‘ ]
i
‘ f
PENUENSRIE - !
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X:F :’:? X:‘ woevae x‘{ XK‘&-[



N

3,2-Histogramme des effectifs.On considére toujours un repére et on trace

des rectangles qui ont comme largeur 1l'étendue de la classe mesurée sur
l'axe des abscisses et dont les aires sont proportionnelles aux
effectifs partiels, Representons par exemple la serie classée 2.1 par un

histogramme des effectifs :

Fig 3.2
o
g -
/./"//’//. -
- "/// / -~
'.",/ B /»' - //.
’ e //'/ '/. '//// -
)' //-‘ -~ ) - T e . B ' cirLasses
s e /// // e //j’ g . ~B=
3500 4500 5500 8000 | 10500

Important :Les hauteurs des differents teétangles he sont pas. proportionn-
elles aux effectifs partiels (saﬁf si.les classes ont.la méme étendue)mais
lesﬁires doivent 1'8tre.

Regardons par exémple,comment on a congtruit les rectangies de 1'histogra-
mme ci-dessus, | |

Les 2 premiéres blésses ont la méme étendue,donc dire gque les aires

sont proportionnelles révient a4 dire que les hauteurs le sonﬁ,oh '

peﬁt donc choisir 48 mm pour la hauteﬁr du 1% rectangle et:27 mm pour

le second.Pour le Bémé on'notera.H sa hauteur.On a alors les relations

de proportionnalité :

48 . I000 H . 2500 .

ey
—

. 48 - I7
Dicu lfon tire :

H = 5,8 mm

On fera la m2me chose pour constuire .le dermier rectangle en comparant

. . . é .
son aire a celle du 2 me par exemple,



2.3-Pyramide des &ges.C'est une representation qui est souvent utilisée

pour ullistrer la répartition des &ges d'une population suivant le sexe.Elle

se presente sous la forme suivante :

Ages

L -Sexe masculin
Sexe feminin

)

Effectifs - : Effectifs

\N
\

4—FREQUENCE.

o N . T, . 5 # . -« l
4,I-Série & valeurs isolees «Soit la serie & valeurs isolées:

N v A o _
ou Ny 5 Ny y eee s n, sont les effectifs partiels respectivement des
' Valeus }c—-[ ] x2 L] 40 [ ] [ xk (]

On appelle fréqueﬁce de laveleur X, ,le nombre f, defini par 1'égalité:

ny . )
fi='ﬁf ou N = np+ n, + deo +Lnk est 1teffectif *taotal,
4.2-Serie classée, Soit [XI 9X2[ " ees '[xk ’xk+I[
nI o .A L nk

- . L4 )
une série classée.On definit de la méme manidére la frequence de la classe



[xi ,%,, ;[auton note aussi £, par 1'égalité , : .
¢ .1

i= . . .
N

On verifie aisement aussi bien pour une série & valeurs isoldes que

. a ) . . ” ~
pour une serie classée que la somme des frequences est toujours égale 3 I,

BEn effet on a :

I 2 k

-~

n n n N
f +f+.,,+f=-——I- +‘———2—+ soe *__l-s_;___ =1,
: N N N N

On peut aussi obtenir une distribution des fre&uenées de 1a méme

maniére qu'on a une dist?ibution des effectifs.On la represente par

un tableau :

Classes’ [#I 9 XZ. ces [xk 9_xk+I {

Frgquences £ ‘ ) T

auquel on peut associer un diagramme en escalier et un histogramme des
.fréquences.
Reprenons le tableau 2.1 mais en considdrant cette:fois-ci la distribution

des fréequences.On obtient alors :

Classes de . . ' )
‘salaires(en NF) | 3500 & 4500 | 4500 & 5500 {5500 & 8000 | plus de 8000|

Fréquences 0,48 0,27 | 0,17 n,08




5-EXERCICES.

5.I-Exercice resolu.le tableau suivant'donne le produit national brut par

habitant de 50 pays africains (tiré de "Dossiers et Documents Le Monde"

We TO8 du mois de Fev 1984) :

PNB par habitant(en dollars) | Nombre de llc:)ays (Effectifs)
Moins de I000 | : 39
T000 & 2000 | 7
2000 & 3000 2
3000 & 4000 | 2
Tab 5.1 °

Les PNB &e 3 pays ne sont pas comptés ¢ Celui de la Tibye qui est de
- 8640 dollars et ceux de la Guinéde #quatoriale et de la Somalie qui ne sont
pas connuss

a)Donner la distribution des fréquences,

b)Tracer 1‘'histogramme des fréquehcés associé.
Solutiona‘ |

‘a)Par definition la fréquence d'une classe est égale au rapport de
l1teffectif paftielrde cette classe & l’effectif total.On calcule succe-

ssivement céS'rapports et on obtient le tableau ¢

Tab 5,2
PNB par habitant(en dollars) Frgquences‘
Moins de IO0OQ 22.3 0,78
50
1000 & 2000 - 0,14
’ 50:
2 x
2000 3 3000 ‘;’; = 0,04
3000 & 4000 : 2 . 0,04
50




-T0~

b)Toutes les classes de cette série ont la meme étendue et par consé-
quent on peut choisir les hauteurs des differeﬁts rectangles de 1l'histo-
gramme des fréquences proportionnelles aux fréquenees.On choisira I mm
comme unité repreéentant une fréquence de 0,0I.Ceci nous donne le diag-

ramme ¢

FPrequence

Sy,

Pig 5.1

0,78

\\\\\\\\\ ]

%,// _f//./// T 7 A/,.-.l PNB/ha

0o - .I000 2000 - 3000 . 4000

s
o
I\

5.2=Exercices supplémentaires,

5.,2,I-S0it la série des nombres :

IO,IO,II,IB,IB,IB,I7;20,25,26,33,33,33,33,46,53.56,59§
a)Mettre cette serie sous forme dfune éérie classée dont les classes

ont une étendue égale a IO,

b)Donner la distribution des effectifs et tracer 1l'histogramme associé,

N L4 .
¢)Donner la distribution des frequences et iracer 1'histogramme assccié.



5.,502-Le tableau suivant donne la repartion.de la population immigrée en

France (aux alentours de l'année. 1974 )tiré de "Les immigrés" CEDETIM |

Age "Hommes | % Pemmes %
moins de I9 366840 22,66 - 344330 - 32,92
De 20 & 64 1105760 68,32 555120 53,08
65 et plud 145740 9, 02 146220 13,98
Tab 503

Tracer la pyramide des 8ges associde & cette statistique et infer-

preter les resultats.

6~-EFFECTIFS ET FREQUENCES CUMULES.

Soit xI s soa 3 xk une serie a valeurs isolées telle.que xI<rx2<:.,. §~Xk

nI g oeo® § nk

On appelie effectif cumulé de la valsur X, 12 scmme des effectifs partiels

L4 - . - > ’ ~ '
de x; et de toutes les valeurs de la serie qui sont inferieures a xi~gc'est
a dire :

N. = 0+ N+ eos + n. (N, denote cet effectif cumulé) .
i T 72 . i i
On appelle fréquence cumulée de la valem"':{_i le nombfe :
- )
i fI+ f2+ ose + fi o
Pour une série classée on definit de la méme manidre 1lfeffectif cumulé d'une
classe (respectivement 1a fréquence cumulée) comme étant la somme des effec-

tifs partiels (respectivement leés fréquences) de cette classe et de itoutes

celles qui la précédent,

Par exemple si on reprend le tableau 2.1 on obtienf les distributions des

" r3 @
effectifs cumulés et frequences cumulées,

Tab b,TI
Classes de salaires(en NF) Effectifs cumulés
3500 & 4500 | 48
4500 & $500 48 + 27 =75
5500 & 8000 48 + 27 + IT = 92
L | Plus de 8000 48 +27 + 17 + 8 = T00



~T2-

Classes de salaires (en NF) Frequences cumul des
3500 & 4500 0,48
4500 & 5500 0,75
5500 a 8000 0,92 ~
plus de 8000 _ I
rab 6,2

On peut remarquer que lteffectif cumulé de la Iére valeur ouvde 1a'

1°7° classe (ja frequence cumuldée) est dgal & l'effectif partiel de cette valeur

ou de cette classe et que 1l'effectif cumulé (la fréquence cumulée) de la

dernidre valeur ou la dernidre classe est égal i 1'effectif %otal ( y 1),
11 exisfe aussi un histogramme des effectifs cumulés et un histogramme

des frequences pumulées,Ils consistent en des rectangles dont les aires

-

sont vroporitionnelles aux effectifs cumuléds ou sux Fréquences cumul

"
D

es

{

suivant le cas,

Representons par exemple celui de l'exercice %.I.Commengons dfabord

par dommer la distribution des effectifs cumulés :

PNB par habitant(en dollars) Effectifs cumulés
Moins de I000 ' 39
L I000 & 2000 ' 46
2000 & 3000 . 48
3000 & - 4000 50
Tab 6,3

b

Ceci nous permet donc de construire 1'histogramme :



M///////Mw
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CHAPITRE II

VALEURS MOYENNES

Les valedrs moyennes sont des constantes naturellement
. N P . Rwy vt siwere 3 A fm myrens
associées 3 une serie statistique et qui “rmnant TRORRSNZ

globale de la distribution des valeurs de cette série.

I.MEDIANE,
- ) L) s ’ .
I.I-Cas d'une serie isolée.Soit XL s eee 3 Xy (1)
n

7 eoe n,

une série statistique & valeurs isolées.On supposera qufon a
Xy &%y < ces <X o0n peut a;lors derire 7= série sous
la forme xi;...,x

G T ffll;lifﬁ boese s Xpaeee Xy

nI‘fois n, fois . , n, fois
Par exemple la serie 23, 34 , 45 , 47 , 68  (valeurs)

| > I 3 3 2 (effectifs)
peut &tre écrite sous la forme 23,23,34,45,45,45,47 »47,47,68,68,
avec (= effectifs paftiels tous égaux & i,
Ntimporte quelle serie statistiqué & valeurs isolées du type (I)
se raméne & une série du type %y € %, oo X avec des .
effectifs partiels tous égauxa ic
Dans ce cas la Mediane sera par definition la valeur qui partage
la série en 2 séries gui ont le méme effectif total.Suivant que
k est un nombre pair ou impair on va calculer explicitement la
médiane,
i) k impair i.e, s'écrit gomme suit : k = 2r - I .La serie se

met alors sous la forme x o X

X x x
T 295 paT 2 el T op-I

la médiane St alors le nombre M = X, .

ii)k pair.On peut 1l'écrire sous la forme kX = 2r .On éderit alors

la serie XsseesX X1 90Xy «Dans ce cas pour la médiane
X +X
T r+1

2

on prend généralement M =




A N P i 3
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I.I.I-Exemples,

1)Soit la série  23,23,34,45;45,45,47,47,47,68,68.

Elle a II = 6.2 - I termes.Par consequent sa médiane est égale
6ém

au e ﬁerme C.a,d M = 45,

- A
14 38nit

[}

A shrie 47,47,56,59 ,68,%0,87,87.Elle a 8 = 2:4 termes,

Sa médiane est done WM

._...'.5_?._%_6?_ = 63,5,

I.2-Cas d'une serie classée,Commengons par regarder les calculs

. sur un exemple.Soit la série classée donnéde par le hunttess moivand o

Classes ' _ ~ Effectifs partiels
10 & 20 2
20 & 30 s I
30 & 40 . 5
40 a 50 _ 2
Ta% TeT

Dang ce cas ou toutes 1es classes ont 1la mdme &tendue on peut
determiner 12 médiane graphiquement.Pour ce, donnons .d'abord la

distribution des effectifs cumulés de cette série :

Ciasses Effectifs cumulés
10 & 20 2
20 & 30 - ‘ 3.
30 a 40 8
40 & 50 T0
Tabh T.2

et tragons 1l'histogramme aszac



-T6=

Effectifs

] Fig I.I
‘cymulés
N=IO—— — — — & o
< By
/
-/
N Yy
2 /4
///A'
3 e OF _ AL AT
T
|
2 i __ - |
|
|
!
i
' - -
10 20 30 M 40 - 50 Classes
- dres_ ' st A .
Les deoygy T ne donnent pas la moitié de 1'effectif ftotal et les 3
peTres donment un effectif superieur a cette moitié.La médiane est donc

dans la classe {30 . 40[‘ .Pour la determiner on procéde par ihterpo—
lation proportionnelle;Ceci suppose que la digitribution des véleurs de
la serie dans la classe {30', 4OE est unifofme (car a priori il n'y a
aucune raison pour qu'il y ait plug de valeurs proches de 30 que de 40),

Les triangles OAB et O'A'B' sont semblables,Ils ont donc leurs cdtés

homologues proportionnels.Ceci nous donne :

OA AB . AB

— clest-a.dire A= OA' (e
OA?® AsB? A'B?Y

D'autre part OA' =10 , AB=5-3 =2 et A'B' =8 -3 =5,
En remplacgant les diffefenteé expressions par leurs valeurs respectives

on obtient OA = 4 et donc M = 30 + 4 = 34 .



~I7-

Si 1'histogramme des effectifs cumulés est tracé d'une maniére

173

precise on determine la médiane en lisant directement 1'abscisse du point

¢ B dont 1l'ordonnée est dgale & N/2.
Dans le cas général d'une serie statistique [%r s Xolene s, , = Tf
2 o v - K o N
on Supposera que les étendues sont toutes égales. np coa n,

et " Lo - s
effectifs cumul és assoold

Effectifs
cumul. és

e
™~

N2 fe — = — — — —— —"—""’"""""””i/

O
I

!

i

i

}
14

!

et *3-1 i i+I Xiso
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OA AB

Comme précédemment on a 1'égalité : = .
' OA! A'B?
D'oll 1'on deduit OA .= OA'.'j?B; .D'autre part on g,
? . - - IRBY = - - -—
OAY = ey = X1 xi , A'B Ni Ni—I et AB = N/2 Ni-I .
On obtient finalement OA = e /2 - Ni-I' et s
Nl - Ni-I
M=xX e e - Vi1
- i i ° . ° ' (IoI)
Nl - Ni—I

Remargue : On peut montrer facilement”que cette formule donnant la

médiane reste valable lorsque les étendues ne sont pas égales.Par

contre la determination grashiaus divents ne 1%est plus,En effat de=

. hauteurs n'étant plus proportionnelles aux effectifs cumulés on ne

peut plus repérer N/2,

I.3=-Quantiles.Dn a vu que la médiane est‘une valeur qui partage la
série en 2 séries qui ont le mBme effectif.De la mdme fagon on défi-
ﬁit les guartiles QI » Qs lecomme étant les valeurs ﬁui partagent
la série en 4 parties qui ont toutes le mBme effectif°Ainsi soit la
série :

X € Ty € e €% avec des effectifs partiels
tous égaux a I (on 2 vu au I.I qu'on peut toujours se ramener & ce cas
pour une serie a valeurs isolées bien-sOr).On a alors :

T

_— - aeo xs
-;:/V—”/ Y Mg L—-—v—JK ¢
25% 25% 25% 25%

Bien-sfir Q2 n*est rien dtautre Que la médiane;QI et Q3 sont appelés
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le premier et le troisidme quartiles,Le nombre Q3 - Q est 1'inter-
guartile.ll‘donne une idée de la fagon dont la serie est étalde autour

de la médiane,

Les deciles Qy ,....,Q9 sont des valeurs qui partagent la série
en I0 parties quil ont toutes le méme effectif.Le nombre Q9 - Qr est

1tintarigailae et joue le méme réle queltinherquarii’ -~

De manidre analogue on definit les quantiles d'ordre p comme

étant les valeurs QI peeeg Qp—I qui divisent la série en p parties
ayant toutes le méme effectif,
Pour determiner graphiquément les quantiles d'ordre p d‘'une série

classée (ayant des classes de mZme étendue)on procdde de la mdme fagon que

) - . T
pour la mediane mais en choisissant les points d%ordonnées-g- ..¢S£———EQEL0
: P p
S . v . er R Leme B a
On pourra & titre dfexercice calculer le I et 2 guartiles de

1a série 2.T du chap T.
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2-MOYENNE,Un étudiant passe un examen en 5 matidres et obtient les €
notes suivantes :-

7 I3 I2 IT 9,5
coefficients 2 2 T 3 2.

P .o . P . e A 5
Pour savoir son niveau il calcule evidammond 1z "moyenne"de -og ppteg -

*
£
-
+
.
©
D
\JT
i
4
o
~-
Eny
2

X“ - 20..7 +20:[3 ‘*‘IaIZ 4 3 -
: 2424 T+342.

On peut interﬁreter cés notes comme %tant la série statistigque a vﬁleu—
rs isolées : 7 4, I3, Iz ,IT , 9,5 (valeurs)

2 , 2, I , 3 , 2 (effectifs partiels)

‘a2 laquelle on attache la valeur I0,4 et qui permet de dire si cet
étudiant est ou non regu'é son examen.,

\

. r - . . . L, . . . . e
Ceci se généralise au cas d'une serie statistique 3 valsurs isoclées

gquelcondgue,

On appelle movenne arithmétique de cette série

' NooXe + eeo + 1 oX
(2.17) Fm—i I , L. o N = n.. + ... +n, est
N ! .

1teffectif total de la série.

Avant de passer au cas d'une série classée on va donner gquelques
propriétés de la moyenne arithmé&tique,

— Considérons une serie X X eses X 0n obtien% une nouvelle B

série Y en ajoutant 2 chaque terme de X la constante a,c’est 4 dire
que Y est dqnnee par : Jo=Egt B seeey YK 8.

n
n-.r PR k

o s
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Par definition la moyenne arithmétique de Y est le nombre :

nI(xI+a) + eee + nk(xk+a)

¥ =
N

En developpant on obtient:

(n_x_+ nIa) + eea + (nm, = + ﬂka)

7 = T k' k
N
i (nIXI+ ceo nkxk) + (nI + coo + nk)a
N
° X+‘°'nx .
(2.2)5:#11 Kk v Ma- T+,

N . N

On peut remarquer que la moyenne dfune série dont toutes les
valeurs sont égales & une méme conétante est elle aussi égale a cette
constante.,La verification est immediate et est laissée au 1ecteur
comme exercice.

~—Soient ¥ et ¥ deux séries : Ky oy eee 5 Xy et

dont les valeurs respectives ont les mémes effe-

ctifs partiels.On note Z = X+Y la somme de ces deux séries c'est & dire

1a série dont les termes sont les sommes respectives des termes de X et Y.
[ P-4 5 - — -

On peut 1'écrire donc : 2p=Xpt Y o9 eee s z, =X+ Ty

l'lI g e¢s8e ’nk

Calculons sa moyenne arithmetique.
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5 _ N 20+ ees 1,27 nI(xI + yI) + eeet nk(xk + yg
N N
On developpe :
: _ (nIxI + eee + nkxk) (nIyI+ ceo + nkyk)
Z = e —
N N
ctest-a-dire :
(2.3) A

La moyenne arithmétique de deux séries ayant‘les mémes effectifs part-

3 rd N ' ' 13
iels est égale & la somme des moyennes des deux series.

~-Considérens toujours une serie X Xp s eee 3 X etimultiplipné
TII s o690 3 n-k
toutes ses valeﬁrs par une méme constante a.Calculons ia moyenne arith-

P . - ’
metigue de cette série.On a en notant P cette moyenne :

lnI(aXI)'+ oso + nk(axk)

P =

- e

N

on met a en facteur commun et on obtient:

i T
?
N

Si on multiplie toutes les valeurs d'une série par une m@me constante

(2.4) 3 =

a =a.}'c .

la moyemne de la série est aussi multipliée par cette constante pour

donner 12 moyenne de la nouvelle série obtenue.
-En raison de la commutativité de 1l'addition des nombres reels la
moyenne arithmetique dfune série ne dépend pas de l'ordre dans lequel

on éerit ses termes.
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7 . -
Moyenne arithmetique d'une série classée,

Pour une série classée on définit sa moyenne comme étant celle de la
serie des centres assoc1ee.P1us‘prec1sem§nt soit IXI’XZ{ cos {Xk’xk+I[
nI L2 -] n-k

o .
le centre de la classe 'in’}.{i+I-l .0n obt-

i i+T
2

s . . h L. * . ’ °
ient ainsi la serie a valeurs isolées : Crs wee s c

et notons Ci=

nI, LI ,nk

Par définition on pose :

N_Cot see + N.C
(2.5)| X =C = 11 : k k , avec N=n

+ soetll

N T k °

Exemple.

Le tableau suivant donne une estimation de la population de 27 pays

européens :

Population . _ . Nombre de pays
(en millions)
' Noins de 5 7.
5 & I0 7
0 & 15 3
5 & 20 2
0 & 25 2
25 & 40 2
0 & 55 *
55 & 70 | 3

Tab 2,
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Cette statistique est tirée de"Dossiers et Documents Le Monde" N° I0S8
du mois de Fev 1984).,
La population de 1'URSS n'est pas comptée dans le tableau,Elle est de 270
millions.La compter nous obliée‘é introduire une classe d'une grande dten~
due relativement aux autres alors que ce n'est vraiment vas nfcessaire pour
comprendre 1a‘méthode de calcul,

Calculons la serie des centres.On obtient alors la série & valeurs

isolées : 2,5 17,5 12,5 I7,5 22,5 32,5 47,5 62,5 (valeurs)
7 7 3 2 2 2 I 3  (effectifs)

"En utilisant la formule (2.I) et en designant par P la population moyenne
on aura : o ' ' -

2,5 + 77,5 + 3:12,5 + 2.I7,5 +2.22,5 + 2,32,5 +1.47,5+3. 62,5
" ‘ 27

i

ceci donne P = 18,06 Millions ha.

Le calcul de la moyenne arithmétique risque quelguefois d'2tre un peu‘
lourd quand on le fait & la main.Pour ce on le raméne 3 celui d'uns sdris nlus
simple en effectuant un changement de variable,

Lt p 3 oy o .
Soit Xp oo X une serie & valeurs 1301425 et posons pour tout 3i=T,...,k

X,- X .
i 0 .
Zi = —— 7 ou xo et e sont des nombres reels quelconques mailg
e
e non nul.Ceci nous donne une nouvelle séerie Z zI voo" zk D€ manibrs
nI GQf nk
équivalente on a : X, = €.z, + X .

1 1 0

On peut donc considerer la série X comme la somme de 2 series qui sont :

Lz serie Y L% e.2

" et 12 sdrie dont tous les termes

-I..O.v

nI cee nk

’ N~ - N .- - -
sont égaux a X, .Cette derniere a pour moyenne arithmetique Xo.Pour Y on

applique la formule (2.4) et on obtient ¥ = ¢,7.D'ol finalement :
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(2.6) T = e.% + X, .

Comme exemple d'application on prend X = P (Tab 2.1).

On appligue donc ce changement de variable & la série du Tab 221 en

prenant X, = 22,5 et e = 5 par exemple ,.La sérié que 1l'on obtient
sera -4 =3 =2 -I 0 2 5 8 (valeurs)
7 7 3 2 2 2 I 3 (effectifs)

Cette série eét bbtenue en retranchant 22,5 & tous les termes de la serie
2,5 7,5 I2,5 - IT7,5 22,5 32,5 47,5 62,5 et en divisant
ensuite par 5.La formule {(2.6) étant vraie pour tout KQA@f tout e non nul
on choisit évidemment ces deux valeurs de fagon & simplifier au maximum
la série,

La nouvelle série obtenue.a donc pour moyenﬁe :

- 70("4‘) +7o(_3)‘+36(—2), +2¢('-’I) +2.0 +2.2 +I.5 +3a8
27

= -0,89 .

[N

Diou X = 5.(=0,89) + 22,5 = 18,06 .On retrouve ainsi le resultat

obtenu par la méthode directe.

Autre expression de la moyenne arithmétigue, Soit X une série statistique

3 valeurs isolées : XisoeosXy

nI’QOOan

N=nI+..'.+nk:

On sait que la moyenne arithmetique de cette série s'derit :

TJ‘.T:‘:T"&' L] n.l _Z*C}r
- [

X =
N 9
ou encore o
I o
X:,_,__ +woe —— = '
XI + Xk fIxI+ eo0 *+ kak .
N , N

Xo= T_X 4+ ount kak _ . (2.7)
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AUTRES MOYENNES,T1 sxiste d'autres moyennes que la moyenne arithmétique

et qui sont d'un usage en statistiques.Donnons brievement la definition
de quelaues-unes dfentre elles :

~Moyenne géométique. Sa.it XI s eos 4 Xk une serie statistique i

p n
valesurs isolées, , 70 o
. - L4 L4 . .« Fd .
Par definition la moyemne geometrique de cette serie est le nombre :
N
Ty n
G = Koe aee X (2.8) (on suppose x, positif pour Hout i)

4

Par exemple la moyenne géométrique de la série 3 II I2 (valeurs)
a _ . 2 I 3. (effectifs)

gzt donnée par :

- T7T072 = 7,45 -

Id - - . ‘
Pour cazleuler la moyenne geometrigue i1 est souvent plus commode de

cisement on a8 ¢

t
0D
o
e’
iy
e
tH
8]

(o]
9]
(-

d
[
jo
n
w3
1
®

r_—-l
Q
w3
L—i
<:£i
o
oo
=4
°
T
[
o
£ 3
5
0
=

Par exemple pour la série ci-dessus on a :

_2.Log3 +I.LogII + 3.Logl2
6

tH
0O

el
[}
]

2,1,0086 + I.2,3978 +3.2,4849

= c = 2,0082,

En cherchant le nombre reel G dont le logarithme neperien wvaut 2,0082
on trouve G = 7,4505.Ce qui correspend aurssuvitat par le calcul direct.

T7avantage de passer i une série de logarithmes est évidemment de ramener

27
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le calcul d'une moyenne géompirinue 2 celul d'une moyenne arithmetique.

3 - L .
~Moyenne harmonigue.On se donne toujours une serlie :

Ta moyenne harmonidue de cette série est le nombre H defini par la rela-

—~ -

tion :
ya! n :
N _ I k .
—ﬁ-— — Foset e (2.10) On suppose bien-siir que x5 est non
X e
X, )
1 = -~ pul pour tout 1 = I,e,esk &

Le nombre H n'est pas défini d'une manidre explicite;il est préférable
de calculer d'abord le membre de droite.Par exemple pour lza série :

3 1T I2 (valeurs)
I 3 (effectifs)

on a :
8 4+ T7 & 33 |
6.2 ,I,3 . fexToed DB
H 3 IT 1I2 132 132
Dtol H = fi;;6 . ,cfest-a-dire H = 5,954 .,

Evidemment dans le cas d'une série. classée la moyenne géométrique

et 1a moyenne harmonique sont celles de !z série des centres associée,

3-MODE.On appelle mode d'une série statistique 4 valeurs isolées ol

> . s >
classe modale dans le cas dfune série classée,la valeur de la serie,on

1a classe,qui a le plus grand effectif,

i

Par exemple le mode de la série : 333 4 I I3 I3 I3 est la valeur

3 ou IBn

: N . . .
Cet exemple montre que serhaines series neuvenkt aveir plusieurs modes

ou plusieurs classes modales si la série est classée,
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EXERCICES

I) Soit la série i valeurs isolées Xp s X, (valeurs) X et X, positifs, ¥

I I (effectifs) .
On designe par X , G , H respectivement les moyennes arithmétique,géome-

trique et harmonique,.

Demontrer la double inégalité :

HLeg& X .

I;)

On considére la statistique suivante :

©I39 T7T  I34 IS5 I44 I53  I75 I36 T49 154
I37 T40 I42 168. I52 I49 = I48 I55 168 I44
134 . T44 I37 I56 I53 TI49 I69 T58 T47T  I50
52 T4 T62 153 I7T - 146 T52  T40 145 52

I5T 145 I57 156 160 I70 165 158 ISS I6T

Tab 2.2

I°-Mettre cette série sous forme d'une série classée dont les
classes ont une étendue édgale i IO,

29-Construire 1'histogramme des effectifs cumulés o

3°-Calculer la médiane de cette série statistiqueQCalculer le
1T et 1e3 °™° quartiles,
4°=Calculer la mojenne arithmetique de cette série en effectﬁaﬁt -

un changement de variable (Prendre xG=I55 et & = I0).
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ITI) Tracer 1'histogramme des effectifs de la série :

Classes = | [10, 20f (20, a0 [0, 70 |
Effectifs 6 20 I5
partiels

Expliquer comment vous faites la construction des différents rectangles.

SOLUTIONS
I) Ssi X; = X, = 2 on a immediatement :
X+ X -
T - I 2 o ata a, s G 2\/’(]':{? =\/ a.a
2 2 » - ’

_§_= E—+£ :l-{-l - _g_ .

I~ . - a a a ce qui donne H = a
- J‘~I 2 e

D'ou : £=0=*H.

Supposons Xr et e distincts .

N . L4 L . v - . . - - r -
Pour comparer 2 reels positifs il suffit de comparer leurs carres.On a

succesgivement :

= a

&

et

2
_ (x, + x,) :
0= XpeXy X2=“_;;____g~ et- de 2.1 .1 on tire
-4 H Xp %,
. ZXIX2
X+ X,
(x_ + x )2 (x_. + x )2 - 4x_ X%
Calculons X = G2 I 2 - XX = 1. 2 12
) ) - 4 172 4
(xZ + X2 + 2%.%x.) - 4% % X2 + Xo - 2x.X
I 2 T2 Iz I .
= 7 =
.(XI ~ X2)2

-
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Cette derniere quantité est toujours positive car c'est un carré.On en

deduit 7?2—- G2 > 0 et done X > ¢ .
. CeQeF.D.

Calculons maintenant la difference :

N

; 2
Awlxt (v 4%, )" ~ 4x5x

2 2
(XI+X2), (XI+ x2)

XTX

N
N
]
LAV IRAS]

On met X X, en facteur au numérateur;on obtient :

2 | 2
02 12 . xpxp ((xp4x,) "= 4x.x,) _ xpxy (Xpm %)
= 5 = 5
(XI +'x2) (XI +x2)

f)
Ceci montre que G°- H% est toujours positif et donc G > H .

C.Q.F.D.

I1)
I°-0On remarque gue les valeurs de cette série‘sont'comprises entre I30

et 180.Nous allons donc constituér les classes de la fagon suivante :

Classes o Effectifs partiels

15

—
S
O
w
H
Ul
o

18
'160 , 170! 7

‘170 , I80. 4

Tab 2.4

I1 y a 5 classes d'étendue égale 2 IO,



~31=

20-0n calcule dtabord les effectifs cumulés des differentes classes.On a

le tableau suivant :

r
Classes Effectifs cumulés
(130 , 140 | 6
(120 , 150 | o1
T
{150 s I60 ¢ 39
[160 , 170 46
[z70 , 180 50
Tab 205
On trace

1thistogramme correspondant en choisissant les hauteurs.des

rectangles proportionnelles aux effectifs cumul és puisque on est dans le

LY ’
cas ou les classes ont la m&me étendue @

Effeftifs
cumul es

50 fjmrees s

46 feme mmemm e
3G fecwecmnin

21 R R N N R I T I

Ciasses
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3°-L'effectif fotal de cetie série estdgal 3 50.1La woitid de 1'effectif

N/? = 25 est dans 1%itervalle associde 3 Ja classe gISO ’ I6?{_ . Pour

calculer la médizne M o™ =raeide gomnms su I.7

39 : B!
l e e e e e e e o e -t — -
) BY
3N/4=37 5 e - -
' |
l |
| s i
N/ 2=25 ! _______________ '
| B |
2T e S L '
O ?‘. R A!" I 2 ¥
i ]
| I
Pig 2.2 | r
| I
: |
, |
: :
150 W Q,: 160
A < ¥ - I50 5-2T .
On a _9%7='K$@' ctest a dire 150 = 2>- aD'oﬁ on deduit :
0 : T60-I50  30~2T
M= I50 + E%%i = T50 + 2,22 = 152,22 .

Pour calculer le Ier et le Béme quartiles QI et Qj onvcpnsidére le
I/4 et les 3/4 de 1'effectif total qui sont respectivement N/4 = 12,5
et 3N/4 = 37,5.Faisons le calcul par exemple de Q3 (celui de Q; se
fait d'une mani2re analogue) :

T.e nombre 3N/4 est dans 1'intervalle de la classe {ISO v 160[ .
En procedant comme pouf Ta médiane on obtient (voir Fig 2.2) .

Q, - I50 37,5~ 2I

'OA" AteRET 3 _

] b 3 =
— = G clest a dire T60- 150 35 - o1
Ce qui domne Q = T50 + 1221822 - 159,76 ,

Faire attention pour le calecul de QI car N/4 = 12,5 est dans 1'intervalle

assacié i la classe '[I4O , 150 [ o
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DY

40-La série: des centres est la série & valeurs isolées :

I35 145 I55 165 1I75 (Valeurs)
6 I5 8 7 4 (effectifs partiels)
Si on designe par x; ls terme général de cette série,on obtient en

effectuant le changement de variable :

xi - Xb Xi - I55

Z = T sm—

i e 10

une nouvelle serie & valeurs isolées :
-2 ~-I 0 I 2 (valeurs)
6 15 18 7 4 (effectifs partiels)

. . s
et qui a comme moyenne arithmetique :

- 6o (=2) + T5,(=I) + I8.0 + Tl + 442
50

Z = ~0,24 ,
On en deduit

R=el+x = T0.(~0,24) + I55 = I52,6 ,
TIT) '

Notons hI’hé et_h3 les hauteurs des différents rectangles de 1l'histo-

- gramme des effectifs pespectivement associés aux classes [IO ’ 20{ ’

r
20 4, 40 [ et [40 s 70! e~ airs: de sea veriangles serant done

3

doivent &tre proporiionnelles aux effectifs

sI = (20 - Io)hI y S, = (40 = 2O)h2 et 9, = (70 - 4o)h3 .

Les sirss S 5, et S

I° 3
partiels 6 , 20 et IS ,ctlest & dire :

] S

g ‘
——E = ——EL = ——2- d'oﬁ on tire les relations :
6 20 I5 ’ :

h, =5h /3 et hy = 5h 46
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8i donc on choisit -hI = 6 cm par exemple on doit prendre h2 = I0 cm et

hy = 5 cm .0n obtient finalement 1'histogramme suivant :

"Effectifs partiels

JO c¢cm

6 cm

5 ¢cm

Classes

Fig 3.3
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CHAPITRE ITII

PARAMETRES DE DISPERSION

> ) 4 . - 3 3 3
Considerons les series statistiques suivantes :

X : 2 4 9 I3 I7
Y : 7 9 9 I0 IO .

Tes effectifs partiels sont tous égaux & I aussi bien pour X que pour Y.

T1 est Ffacile de voir gue ces deux séries ont la m@me moyenne arithmeiique
£ -7 =9 et la méme médiane aussi My = My = 9 +5% ‘on intérprete ces deux
séries comme les notes de deux étudiants X et Y,on dira que Y est plus
régulier que X.La moyenne et la médiane -plus généralement les valeurs
moyenhés-sont donc insuffisantes pour donner "certains renseignemenfs"
sur la serie.Il faut introduire d'autres paramétres qui permettent de
‘mesurer 1la dispersion diune gérie autour de sa moyenne,Clest ce que nous
allons_faire dané ce chapitre.

I,VARIANCE,

Soit X : Xy 4 eee , X une série & valeurs isolées,
(1
) | o1

9 ee o 9

T,.I-Definition.On appelle variance de X et on note Var(X) le nombre defini

par :

Var(X)==%%(nI(XI - if b oeee F nk(xk - i)z) (I.I)

Oon remérque que Var(X) >0 et ce ntest rien d'autre que la moyenne
arithmétidue de la série (xI - i)z, eoe 5 (X, = X)2

R L

T.2-Exemple,Calculons les variances des séries X et Y c¢i-dessus.On peut

résumer les calculs dans le tableau suivant :
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X 2 4 9 I3 I7
Effectifs I T I I I
X, - X =7 -5 0 4 8
1

2,2
(x; - X) 49 25 0 16 64
Y 7 9 9 I0 T0
- Effectifs I I I T I
yi - Y -2 0 0 I I

=\ 2
(yi - Y) 4 0 0 I I

49 + 25 + 0 + I6 4 64
5

On en deduit donc Var(X)

Var(Y)‘ I,2.

[
It

4 ¢+ 0+0+ I+ I

5

On voit donc sur cet'exemple que plﬁs la variance est grande,
plus la série est dispersée autour de la moyenne,
Le cas ol Var(X) est égale & 0O signifie que chaque terme de 15 serie

(x

est nul et donc pour tout i = I , ... ,k on = x,= X scfest~a-dire que

la série est constante.
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oy

1.3-Définition, Soit [x , Xy [ 4 eees s (%, X

n; s wosc ny
une série classée,On appelle variance de cette série la variance de la
série des centres dés classes.

On peut donc toujours suﬁposer que la sBrie est & valeurs isolées

tout le long de ce chapitre,

I.4-Quelques propriétés et régles de calcul,

T.4.I~Autre cxpression de la wvariance,

Par dé&finition on a :

Var(X) =-}N-(n1(xI - i)2+ ces + nk(xé - 2)2) .

On developpe chaque terme (ki - D2 . xi - 2%x, +_i2.0n obtient

2 2 e, ' =2
S (nIXI+,..+nkxk)-2K(nIxI+e..+nkxk) + (nI+°°‘+nk)X
N
nIx§+ +11 x2 n_x. + 4+, X N
- , , .k kk_ 5% ,I I, k'k +f"‘i2
N N N
Qr on a :
- | Il-IXI+e..+nka nIX§+oa.+llkXi_ o
X = et — = Moyenne de X~ .
N N

D'oﬁ on deduit

ol

2

it
B
t
tal]
™)

Var(X) = Moyenne(X2) - 2%% 4+ % (T.2)

Cette formule nous donne une fagon de calculer la variance d'une

< .
serie



Exemple d'application.

Reprenons la série : X 2 4 9

I I I

13 17 {valeurs)

I I (effectifs)

- 2 - ) - rd
La strie X~ est obtenue 3 partir de X en élevant toutes ses wvaleurs

&I

2

au carré : X" 4 I6 8I
I I T
Diou :
<2 _ _ 4+ I6+ 8T+ 169+ 289
5
et par consequent
Ver(X) = X° - f2,= 11I1,8 - 81

I69 289 (valeurs)

I I (effectifs)
= I1I,8

=30,8 .

Pour caleculer la variance on pourra se servir aussi bien de la

formule T.I que I.2;mais évidemment sul

vant le type de problémes il

faut choisir celle qui facilite le calcul.

T.4e 2=Provriétés de la variance.

On considdre toujours une série X du type (I) (voir p.35).Soit a un

nombre reel.falculons Vari{X + a).Posons

Var{a) = Woyenne arithmétique dso
Or 7 = Moyenne arithmétique de (X + 2a)
au Chap IT (voir p.2I).Dfou :

Var(Z) = Moyenne arithmétique de

Meyenne arithmétique de

1

(voir p.35).0n a donc :

Var( X + a) = Var(X)

2 =X+ a ,0n a:

~J

oa

(Z“" }w

= X + a d'aprés 1la formule (2.2)

(X + 2 ~ X% - a)2

(x - ©)?

Var(X) dtaprés la remarque qui suit la definition I.I

(T.3)

Posons maintenant P = aX .On a alors:

i1
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Var(P) = Var(aX) = Moyenne arithmétique de (aX - 52)2 . '
Or aX = a X.D'ol :
Moyenne arithmétique de (aX - ali)2 = Moyenne arithmétique de 1a
série a°(X - E)Z.D'aprés 1a formule (2.4) (voir p.22) on a :
-2
Moyenne arithmétique de a2(X - X) = az(Moyenne arithmétique de

(X - i)z Bt finalement on obtient le resultat :

Var(aX) = aZVar(X) - » (I.4)

T.4.3-Calcul de la variance par changement de variable.

Soient X, et e3£ O deux nombres reels ,Posons pour tout 1 =I ;...,k

X, - X ‘
1 o) . . <
z, = ——— . .Ceci est équivalent & x; = o2y + X o

Par (I.3) (p.38) on a : Var(eZ + a) = Var(eZ).Ce qui est anssi égal

A eZVar(Z) (formule I.4 ci-dessus).On a finalement:

'Vaf(X) - e2Var(Zz) ' " (I.5)

Exemple d'application.

Galculons la variance de la série classée de 1'exercice IT p.28.Sa serie
des centres est donnée & la page.33 : X I35 I45 .I55 TAE IT5
6 I5 I8 7 4

_En effectuént le changement de variable

X, - 155

Zi=
T0

on obtient une nouvelle serie 2 =2 -I 0 I 2  (valeurs)

6 15 I8 7 4 (effectifs)
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On calcule donc la variance de Z en sulvant les £tapes rassembl des

dans le tableau :

Valeurs -2 -T 0 T 2
Effectifs 6 15 18 7 4
2
zs 4 T 0 I 4
) \
- - iR @ ® d *4“& 9
Moyenne de 2 6o (=2) + I5.(=T) + T8.,0 + 7.T + 4.2 - -0,24 .
50
Moyenne de 7% - 6.4 + 15, T + 180+ 7.1 4.4 - T,24 .
. 50 ,
Diow :
2 g2 '
Var(z) = Moyemne de Z2° - Z2° = I,24 - 0,0576 = I,1824

et donec :

Var(X)

102Var(Z) = I00 . I,1824 = 118,24 ,

2 & EC ART"‘TY_.PE @

g P 0 - . -~ .
Souvent pour mesurer la dispersion d*une serie autour de sa moyenne

> ) N . - 7 V - E me .
on utilise une autre grandeur appeide fcari-tvee ot qui ezt d&finise nar

1'égalité :

5"(5{):\/ Var(x) (r.6) .

Zomnt : rim e 2 A San & p- e 45 o .
Par exemple pour les séries qu'eon a nwrnsliddrées 2 Ta rage 35 on 2 o

Var{X)

W

30,8 et Var(Y) = I,2 et donc :
o (X) = \/ 30,8 = 5,54

g (Y)Y - 1.2 = 1,09 ,

B



EXERCICE RESOLU

On considdre les deux séries statistiques suivantes donmant la

répartition en fonction de 1'3ge de la population espagnole en I960.

es donndes ont été obtenues 3 partir de deux échantillons de IO00O0
erconnes de chague sexe. |
Classes Hommes Pemmas
0a 5 1041 9473
5 3 10 948 825
I0 & 15 c03 833‘
I5 a2 25 1565 T484
25 & 3% 1600 1551
35 a 45 130T 1331
45 5155 T083 IiSI
55 & 65 855 926
65 a 75 704~ 936

médian masculine.

To-Donner la distribuiion des effectifs cumul és et calculer 1l'age

20.Calculer 1l'8ze moyen pour :

~TLe sexe masculin,

-le gexe

3%.Calculer 1z warisnoce

Faminin.

B v
cehiacune de ces deux series,



SQLUTION,
I°~Rappelons que 1l'effectif cumulé d'une classe est égal & la somme
de 1'effectif de ceitte classe et ceux de ftoutes les classes qui la préce-

dent.Cn a ainsi :

Classes Effectifs cumulés | Effectifs cumulés
sexe masculin sexe feminin
0 & 5 T04T 943
5 &a 10 1989 1768
| 10 A TS5 : 2892 2601
g I5 & 25 4457 ' 4085 .
' 25 3 35 6057 | 5636
35 & 45 . 7358 | 6987
45 3 55 8441 | 8138
55 3 65 | 9296 9064
65 & 75 100C0 Ibooo

On voit donc que 1'Age médian masculin tombe dans la classe [25 R 35[ o
Notons le Mh .Pour le calculer on peut utiliser la formule (I.I) (voir p.I8)
N/2 - N, _

M =X + e, 1

i i=T

Y
ou dans le cas qui nous interesse on a :

X, = 25 e; =35 ~25=10

N, = 6057 N, 1 = 4457~ et N/2 = 5000

3

On obtient en repportant toutes ces valeurs dans la formule ci-dessus :
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Moo= 25 + IO 2000 - 4457 28,39 .
6057 - 4457

D - ~ 4 .
2°=~Pour 1'2ze moyen masculin et 1'Age moyen feminin on chernhe
d'abord 1 abrion - ? + 1 Lo

I *abord les seriess des centres qu'an netsra ¥ et V. .Cesz deur seériss X

et ¥ vont avoir les m@mes valeurs puisque elles vrovisnnent des mBmes

classes.Par contre elles n'auront pas les mBmes offsctifs pariiels.

Classes effectifs effectifs | X Y x% = v?
mascenl ins feminins

0&as T041 943 2,5 2,5 6,25

5310 948 825 1 7,5 | 7,5| 56,25
10 & I5 903 833 12,5 | 12,5 | 156,25
15525 | 1565 1484 20 20 | 400

25 1 35 1600 1551 30 30 | 900

35 & 45 130T I351 40 40 T600

45 & 55 1083 - II5I 50 50 '2500
55 %65 | .85 | 926 60 | 60 -] 3600
65 a 75 704 936 70 70 . | 4900

On aura alors :

¥ = 30,70 et ¥ = 32,78 .

Le lecteur est invité & faire le calcul en détail,
3°-0n sait que :

Var(X) = X° - %2 et  vVar(Y) = Y2 -§°

En utilisant le tableau ci-dessus on trouve:

2
X° =1358,36 et ¥2. 1513,10 donc



.

Var(X) = 1358,36 - (30,70)° = 415,87

Var(¥Y) = 1513,10 -(32,78)2

1

438,57

On en deduit :

g (x) =\/ 415,87 = 20,39
& (v) =\ 438,57 = 20,94 .

On remarque qu'en moyenne la population feminine est un peu plus
vieille que la population masculine, Mais les dispersions sont pratiou-

ement les mémes,




- 5=

CHAPITRE IV

LES INDICES

On a besoin souvent de mesurer les variations dans le temps dfune

ou plusieurs variables statistiques.Par exemple si le prix de 1lfessence

est :
-P = 2,80 F & 1'époque O,.
- Py = 4,70 P 3 1'époque I,
on pose
P
1 = PZ =i§%§. - I,67 .

Ce rapport nous dit que le prix de l'essence & 1'époque I est I,67'fois
plus élevé quta l'époque 0.I1l mesure donc les variations du prix de l'ess-

ence par rapport a 1'époque O qu'on appelle époque de reférence.

Bien-sfir on peut faire la méme chose en prenant 1'époque I comme époque
de reférence.Dans ce cas on obtient }
P 2,80

P 4,70

Le nombre?I/n est appelé indice élémentaire .

D'une manidre générale on considdre une grandeur G qui varie dans le

temps.On appelle alors indice élémentaire de G & 1'époque I par rapport

3 1'époque C le nombre :

S ye = — . (0.1)

Nous nous limiterons dans ce chapitre & 1*étude des indices des
prix et des quantités et gqui permettent de mesurer 1'évolution du coflit

de ceriains biens de consommation.
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I.INDICES ELEMENTATRES

I.I-Indices élémentaires des prix.

Considérons un article et supposons que son prix est :

Py 4 1'époque O,

" «P_. & 1'époque I.

I

On pose :
P10 = ‘EE
0

(I.1)

Le nombre P, est appelé l'indice élémentaire du prix de cet article

3 1'époque I par rapport & 1l'époque O.

On definit de facon analogue :

™
kQXI_-—

Fo

I

(1.2)

Cette fois~ci on a choisi 1'époque I comme époque de reférence.On verifie

facilement la relation :

P— £

I/ T

I O (1.3)

Généralement

P =

On a alors
P.T/o

correspond

I.I.I-Exemples Le

0,38 P

on exprime cet indice en pourcentage.
Litre de l2it cofitait :
en I950 (époque 0)

en 1958 (époque I),

P1 _ 0,41

_ Prix du lait en 1958 _ _ .

= Prix du 1ait enm 1950 -~ - = 1,08 .Ce qui
: P, 0,38

3 J08% .

I.1.2~Remarques

1)1.Vindice élémentaire du prix 2 UNe€ égnogque par rapport & elle-méme

est égal a4 I.En effet on a :

Fo

P =
ofo T T =

s

I{ou IOO% .

(I.4)
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ii)En considérant cette fois-ci les prix P _,FP, et P, d'un article

respectivement aux époques O , I et 2 on a :

P PI.P2 P P

= PI/O.PZ/I . (1.5)

I.I.3-Exemple. Un article cofife :

-P_ = I8 P en I973 (époque Q)

0
-P; = 220 F en 1975 (époque I)
-P, = 300 F en 1980 (époque 2).
On a :
P10 = 220 - 1,22 (1228) et Py =30 1,36 (136%) .
) 180 220
Dol
oo = P10 *Poj1 = T,22.7,36 =I,65 (I65%) .

N.B

vmmacuats

Le lecteur pourra aisément constater qus pour multiplier les indices
11 évitera de prendre les expressions en pourcentage,

I.I.4=-Exercice, .

Le prix dfun article était Py = 270 T en 1982 et 1l'indice élémen-
taire du prix de cet article en I982 par rappor? 4 I975 est I70%.
Calculer son prix PO en I575.

I.2-Indice élémentaire des quantités.

On definit de maniére analogue que ce qui préééde 1%indice é1émen-
taire des quantités.
Si QO designe la quantité d'un produit & 1'époque de reférence O et QI

2 1'époque I on pose :

Q
I

%

On vérifie facilement que cet indice possdde les mémes propriétés que

1vindice élémentaire des prix.
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Quand on veut voir comment évolue le coﬁt.de la vie dans le temps
on calcule son indice.Pour cela on choisit plusieurs biens de consomm-
ation par exemple le pain,la viande,le lait,le sucre,les v@tements,le
ticket de bus etc...

Dans ce paragraphe nous donnerons qﬁelques exemples dfindices permettant
de mesurer cette variation du cofit de la vie,

On supposera qu'on a N articles - qu'on numérqtgra de I jusqu'a N -
dont :

i)Les prix sont :

,.,,,Pg a4 1'époque O

T
P
0
P::..E,oeo ,Plg é’l'é‘poque I

ii)Les quantités sont :

T

Qo,oo

;,Qg & 1%époque 0O

.QigoeogQﬁ- é l‘époque I

" Le numero du bas iﬁ&ique l'éﬁdqueOCeluirdu haut iﬂdique i'articléo

2. INDICES DU COUT DE LA VIE,

2,I-Indice global des. priXe

P

On definit 1'indice global des prix de ces articles & 1'époque I par

rapport & 1'époque O comme &tant le rapport :

P

M

I (I.7) .

I/0 T

-4

>R

- . : >
Tout le long de ce paragraphe la sommation / porte sur i =1 ,ece N

0

2.1,I-Exemple, Considérons les prix des 4 produits suivants & 2 épogques

différentes :

°

»
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Année. Viande Qeufs Beurre Vin
Xg I2 250 g Litre
1959 6 2,20 1,80 I
1962 0 . 3 2,50 1,30

On calcule 1%indice global des prix :

_I0+3+ 25 + 1,30 _ 16,80 _ 1,52 (I52%) .

6 + 2,20 +1,80 + I IT

1170

2, 2-Moyenne arithmétique des indices,

P

On calcule 1'indice élémeniaire Pi/o du prix de chaque

P

o H-lF!H

article et on fait leur moyenne arithmétique :

- T o i o
B 7/ R 2__.PI/O o (1.8) .

Reprenons 1l'exemple 2,I,I et calculons l'indice élémentaire du prix de

chacun des produits considérés :

I 10 _ > Cop2 3

Pl = Tz = 1,66  (I66%) Prjo = o 1,36 (I36%)
3 _ 2 50 _ ' 4 1,30 _ N

P10 = ? = 1,38 (I38%) PI/O = = 1,30 (I30%)

1,80

Ce qui donne en appliquant la formule (I.8) :
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/0 - L1.(1,66 + 1,36 + 1,38 + 1,30) = I,42 (T42%) .

4

L'indice global des prix et la moyenne arithmétique des indices
élémentaires presentent un inconvenient majeur : Ils ne tiennent pas
compte de 1'importance de chaque bien de consommation par rapport aux
autres.Pour cela on introduit dlautres indices donnant des infnrmatisns

a

plus précises que celles que 1l'on peut obtenir a 1l'aide des indices

gue lton vient de voir.

2.3~-Indice ?ondéré.
Pour faire apparaitre l'importance de chaque bien de consommation par
rapport aux autres on pondére pér sa quantité.On obtient alors les

indices suivants

i)Indice de Laspeyres qul ge calcule en pondérant les prix par 1es

guantités & 1'époque de reférence :

> olsl |
[ 1L £— =0'1

i .

0

| - (1.9
L

N

ii)Indice de Paasche.ll se calcule en pondérant les prix par les

r

guantités & 1'époque I :

. T
“T/0 Zi:‘Q%

Meis on peut trés bien pondérer par la moyenne arithmétique de la

H)—’

(I.10)

OH

quantité & 1'époque O et la quantité & 1'époque I.Dans ce cas on a ¢
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iii)Indice de Marshall.

i i.i

Mo Z(Qo + Qp)Py

1/0 - i 4.4
Z (QO + QI)PO |

Fn faisant la moyenne géométrique des indices de Laspeyres et de

T

(I.II) .

Paasche on obtient un nouvel indice comnu sous le nom de :

iv)Indice de Pisher.

i) L P ,
T1/0 = \ T1/0° 1/0 i.e
< o4i T Las
P 2 GFT Z»QIPI
I a (I°I2) ®
1/0 STt S ol
£_9% %%

Comme pour les indices élémentaires,l'indice de Fisher verifie la

propriété de réversibilité du temps,clest & dire :

—

I

P

I/OeI

o/1 =% T (T.13) .

3.EXERCICE RESOLU.

Le tableau suivant donne les prix et les quantités de 3 produits & 2

époques différentes : Tab 3.1
1972 (époque 0) 1980 (époque I)
Produit 5 : 5

. . D - -, . -
(1) Prix P Quantités QO pt ot
I I

I I2 6 15 7
2 5 I3 8 IT

3 15 9 I3 18




~50m

I°.Calculer 1'indice global rendant compte de 1'évolution de ces biens
de consommation,
2%,Calculer les indices de :
~Laspeyres,
~Paasche,
~-Marshall.
En deduire 1'indice de Fisher.

On‘prendra.I972 comme époque de reférence.

Solution,.
I°,0n calcule la somme 2{: Pé, ol i varie de T & 3,011 obtient :
i ,
ZZ:PQ = TI2 + 5 4+ I5 = 32
De m8me on a :
i
>TéI =715 + 8 + I3 = 36

D'ol, en appliquant la formule (I.7) :

36
II/O —-3-2--—- 1,125 (II2,5(€7) °

20.Pour traiter cette question on aura besoin de calculer les différentes
expressions qui interviennent dans les formules (7.9} , (T.I0) et (I.II).

On résumera tous ces calculs dans le tablesau suivant :
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. ’ . . . . - . . ‘
. i i i i i i i i AL i1 i i1
Fr?g?lt WPy | RET Q7®, QIPI (“o QI)PO (QO+ QI)PI _
I T2 90 84 T05 156 195
2 . 65 T04 55 88 120 4 I%82
3 I35 II7 270 234 405 351
Total 272 31T 409 | 427 68T 738
Tabh 3.2
Ceci nous donne :
. - _ <L _ 31T _ o
_Ipdlce de Laspeyres = II/O =75 = I,14 (I14%) .
. ’ . P - 427 - o
~Indice de Paasche = II/O =g = 1,04 (I04%) .
. M 738 of
“‘I_. a ds M E'ih 13 = == = 8% .
ndice arshal II/O a7 = 1.08 (108%)

Par definition 1l'indice de Pisher est la moyenné géométrique des
indices de Laspeyres et de Paasche,on obtient en appliquant la formule

rtI;ié) :

~Indice de Fisher = I§/0‘= \ /1,14.1,04 = 1,09 (I09%) .
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CHAPITRE V

i

& CONCENTRATION

I.GENERALITES ET DEFINITIONS,

On considére une série statistique classée :
{aI, a2{ ceo Iak, ak+I[ (classes) avec a;3 0 pour

tout i =T,eee K+1
(1) (effectifs) e
n 4 60 n
k
On note :

X, # =~~~ le centre de -la classe [a., a. [ .
i? TiaT

On supposerque le caractdre mesuré ﬁar cette serie est additif,
c'est-a-dire que la somme de deux valeurs a un sens.Par exemple
-on pedt additionner le revenu,le salaire,etcs..
=on ne peut pas additionner 1'&ge,la taille,etc...
Pour chaoue ~lasse on peut cousidérer
~-son effectif-partiel,
- -1 'importance du caractére {nition que l'on va preciser).
b w~es Aenx points de vie on‘peut associer deux representations
grapvhiques :
~1'histogramme des effectifs cumulés qu'on a deja étudié,
-un hiétogramme qui décrit 1'importance du caractere cumuié de
chaque classe,
Ces deux representations nous permettent de calculer:
-1la médiane (valeur qui partage la serie en deux series ayant
toutes les deux le mlme effectif total),
-une valeur qul partage la série en deux séries dont le carac-

tére a la méme importance aussi bien pour 1'une que pour 1l'autre.
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Cette dermitre valeur est appelée la médiale.Son écart & la médiane

est parfois utilisé pour faire 1'analyse de la concentration.

T.I-Caractére.

On reprend la série classée (I).
I.I.I-Definition.
by ; f ¢ YLy
On appelle caractere de la classe [ai, ai+1119 hombre niXs e
On peut dresser un tableau donnant lé caractere de chaque classe

ainsi que le caractiére cumulé :

Classes centre %_ effectif ni caractére nixs caractére
' cumul é
(21 2> { B oy D1¥T nXy
{ag, a3 { X, n, nyX, NyXp+n,X,
[l -
log 2iar %y Dy s £ Pi*i
Tab T.I

1,2~Calcul de la médiale.

On calcule le caractére cumulé de chaque classe (voir Tab I.TI)
et on note C lelcaractére total.La médiale est alors la valeur qui
partage la série en deux séries dont chacune a un caractére total
égal & C/2.La médiale tombe dans une classe [ai, ai;I[.On procide

par interpolation proportionnelle comme pour la médiane,
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Caractére .
cumul é . Fig I.I
&
C Bt e —— e o - —— o E'
i .
s
C/2 | e o o b E -
4
/7
»r |
J |
- |
C - 0.7 FI_ P!
0 1 _'n'_-"_'_'-—'h-_—'-'T—‘"
N
|
[
I
|
[
[
;
I 3
a,
i Ml 8541 Classes

Pour tout i=I,...,k on note Ci le caractére cumulé de la classe

[ai"'ai+I[ sclest a dire : -
i
C, = 2 n_x_ (I.1) .
s=1" ’ '

On a alors les relations de proportionnalité :

OF EP . -2y C/2 - C; 1
— D evemceern 1l € Str——————— N
1 tRe - -
oFt E'F i4T704 ¢; =%
Dfol 1fon deduit s

¢/2 - C,

M, =a, + (a, . - a.) i-1 (I.2) .
1 i i+1 i
C. - ¢C.
1 i-T
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I.3-Un exemple de calcul de la médiale,

On considdére la statistique suivante donnant la production

mondiale de blé en I982,(Source :Perspectives de 1l'alimentation,

26 mai F.A,0,,Rome).

Production en

millions de tonnes

Nombre de pays

I0 & 20
20 & 40
40 a 60

60 a 80

I9

Tab I.2

_ Calculons le_centre,le caractdre et le caractére cumulé de

chaque classe de cette série :

Classe centre effectif caractére caractére cumulé
X, n, n.x. C.
R 1 1 1 1
[ 0,10[ 5 19 95 95
[ro, 20! 15 4 60 155
20,90l | 30 2 60 215
40, 60] 50 I 50 265
o, 80! 70 2 I40 405

Tab I.3
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Le caractdre total est C = 405.Donc C/2 = 202,5.La médiale
tombe dans la classe [20 , 40[ .On applique alors la formule (I.2)
avec dans le cas gui nous interesse :

- 1y -
g = 20 o = 40

i i+1
C. = 2I5 c

sop = I55 .

On obtient :

My = 20 + (40 - 20). 202,5 - 155 et finalement :
215 - 155
N[l = 35,83 °

2,FONCTION ET COURBE DE CONCENTRATION.

On reprend les notations du paragraphe I ,ctest-a~dire on con~

sidére une serie classée :

{aI, az[ oo [ak, ak+I[ (Classes)
n, L n, (Effectifs)
‘ . a. + a;
avec N = Bp o+ eee D ot X, = i T pour i=Iyecesk e
5 ,

Onwnote—fi~etrFirreSpectivement 1a”fréquence,ét,1a fréquence éumulée

de la classe [ 2; s ai+1{ i.e :
ny ,
f. =. et P, = £ + ooe + T, pour tout i =I,eeesk «
i i I i
N
‘29 I @ I"'Definitionc

Ta fonction de concentration est 1l'application gqui & tout x5

associe le nombre :

Z ngXg

g=1
C
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2.,1.2~Exemple.
Determinons la fonction de concentration dans le cas de 1'exemple
T.3.En utilisant le tableau I.3,0on calcule la concentration pour tout

xi .0On obtient :

Centre Fréqﬁence caractére caractere concentration
X, cumulée F, n.x, cumul é
i il i%i
5 0,67 95 95 0,23 (23%)
I5 0,82 60 I55 0,38 (38%)
30 0,89 60 215 0,53 (53%)
50 0,92 50 265 0,65 (65%)
70 I 140 405 I (T00%)
Tab 2,1

2, 2~-Courbe de concentration.

.2.2.I~Construction..

Considérons la correspondance qui & la fréquence cumulée Fi de

-

la classe ia ai+I{associe la concentration :

i
i

n_x
ba L)
S

[

2

et portons dans un repére orthonormé Fi en abscisse et Z:nsxs/c
_ S=T
en ordonnée,On obtient un ensemble de points & 1'interieur du carré

OABD de cdté égal a I(voir Fig 2.I).
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A

D

e cxm oo o ot Gt e i e o e S WoCH . — o —

=
Fréouence
cumul. ée

Fig 2.1

Si le nombre de classes est assez grand,ces peints sercont assez

nombreux. et on peut considérer qu'ils determinsnt pratiquement une. .

courbe,On 1'appelle la courbe de Loraniz

Le rapport de 1l'aire de la region du carré notée S a celle du

triangle OAB est appelé Indice de concentration ou indice de Gini.

On le note :

O _ Aire de S (2.1) .

Aire de QOAB

(Le caractére"a" se 1it "nu" ),
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2,2, 2=Remardques,

i) 'aire de S étant toujours inferieure ou égale a celle du
triangle OAB,1'indice est donc un nombre compris entre O et I,

11)Si J = 0 ,1'aire de S est nulle et donc la courbe delorentz
se confond avec le segment OB,Ceci signifie qu‘un point‘quelconque
sur cette courbe a son abscisse égale & son ordonnée,On en deduit

donc que pour tout i=I,...,k on a :

F‘ = (2.2)

O
H
&
i

fI + 206 + fi et_ =

On divise le numérateur et le dénominateur par N = n, +oeee + N
On obtient alors en posant A =—1%—— H

1
s=1 N I N i %1

TLa relation (2.2)devient alors :

Xt + oo + f.X.
fr 4 eoe + £, = 1 ~—— pour fout i = I,...,k ,

T
A

cfest-3~dire :

£ x ‘ fx_ + fx
I~ 2
+ I = 1 etCace

[
N
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ére., .oz . . o
Ta I égalite donne fIA = fIXI et en simplifiant par fI on

s
amne

obtient A = x; ,0n remplace Xy paY A dans 14 2 égalité.Cette
dernizre devient alors : v
fIA + f2x2 fIA f2X2 f2x2
fI + f2 = = -+ = fI + .
A : A A A
< %o
Dfou ¢ £, = +Ceci implique f,A = f x et donc A = x,
2 N 2 272 2
De la méme maniere on montre que Xy = Xy = e0e =X = A,

On peut donc énoncer la proposition :
-3i 1t'indice de concentration est nul tous les termes de la
L ’ ‘
serie des centres sont égaux .

Dans ce cas on dit qu'il n'y a pas de concentration.

iii)si D = 1 on dit qu'il y a concentration totale. Dans ce cas

la courbe de Leorent

)

23t so0it le zegment AB soit le_segment OA.
La série des centres Xy,Xp, oes X étant croissante,il en est de

méme de la serie FrsFoy eoe By des fréquences cumulées,On en

deduit ‘que pour ’Fl’donné le "no_mbr'e' . e o B

i X

X
s%s :
é;% fIxI+"°+fixi

(qui n'est rien d'autre que via
C
A

la remarque ii)) est unique,et donc sur la courbe de Lorentz il a'y a

gu'un seul point pour lequel l'abscisse soit égale & I et c'est

le point B.Le premier cas ne peut donc se presenter.La courbe de Lore
entz est confondue avec le segment OA.Ce n'est donc pas une courbe
continue puisque le point B n'est pas sur 0A. Toutefois on peut con-

siderer que la courbe de Lorentz est constituée par le segment 0A e

le segment AB.
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‘,

Abvsence de
concentration D =0

Iy Frééﬁknce
cumul ée

Fig 2.3
Concentration
pp-—-———————- ———g 3
‘ s
e
/
x
VAR
e
Al
7 ~2
4 R
/o s
/
/
i
ol ™ . .
A
* - = F£ qiuence
Concentration cumul ee
totale O =T

iv)Deux séries statistiques peuvent avoir le m@me indice de

concentration,La Tig 2.4 denne un exemple de deux courbes de Lerentwz

Qui délimitent avec le segment OB deux portions du carré OABD ayant

des aires égales,

Concentration

Ces deux courbes sont

symétriques par rapport

3 1%axe AD,.

®Priquence
cumul ée
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2.2,3-Calcul de 1tindice de Gini.
Considerons toujours une série statistique de type (I).0n a
la série des fréquences cumal ées FI’F2’°'°’Fk ;on lui rajoute

une"fréquence” Fo= 0 pour la commodité du calcul.On pose :

' ho =0 et h, = ~ la concentration de la valeur X; .

On a vu que les points Pi dqnt les abscisses (respectivement les
ordonnées) sont Fi (resp hi) rermettent de construire la courbe

de Lorentz de cette série,

Pour calculer 1lfindice de Gini on doit calculer 1l'aire de S.Pour
cela il suffit de calculer celle de S*' (le complementaire de S dans
le triangle OAB ) ,Si on construit la courbe de ILorentz en Joignant
les points Pi par dés segments de-droite,on»voit que 1'aire de S°

est la somme des aires des trapézes PiPi LOr 1l'aire d'un

e 3
T T

trapéze de ce type est :

—— — . - [ . 4 ,' o m —-—— e e — -
(PIP; + P 1Py 1) -PIPL T -
Ai =, - clest-a~dire
> _
(h., + h, (P, ~-F.) i
A, = - S JMais F, _~ F.= f.
i 5 ' i+T i i+T
D'oﬁ :
R
Aire de S = 0,5 ~ Aire de S =.%.- S A
i=0 "
k-1
5 - . A
et finalement : J=1T 'ZL_(hi . hi+I)fi+I (2.3) .
» 2 =)

Cette relation permet donc de calculer 1'indice de Gini.

-
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Concentration

5
Prequence
cumul ée

Dans la partie qui suit nous donnerons quelques exemples sur
lesquels on fers 1 'analyse de la concentration en calculant les
differents paramétres : Médiale ,fonction de concentration ,courbe

£e Lorentr 2t indice do Zini etcoees

3.EXEMPLES.

3.I~-Exemple ol 1a concentration est presque totale.

Une famille constituée de IO personnes (4 filles,4 gargons,
la mére et le pére) s' st partagée une somme de IOO0OF d'une manidre
trés inégale :
. -50F pour chague fille,
~TOOR wour chaque garéon,
-4OCF pour la mere,
=-00C0T nour le pire.

.On peut considérer qu'on a une série & valeurs isoldes :



b6~

X =50 x.,=T00 x3=4oo x,=9000 (Valeurs)
n._=

2
=4 n,=4 anI n4=I (BEffectifs)

Calculons d'abord les différentes valeurs dont on aura besoin.

On dresse.-le tableau suivant :

i
‘xi n, fi Fi fixi fsxs Congentration
ST notée hi

50 4 10,4|0,4 20 20 0,02
I00 | 4 |0,4]0,8 40 60 0,06
400 I1]0,I|{0,9 40 T00 0,1

9000 I j0,I|I 900 T000 o I
. Pab 3.1

i)Courbe de Liorentz

On porte les Fi'en abscisses et les hi en ordonnées.On obtient

alors la courbe suivante :

- Concentration hy e S e -

Fig 3.1

Courbe de Lorentz

y) % .
0,4 0,8 0,9 I Fréquence
cumul ée P,
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ii)Indice de concentration de Gini,

Pour calculer cet indice on applique la formule (2.3) p.64.
On aura :
O=171 - (0,02.0,4 + 0,08.0,4 + 0,T6,0,I + I,I.0,I).
0 = 0,834.
L'indice 0 est voisin de I,la concentratidﬁ est presque totale,
chose 3 laquelle on peut s'attendre d'ailleurs puisque le pere
s'est accaparé pratiquement la totalité de la somme.

3.2-Autre exemple d'analyse de la concenfration.

On reprend le tableau de 1lfexemple de la page.23 qui donne
la répartition de la population de 27 pays européens.On le compléte
en calculant les différents paramétres qui permettent de faire

1lfanalyse de la concentration.

O;?tre n,| £ 1R n,x, |C. cumulé Conciztration
2,5 | ~T1-0,26|0,26 - I7,5 | IT,5 . - - 0,036

7,5 7 | 0,26{0,52| 52,5 | 70 0,143
12,5 3| 0,1I}0,63] 37,5 107,5 0,220
17,5 2 | 0,07(0,70| 35 | 142,5 0,292
22,5 2 | 0,07/0,77| 45 . 187,5 0,384
32,5 2| 0,07(0,84] 65 252,5 0,5I7
4745 I 0;05 0,89 . 47,5 300 0,6I5
62,5 3 | 0,II|I 187,5 487,5 I

Tab 3.2
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Dans cet exemple nous ferons 1l'analyse de la concentration
de deux fagons différentes :

~En calculant 1'indice de Gini,

-en calculant 1'écart entre la médiane et la médiale.

i)Calcul de la médiane.

L'effectif total est N=27 et donc N/2 =I3,5.La médiane tombe
donc dans la classe [5 ’ IO[ .On applique alors la formule (I.I)
P18 avec :

a; =5 (noté x; dans la formule) e;=5 ;Ni='I4 et N, _¢= T o
On obtient :.

M o= 5+ (10 = 5), 2222 = 7T
e
T
Me = 9964' o-

ii)Calcul de la médiale.

Le caractére total est C = 487,5.D%u C/2 = 243,5.De la méme

manidre 1a médiale se calcule par la formule (I.2) p.56 avec :

o
1]

L =25, a; =40 C, =252,5 C, o =I87,5.

243,75 = I87,5
65

25 + (40 bt 25)0

=

37,98 . (1a médiale tombe dans la classe[25 s 40[ ).

o

iii)Courbe de Lorentz.

On construit la courbe de Lorentz en portant les Fi en abscisses

et les hi en ordonnées (voir Tab 3.2);On obtient alors :

123
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Concentration
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0,5

\ Be
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cumul ée

iv)Indice de Gini.

On applique la formule (2.3) p.64 qui s*éecrit dans le cas qui
nous interesse ici :

0= - [hfy + (b + h))E, + cou + (g + h)T ]

h.=0,036 h =0,I43 h_=0,220 h,=0,292

2 3
hs=0,384 hc=0,5I7 1 =0,6I5 hg=T et
£1=0,26 £,20,26 £,=0,IT  £,=0,07
f5=o?o7 £,=0,07 £,=0,05  £4=0,II .

On obtient finalement :

¥ -1- 0,48 = 0,52 ( 52%) .

La concentration est donc moyenne,
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v)Calcul de la médiale & l'aide de la courbe de Lorentz.

On peut remarquer que les concentrations sont obtenues en

]

divisant les § 1 X par le caractere ftotzl C.I1 en resnlte que
s=T )
1na csncentrations h% sont respectivement proportionnelles & ces

caracteres cumulés,Donc la médiale sera™l'abscisse™du point de
la.courbe de T.orentz dont 1'ordonnée est égale. 3 0,5.En fait elle
sera donnée en "pourcentage”.Il faudra donc reconvertir apres.
Pour le cas guli nous interesse on 1it graphiquement 1%abscisse
du point K et on trouve 0,83.0r on sait que 0,77 correspond &

25 et 0,84 correspond & 40,En faisant une interpolation propo-

rtionnelle on trouve que 0,83 correspond a s
25 + Is. 0983 - 0,77
0,84 = 0,77

= 37,85 .Ce qui est & peu prés le

resultat trouvé en ii),
vi)On peut aussi pour faire ltanalyse de la concentration

calculer 1'écart entre la médiane et la médiale.On aura :

M, - M_ = 37,98 - 9,64 = 28,34 .
On voit donc que cet écart est relativement important "par rapp-\
ort"a la plus grande valeur de la serie.

vii)La courbe de concentration de Lorentz nous dit par_éxemple

que 83% des pays européens (sans 1'JRSY) se partagent 50% de la

population totale européenne (sans 1'URSS évidemment).

£
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CHAPITRE VI
SERIES DOUBLES

AJUSTEMENT CORRELATION

11 arrive quelquefois que deux géries gtatistiques mesurant
deux caractéres X et Y d'un échantillon dfune méme population
soient liédes par une relation dans le sens que les valeurs de
1'une peuvent &tre obtenues a partir de celles de 1'autre & 1l'aide
d'une correspondance.On dira que X et Y sont dépendantes.Nous
essayerons dans ce chapitre de préciser le sens de cette "depen=

dance" et de la calculer du moinslapproximativement.

Quitte & passer & la série des centres on pourra toujours
supposer que les series considérées sont & valeurs isoldes.

I.SERIES DOUBLES.

I,I-Exemple,

On étudie le poids et la taille notés P et T de TOO0 é1&ves

~ pris au hasard dans un lycée.Ona obtenu les dommées sulvantes

-
-

T | I50cm 155 160 165 I70
, ,
50 Kg 3 5 4 3 2 17
55 5 7 7 8 7 34
60 6 6 4 e 8 30
65 4 5 3 2 5 19
18 23 18 19 22 100

Tab I.T



ctére taille.

=T 2w

gme eme._ .
La case de 1la 3 colonne et la 2 ligne represente le nombre

d'éleves qui ont un poids de 55 Kg et une taille de I60 cm c'est-a-

N

dire 7.0n note cette wvaleur nzj.C’est 1'effectif nartial de 1a 2

valeur du caractére poids et la Béme valeur du caractére taille,

On peut s'interesser uniquement au caractére poids.Par exemple
le nombre d'éléves ayant un poids égal 2 55 Kg et une taille quel=-
conque est 34.Céci figure sur la dérniére colonne.On note ce nombre

o . . gme s
n, =34.C%est 1'effectif marginal de la 2 wvaleur du caractere
L]

poids.Il s'obtient en faisant la somme de tous les termes de la 2°7°

ligne.On a : n = Nt N+t seoe + 1

26 2T 22 25 *

De-la méme manidre on peut se restreindre au caractére taille.lLa

eme s . s
2% vaieur 23 de ladernidre 1ligne donne le nombre d'éléves mes=-

urant I55 cm (avec un poids quelconque).De manidre analogue n 5

stobtient en faisant la somme de tous les termes de la Zeme colonne:
Tz = Bpot Hopt e + Nyp .

e
valeur du cars-

On dira que n , est 1'effectif marginal de la 2°©

I.2=-Quelques définitions.

L'exemple que l'on vient de considérer est typique de ce qu'on

appelle une serie double ou & deux dimensions(parce qu'on étudie

deux caractéres sur un m@me échantillon).

I.2,1~Presentation.

On peut résumer tout dans un tébleau'semblable au Tab I.TI :
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Y T+ poo Ti ecee ¥ Effectif
I d 1 marginal
X
XI l’lII 20 e an a0 nIl .nI'
% Bigless Pagyoect | i =
Xy Merieer Py 0 | M .
Effectif noolees - vee |I'm L N
marginal ° «d .

Tab T.2

“ XrseeagX, Sont les valeurs du caractére X
I k : 9

T JTIseeesY1 sont les valeurs- du caractdre Y

-y est 1'effectif partiel du couple (xi,yj) cfest-éndire
le nombre dtindividus de 1'échantillon pour lésquels les carac-
téres'X~etYvaleﬁtrespectivementxiet-yj~?

- (resp n g ) i'effectif marginal de x, (resp de yj) i.e

le nombre d'individus pour lesquels X (resp Y) vaut x; (resp yj)

et qui est tel que :

1 k
&
n, = PRI = °
- é;& nla (resp nej pa nij ) (1.1) ,
o= i=T :
— k 1 :
~et N=2__ n;s = 2 _my = 3 n. (I.2)
— 3 — i, — od
i, 3 i=T J=1

est 1'teffectif total.
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On gardera les notations de cette partie ftout le long de ce
chapitre,

I.2,2-Fréquences partielles et marginales.

On definit 1la fréquence partielle du couple (xg,yj) et la

fréquence marginale de la valeur x5 (resp Y5 ) par les égalités :

n,. A
fij=-il fréquence partielle (1.3.1) ,
N
n, n .
f, =—2% (rvesp f ,=—2L ) (I.3.2) .
le N oJ N

On vérifie aisément les relations
1 _ <
fi, = 2 fij et f . = z-‘ fi_.]. (Io4‘oI)

E f.. =1 ' ' (T.4.2) .
ij

1,3
Calculons par exemple les fréquences partielles et marginales

des couples de valeurs de la s2rie double donnde par le Tab (I.I) :

i 150 155 160  I65 170 £
. 0 5
P
50 0,03 0,05 0,04 0,03 0,02 | 0,I7
55 0,05 0,07 0,07 0,08 0,07 || 0,34
60 0,06 0,06 0,04 0,06 0,08 || 0,30
65 0,04 0,05 0,03 0,02 0,05 ||0,I9
fi 0,I8 0,23 0,I8 0,I8 0,22 I

Tab I,2



I.2.3-BEffectifs et fréquences cumulés,

On appelle effectif cumulé du couple de valeurs (xi,yj) le
nombre d¥individus Nij de 1'échantillon pour lesquels le caractére

X est inférieur ou égal a x; et le caractére Y est inférisur ou

égal & y..0n l'exprime en fonction des effectifs partiels par la
3 .

relation :

= = (
(IoS)Nij s;j nS't *(nII‘*'ono'i'an )+(n21+oca+n2j )+ooo+ \niI'l".ooni_i)o
. et X

<

Ta fréquence partielle cumulée de (xi,yj) est définie comme

suit

P, o3 (1.6) .

Si i=%k (respj=1) ona:

e

n, )

. S

d
Nij = Z:; n oy (resp Nij=

s=1

et.dans ce cas on parlera d'effectif marginal cumulé de yj (resp
de x, ).On le notera alors N.j (resp Ni.)°

De méme on a la fréquence cumulée d'une valeur Xy ou yj qui
se calcule de manidre analogue.On se contentera de le faire sur
1%exemple qui suit ,

T.2.4=-Considérons le Tab I.2.Par exemple :

. : -La fréquence cumulée F,, de (55,I55) : On fait la somme
des fréquences de tous les couples (Pi,Tj)Apour lesquels P 55

et Tjg 155 .Ces couples sont (50,I50),(50,I55),(55,I50) et (55,I55).
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Ce qui donne :
Foy = 0,03 + 0,05 + 0,05 # 0,07 = 0,2 . ' Q
-La fréquence marginale cumulée de la valeur PB = 60 est la

somme des fréquences de tous les couples (Pi,T ) pour lesquels

J
Pi§§6o,c'est—é-dire :

F3, = 0,I7 + 0,34 + 0,30 = 0,8T .

2, MOYENNES MARGINALES,

2,I-Definition.
Les moyennes marginales X et Y sont les moyennes arithmétiques
de X et Y respectivement.,Elles se calculent en fonction des valeurs

de chacune des séries X et Y mais en considérant les effectifs

marginauxs
k k
= I
X ='ﬁ?z; ST Zz; £.%
l=I 1=I
1 e 1 _
= I
=T ° =1 °
De la m@me manidre on a
k {g
Iy g _ T2 32
Tar(X) _.E nl‘(x:L )¢ = Z:_:fl‘(xl X)
i=T 1=T _
) 1 1
I -
. N J:I ‘ j_.:_[ s

O @ =\frar() et o () =\[var(v) .
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2.2-Exemple,

Les moyennes marginales de la série double de l'exmple T.I

sont
S . 06
T = I7.50 + 34,55 + 30.60 + I9.65 - 57,55
100
- 18.150 23.1558 18.160 19. .
T + + + 19.165 + 22.170 - 160,2 .

100
Le calcul des variances est laissé en exercice,

Dans la suite on se donnera une série double (X,Y) formée de
deux series simples X et Y dont les valeurs X, et vy sont numérotées

de la mé&me maniére de 1 a N.

Nous allons étudier le lien qui peut exister entre X et Y.

3, AJUSTEMENT LINEAIRE,CORRELATION,

On peut representer chaque couple de valeurs (x4ﬁyi} nar un

point Mi dans le plan.On ohi“ent un ensemble de points qufon

appelle un_ﬁuage de points (Voir Fig 3.I ).

4
4 o
o L3
2 SR U
3 - ®

® ¢ b

X.
4 ,

E
Fig 3.1

On se propose alors de chercher la courbe qui soit la plus proche
possibvle de tous les points Mi .Lui imposer d'8tre trés proche
dtun point peut 1'éloigner dtautres points.Il s'agit donc de trou-

ver un "juste milieu”.
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La recherche d'une telle courbe est ce qu'on appelle 1l'ajustement

de ce nuage de points.

Ajustement non linéaire

Fig 392_ Fig 3.3

Le choix de 12 courbe n'fest pas facile,encore moins son calecul.

Nous nous contenterons de traiter le probléme dans le cas d'une

droite.On dira gue l'ajustement est lindaire. .

3.I-Droite de Mayer.
Considérons les N points Mi dont les coordonndes sont xiet Vs
On appelle point moyen du nuage defini par ces points le point G

dont les coordonnées sont les moyennes arithmétiques X et Y.

~ On peut ranger la série double S de telle sorte que la série

des abscisses soit croissante (celle des ordonnées ne le sera pas
forcédment).On partage alors S en deux séries doubles SI et 52 ayant

toutes les deux le mBme eftectif total (plus ou moins un ‘terme).On

notera GI et G, les points moyens associés & S, et 3, pyespectivement,

2 I 2
3,I.I~-Definition,.

DY

Ta droite de Mayer associde a S est la droite definie par les

points GI et G2 .

Cette droite permet dfajuster le nuage de points associé & S.

On vérifie qu'elle pasée par le point moyen G.

te
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3,I,2-kxemple,
Considdrons la série double suivante :
S = {(2,3) (3,6) (3,4) (4,7) (4,5) (5,8) (6,5)} .

On partage S en deux series S_ et 82 en choisissant les 4 prem-

I
iers termes pour SI par exemple,Les points moyens de SI et 82

sont alors :

G; = (3,5) et G, = (5,6).

Pig 3.4
Cherchons l'équatiqn de cette droite.On remarque que les points
Gr et G, ont des abécisses distinctes.L'équation de la droite GG,
es? done de la forme : |
Y=2aX+b (3.1) «
Pour determiner a et b il suffit a'exprimer le fait que cette

droite passe par G et G,,c'est-i-dire que les coordonnées de ces

points vérifient cette équation i.e :
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3a + Db

il
1

5a + b

I
(o)
e

On en deduit :
a=1/2 et b="7/2,

Finalement GG, a pour équation : Y = I/2(X + 7) .
Lfajustement par la droite de Mayer n'est pas satisfaisant

et est peu utilisé dans la pratique.Nous ajusterons plutdt per

la droite des moindres carrés que nous allons introduire dans la
partie qui suit.

3,2-Droite des moindres carrés,

3.2, I-Position du probléme,

Considerons les N points M; dans lé plan et notons D 1la droite
cherchée.La distance de My 3 D est la mesure du segment MiHi oﬁHi
est le pied de la perpendiculaire & D passant par M; (Voir Fig 3.5).
Le calcul de cette distance est relativement compliqué;On calculera
P1Ut5t la distance "verticale" de M, 2 D.Notons K; le point de
‘rencontre de D et de la droite d'équation X = x; et supposons que
1t'équation de D est de la fdrme :

Y=2aX+ b,

La distance de Mi 3 K.

hs

est alors le nombre

d.

5 = iaxi + b - yi . ;

Nous chercherons donc la droite D de telle sorte que la somme :
& 2
U=Ldjt *

i=T

soit minimale,
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Une telle droite D est appelée la droite des moindres carrés

ou droite de regression de Y en X,

3.2, 2=Existence et unicité de D,

Tout revient & montrer que a et b existent et sont uniques
et rendent U minimale,

Reprenons la gquantité :

N
U= ) (ax; + b = yi)a .
i=T

On a dtabord :
2
)

2 2 2
(ax, + b -yi) = X;a = 2xi(yi‘ bla + (yi b

et par suite :

N 2 N N 5
U= () xa =20 )_x(y, -vDa+ ) (y; -0 .
-y o i=T =T

N N N
B pelmey ey Yo L0t

Ci=I i=T

L'expressibn de U est alors un polyndme du second degré en a :

U = AJ‘-zﬁa +X
avec A positif . |

TLe nombre a cherché est la racine de la dérivée de U consi-
dérée comme fonction de a.0n a :

U'() = 2he - 2B |

et donc U'(a) = O si et seulement si :

a =.££ c'est-a-dire :

A
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N
?_—, Ay, = Db)

V3
=1

a = (3.3) °

}.l

HJ\/I
LY]=
=
5
RO

Si on considére cette fois~ci U comme un polyndme du second

degré en b,un calcul analogue a celui que 1l'on vient de faire

donne :
N N N
T I a
by () Gp-ex) =g ) viow L%
i=T i=T i=T

qui n'est rien dtautre que : -’

b=Y -&X (3.4) o

On remarque donc que le point moyen G = (X,¥) est sur la

droite des moindres carrés.

TLes équations (3.3) et (3.4) donnent finalement :

N . — -
iZ:—E (x, - Xy; - D)
a = 1—;.[ (305)
2 (x =D
=
b = -Y? - aX yjf—— e e e _in

ax.+b
i

1
1
1
1
|
i
,
\
|
1
G

Fig 3.5
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3.3~Covariance.
Divisons le numérateur et le dénominateur du second membre de

(3.5) par N.On obtient alors : : 5

N
L) -0 -0

i=TI B
a = I N (306) e
T ) x -D°
i=T

On voit que le dénominateur n'est rien dfautrse

A2

ue la variance de

X.l,e numérateur :

. N
%Z_— (x; - D)y; - D)
i=1

est un paramdtre associé & (X,Y) et qu'on appelle la covariance
de X et Y.On la note Cov(X,Y).

TLa formule (3.,6) st*écrit alors. :

_ Cov(X,Y)

a _-_Va_rT}’CT_' ’ (307) °

lLa covariance a le signe de a.Elle peut &tre positive ou
négative contrairement 34 la variance.On peut aussi 1l'exprimer

sous la forme suivante :

M
]
s
1
il
=i
)
@
N

Cov(X,Y) = ‘iI\r‘

1
H

i

3.4-Corrélation linéaire.

On appelle coéfficient de corrélation de X et Y le hombre :

. Cov(X,Y)
r = (3-9)
6§ (X)o(Y)
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o

nu &%) {resp G (Y}) est L'Scart-type de X (resp de Y}.Op
montre que r posséde les proprittés suivantes (les détails et les
démonstrations sont laissés au lecteur en exercice) :

i) r a toujours le signe de Cov(X,Y),

ii)r est compris entre QI et +I

iii) |rl= I si et seulement si la-droite des moindres carrés
passent par tous les points\Mi et dans ce cas on a :

Vi = ax; + b pour tout i = T,.e.,N .

Si r =0 i.,e Cov(¥,Y) = 0 ,on di% que X e% Y ne sont pas corrélées,

Nous allons repreﬁdre les calculs que nous venons de faire
Sur un exemple simple.Ceci nous permettra de mieux comprendrs les
différentes étapes par lesguelles nous sommes passés,
4 ,EXENPLE,

Considérons la seérie double :

(x5,7) = {(2,3) 3,8 (4,8)}

Pour fixer les idées commengons par tracer cette droite nt'im-

porte comment pour le mement :

4 M}{

Fig 4.1
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Cette serie définit un nuage de points Uy ,M, et M;3.0n ca-

lcule la somme des carrés des distances MiKi'On obtient :

U=1(2a+0b=3)% 32+ D =~ 4)2+ (42 + b - 8)2 o
On developpe U et on 1%écrit sous forme d'un polyndme du second

degré en a :

U= 2922 - 2(50 - 9b)a + (3 - B)% (4 - D)%+ (8 - B)?
= 2922 - 5(50 - 9b)a + 3b° - 30b + 89 ,
On calcule la dérivée de U par rapport & a .
Ut(a) = 2(29a ~ (50 - 9b))
qui stannule pour :
g =20 = 90 (4.1) .
29
D'autre part on a :
¥=3 et Y = 5 et donc 5 =3a + b (4.2)

T1 suffit donc de résoudre le systéme linédaire en a et b formé

s
o
B

. s
-
n
[N
Q

ey

uations (4.7T) et (4.2) ,clest-a~dire :

Ny
O
&
+
el
o'

]

50

\n
]
+
o
]

>
qui donme & = 5/2 et b =.-5/2 ,
T:.a droite des moindres carrés a donc pour équation :
- 5
Y = = (X -~ R
Y = (X - 1)

Le lecteur npourra construire cette droite & titre dfexercice,
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5.EXERCICE RESOLU.

Le tableau suivant indique la production interieure brute

par secteur au Maroc de I970 & I976 (en Millions de DH) :

Année Agriculture et Industrie et
P8che Mines

X Y
970 3,72 3,371
I971 3,95 3,53
1972 4,09 3,77
1973 3,65 4,08
1974 13,39 4,44
1975 3,66 i ‘ 4,91
1976 4,12 5,43

Tab 5,1 '

Source : Secrétariat d'Etat chargé du Plan et du dévélopp-

-ement Régional,

On considére la P.I.B agricole et la P.I.B industrielle
comme deux séries.sfatistiques X et Y et on se propose d'étudier la
corrélation qui peut exister entre elles.

I°-Calculer Var(X) , Var(Y) , Cov(X,Y) et le cdefficient de
corrélation r de X et Y.

2°-Donner la droite de regression de ¥ en X,
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SOLUTION,
On calcule les moyennes arithmétiques X et Y.On trouve :
Y =

X = 5,22 et 4,21

et on compléie le tablean 5,7 de Iz facon suivante :

Année Xs v xg yg X, Y5
1970 | 3,72 3,37 | I3,83 11,35 12,53
1911 | 3,95 |3,53 | 15,60 | 12,46 13,94
1972 | 4,09 |3,77 | 16,72 | 14,21 15,41
1973 | 3,65 | 4,08 | 13,22 | 16,64 4,89
I974 | 13,39 | 4,44 |I79,29 | 19,71 65,74
1975 | 3,66 | 4,07 |13,39 | 24,0 7,97
1976 | 4,T2 {5,43 |T6,97 | 29,48 22,37
Tab 5,2
I°- oOn en deduit :
B LN e R
Var(X) =-§-§:% xZ - %2 = 38,45 - (,22)% = 11,20
N
Var(Y) = § é{l y:z_ T - 18,28 - (4,21)% = 0,55

N
Cov(X,Y) =-%-QE; Xyq- XY = 23,26 - 21,97 = 1,29
i=T

et par conséquent :



| -88=-

1,29 .
= 0,51 s

__Cov(ZX,Y)
gxo®)

\/ 11,20-0,55

La corrélation est assez apparente,

f 2%=Drgite de regression de Y en X,

Elle est de 1a forme Y = aX + b avec :

Cov(X,Y) _ 1,29
Var(X) 11,20

a = = 0,11

et :
b=Y - aX= 4,21 - 0,11 « 5,22 = 3,66
clegt-a-dire

Y = 0,llx + 3,66.

w
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CHAPITRE VII

SERLES CHRONOLOGIQUES

Considérons le tableau suivant donnant le nombre d'émigrants
en France des départements d'Outre-Mer (Martinique,Guadeloupe,

Réunion et Guyane) de I962 & I97I.

Annde | I962 63 64 65 66 67 68 69 70 7T

Total | T004 2091 4532 7006 T78II 7962 75I4 8398 8807 9165

| Tabl0.0
Source : Bilan dfactivités I97I du BUMIDOM (Bureau pour le
dévéloppement des Migrations Intéressant les Département d'Outre
Mer).
On peﬁt interpreter cette série comme une suite dfobservations
dans le temps.Par exemple on observe qu'en :
. 1)IY64 il y. a eu 4532 émigrants,
1i)T968 i1 v a eu 7514 émigrantsetcCeos
On dira gqu'on a une série chronologique.
TNous allons introduire cette notion d'une fagon plus précise
et Itudier ses propriétés et applicationé.
T.GENERALIES .

I.I-Définition.

On appelle série chronologique une série statistique dont les
valeurs sont obtenues & partir d'observations ordonnées dans le
temps.Par exemple :

-La production annuelle de blé ,
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~Le taux annuel d'inflatioen,

~La production annuelle de péitrole etc...

sont des séries chronologiques.

On notera une telle série Yt qui est la valeur prise par le

caractére Y a 1'instant t.Par exemple

a

Pour t

Une série chronologique est une fonction du temps,donc peut

gtre repesentée

I962
1963

197I

graphiquement par une "courbe" (stil y a suffis-

amment de points)

Y,
)

n

J004

2091

9I65

pour la série ci-dessus on

gufon note YI

L'analyse des séries chronologiques permet de prévoir certaines
variations a différents niveaux.Ce qui justifie leur utilité

et rend leur interdt incontestable,

Fig I,.1L

I.2-Mouvements des séries chronologiques,
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T1s. sont au nombre de gquatre.

T2, I-Mouvement séculaire,

11 s*étend sur une période de temps assez longue.On s*inté-
resse beaucoup plus aux variations globales.Ceci est representé
en trait interrompu sur la Fig I.I.On parlera alors de tendance
,séculaire;

Exemple : Série chronologique correspondant 3 la population
mondiale de I800 & T980,

T.2, 2=Mouvement saisonnier.

C'est un mouvement pendant une période relativement courte
généralement d'une année.Dans la série ce mouvement correspond
3 des événements périodiques dtannée en année.

Exemple : Nombre de vécanciers sur les routes au mois de
juillet,

T.2.3=Mouvement cyclique,

Ctest un cas intermédiaire entre le mouvement séculaire
et le mouvement saisonnier.Son étendue-est généralement de la
décennie,

Exemple : Baisse de la production d'acier etc...

T, 2. 4-Mouvement aléatoire,

Ce sont des mouvements qui sont dfis au hasard et qu'on ne
peut contrdler.Ils introduisent des"discontinuités" dans 1%évo-
lution dfun phénoméne,

v Exemple : Tremblement de terre,greve,resultat lnattendu

dfélections elcosos
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2. ANALYSE,

Analyser une série chronologique c'est étudier les mouve-
ments qui la composent,
Nous presenterons dans de paragraphe quelgues méthocdes aqui permettent
de faire cette analyse,

2, I-Moyennes mobiles,

On se donne une série chronologique ¥ = (yI,...,yN),

On appelle moyemne mobile d'ordre k,la suite des moyennes

arithmétiques :

YT+e oot ¥ Voteosty, Tytee oty
Y - v 2 k+T 7,= 3 k+2
. K “ k ' k

IN-kaT FeeotVy
Nek+I = .
k

LR N Y

On remarque donc que la moyenne mobile est constituée de
N-k+I valeurs,

Reprenons la série chronclogique donnée par le tableau (0,0)
rpf89.Ellerest constituéequ Iqrﬁgr@es-ef donc sa moyenne mebile
d'ordre 4 aura 7 termes dont le premier et le deuxiime sont :

v - 1004 + 2091 + 4532 + 7006 _ 3458
R 4

2091 + 4532 4+ 7006 +78I1
2 = 4 —% = 5360

2l
!
1

etceos
Quand les valeurs de la série chromnologique sont obtenues
par des observations annuelles,mensuelles ou sur une période

guelconque on parlera de moyenne mobile sur k années,k mois ou

k périodes.
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1,'intérét de la moyemne mobile est de"régulariser" les val-

eurs de la_série chronologlque.

2,2-Estimation de la tendance séculaire.

Si on porte le temps en abscisse et Y en ordonnée on peut
representer la série chronologique par un ensemble de points dans
le plan.On pourra donc estimer la tendaﬁce en procédant & un
ajustement généralement linéaire par eXemple par la méthode des
moindres carrés,notion aqui a déja été introduite et étudiée au
chapitre qui précidde.

On peut aussi utiliser la moyemne mobile.
Regardons comment on procéde concrétemeﬁt sur un exemple,

Reprenons le tableau (0.0) .

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
{temps)
Yt . T004 209T 4532 7006 T78II 7962 7514 8398 8807 9165
~(observation- | - Ce e S e
au temps t)

Tab 2,1

Calculons la moyenne moblle dfordre 3¢On'trouve une nouvelle

série a4 8 valeurs en remplagant chaque y, par :

v +
T T T T T

3 .

On obtient alors le tableau suivant® :
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. v, Yem1¥ Yo TVesq

3

1 1004
2 2091 ———teei 2570
3 4532 4543
4 7006 6449
5 7811 7593
6 7962 . 7762
7 7514 7958
8 8398 8239
9 8807 8790

10 9165

Tab 2.2

Par exemple la premiére moyenne mobile 2542 est obtenue en
faisant la somme des 3 premidres valeurs de la colonne 2 et en

divisant ensuite par 3.

it Fig 2.1

La courbe en trait
_interrompu indique

la tendance sé&culaire
obtenue 3 1'aide des
moyennes mobiles

d'ordre 3.

L3
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- On peut remarquer que dans 1l'exemple que l'on vient de
traiter on aomis 1§ premier et le dernier termes de la série.
Si on avait utilisé la détinition de la moyenne mobile telle
qu'elle a été domnée en 2.1 page 92 on aurait omis les deux
dérnidres valeurs de la série.Dans la pratique on peut prendre
l'une ou l'autre des détinitions de la moyenne mobile.Les deux
sont pratiquement les "mémes".

2.3~Coéfficient saisonnier,

On détermine la tendance séculaire a l'aide de la moyenne
mobile ou 1la méthode des moindres carrés suivant le cas considéré
(évidemment on choisira celle qui s'adapte mieux au probldme).

On obtient pour chaque valeur y; une valeur ajustée qu'on notera

y% .Le coéfficient saisormier & 1'instant t est alors le rappért

de la valeur observée y, % la valeur ajustée y% :

It |
€€=——— (292) .

a
NE ‘

2.4~Desaisonnalisation,

On divise chaque observation initiale par le coéfficient
saisonnier moyen Ei(moyenne des coéfficients saisonniers de la

méme époque calculée sur des années diftérentes)sPlus précisément

la valeur desaisonnalisée y% de y, est définie par :

. y% T ee— | (203) °
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3.EXERCICE RESOLU.

On suppose que les livraisons trimestrielles dtune certaine
marchandise de I976 & 1980 sont données par le tableau suivant

(en milliers de tonnes) :

Armée | -I®TTrimestre ZémeTri ! BémeTri 4émeTri
1976 140 I42 T44 I4T
I977 T42 I47 T47 T49
1978 150 I50 ‘ 152 152
1979 S Is3 155 I58 158
. 1980 T60 o TIe3 I65 I166
Tab 2.1

To~Estimer la tendance séculaire par

e

:JLa méthode des moyennes mobiles,™
-La méthode des moyennes échelénnées (que 1'on va introduire),
2°-Ajﬁster cette série chroﬁologique nar la droite des moindros
carrés,
3°-Ca1§u1er les coéfficients saisonniers.
SOLUTION,
I°~Rappelons que la moyenne mobile dfordre 3 est donnée par:
I + Yo + ¥3 Jp + J3 + Iy

T = 9 Y2= es e
3 3

_ 18t Y19™ I0
3
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Dang le cas qui nous intersse ici on a N = 20,
Calculons par exemple YII P VIT est la valeur de Y au Beme

trimestre de 1%annde I978.0n aura ainsi :

v - I52 + 152 + I53

T = 152,33 .
3

On rassemble tous ces calculs dans le tableau 3.2.

t Yy Moyenne mobile
T 140 . I42
2 142 - 142,33
3 144 142,33
4 147 143,33
5 142 145,33
6 147 147,66
7 14T 148,66
8 T49 149,66
9 150 150,66
10 50 151,33
T 152 .| 152,33
I2 I52 153,33
I3 153 155,33
14 155 : 157
15 158 158,66
16 158 160,33
17 160 162,66
I8 163 164,66
19 165
20 I66

Tab 3.2
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Pour fixer un peu les idées tragons un graphique representant

1a série chronologique,

y, 4

t

t F;arie de
I3 20)

ks

€t
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Les moyennes échelonnées se calculent en faisant la moyenne
sur les guatres trimestres d'une méme année.Le calcul est décrit

ci~desspus :

v Ty Moyenne échelonnée
1976 T 140
2 42 141,75
3 144
4. T4T
1977 5 T42
: 147 146,25
T 147
8 149
1978 9 |. I50
10 150 157
1T 152
12 152
1979 I3 I53
T4 155 "
I6 T58
1980 IT 160
19 165
20 166

Tab 3.3
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2°~Ajustement par la méthode des moindres carrés.
Cette droite des moindres carrés a une équation de la forme : 5
Y=at + b

ol a et b sont donnés par les formules (3.5) et (3.4) page 82,

c'est & dire

a ==L (3.1) .
N
t2 - NE°
t=1
Ici t joue le réle de X et prend les valeurs 1,...,20;
b=Y-at _ (3.2)

Nous rassemblerons les différents calculs dans le tableau {(3.4).
En utilisant ce tableau on calcule successivement

1+2+...+20 ' -2

T ol - 10,5 et t° = 110,25
20
20 ~ 20
. 2 3
> ty, = 32745 , ) __t° =2870 o
t=1 t=1

.

En portant toutes ces valeurs dans l'expression (3.1) on trouve

a= 1,33 et donc b = ?.— at = 151,70 - 1,33.10,5 = 137,73
L'équation de la droite des moindres carrés est finalement :

133t + 13773
Y = XIS} (3.3)
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On cheoisira de faire le calcul des valeurs ajustées en utilisant
1'équation (3.3).0n obtient le tableau (3.4) dans lequel on & aussi

inseré les coéfficients saisonniers @_b.

£ Y ty, &2 yz e% (en %)
1 140 140 1 139,06 100,07
2 142 284 4 140,39 101,14
3 144 432 9 141,72 101,60
4 141 564 16 143,05 98,56
5 142 710 25 144,38 97,45
6 147 882 36 145,71 100,88
7 147 | 10289 49 147,09 99;93
8 149 | 1192 64 148,37 100,42
9 150 | 1350 81 149,70 100,20
10 150 | 1500 100 151,03 99,31
11 152 | 1672 121 152,36 99,76
12 152 | 1824 144 153,69 98,98
13 153 .| 1989 169 155,02 98,69
14 155 | 2170 196 156,35 99,13
15 158 | 2370 205 157,68 100,20
16 158 | 2528 256 159,01 99,36
17 160 | 2720 | 289 160,34 | 99,78
18 163 | 2934 324 161,48 100,82
19 165 | 3135 361 163,00 101,22
20 166 | 3320 400 164,33 101,01
Tab 3.4

On constate que les coéfficients saisonniers sont trés voisins
de 1 (i.e de 100%).Ce qui signifie que la série chronologique étudiée

est pratiquement la fonction linéaire du temps donnée par (3.3).
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CHAPITRE VIII

EXERCICES RESOLUS

Dans ce chapitre nous donnons une correction détaillée pour
certains exercices ayant ét€ proposés & différentes sessions d'examen
deStatistiques de 1'Unité 01103 & 1'Université de Lille IIT.

I1 est bien clair que ce chapitre ne remplira sa fonction que
si 1'étudiant manifeste au préalable sa volonté de resoudre chaque
exercice avant de consulter sa solution.

Session de Juin 1974.

Exercice
fuiinbdadndmbeiiod

On donne le tableau suivant traduisant une correspondance entre

deux séries X et Y.

[ _
X | 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

Y | 174 218 263 309 356 404 453 503 554 605 658 711 766 821 877 934

1°-Representer graghiquement cette correspondance,

2°-Dites pourquoi on peut considérer comme valable un ajustement
linéaire,

3°=Chercher la droite d'ajustement par les moindres carrés en

donnant son équation,

Solution

Considérons un repére constitué de deux axes réctangulaires dans
lequel on portera les valeurs de X en abscisses et celles de Y en ord-
omnées,Chaque couple—de valeurs (x,y) définit un point dans ce repére,
Par exemple le point A a pour abscisse x =650 et pour ordonnde y = 554.

On obtient le nuage de points suivant :
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1°-Representation graphique.

A'Y

554 e e e e e

Fig 1.1 -

2°-0n remarque que tous les points obtenus sont presque
aiignés.Ceci juétifie fortement un djustémentrlinéaire que nous
allons déterminer,

3°-Ajustement par la méthode des moindres carrés.

L!'équation de la droite des moindres carrés est de la for-

me:Y:aX+b,Icia=-q-§g—i-—%)—4etb=?-ai (Voir p.82 ).

Pour déterminer a et b il suffit donc de calculer X , Y ,
Var(X) et Cov(X,Y).

Rappelons. que :

2 52

Var(X) = X - = et Cov(X,Y) = X¥ = XY .

Noug résumons tous les calculs dans le tableau suivant :
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|

x| Y X XY
250 | 174 62500 43500
300 | 218 | 90000 65400
350 | 263 122500 92050
400 | 309 160000 123600
450 | 356 202500 160200
500 | 404 250000 202000
550 | 453 302500 249150
600 | 503 360000 301800
650 | 554 422500 360100
700 | 605 490000 423500
750 | 658 562500 1493500
goo | 711 640000 568800
850 | 766 722500 651100
900 | 821 810000 738900
950 | 877 902500 833150
1000 | 934 1000000 934000

En utilisant ce tableau on trouve :

X =625 et Y = 537.

De la m@me manidre on a Var(X) = 2 —'ig = 444375 -390625 = 53750
Cov(X,Y) = XY - X.Y =390046 -335625 =54421,
Dol a =-2282L _ 1 o1

53750

et b=Y - aX

537 " 19010625 = "95;810

Pinalement on a-1'équation de la droite des moindres carrés :

Y = l,oleX - 95,81
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Session d'Octobre 1974.

Exercice

Oon considére le tableau :

Yo} ¥y Ty eee Y9 I

En vue d'ajuster la correspondance ainsi définie & une droite
on apréparé les calculs suivants :

Posant z; = X - 50 et we =y; - 70 on a obtenu :

;E:»zi = =41 éz:wi = 39 , lziwi ; 7153 et E:Pi =8369,
Les sommes Z:: étént priées pour 1 variant de 1 & 20.
1°e-Calculer ies moyennes de Z et W.En déduire celles de X et Y.
" 2o-Déterminer 1'équation de la droite des moindres carrés
donnant un ajustement linéaire entre X et Y.

Solution

19~En utilisant la relation 2,6 p.25 avec e=1l-on voitl que :

X=74+50 et Y =W+ 70,

' ZZ V rw

- i -41 = Z._i 39 _
Or : 4 o= 55 = 0 "2,05 et W _—?O— -""—"'20 = 1,95-
Diod : X = Z + 50 = =2,05 + 50 = 47,95

Y=WW+7 = 1,95 + 70 = 71,95.

20-La droite des moindres carrés a pour équation :

Y =a8X + b avec a Cov(X,Y)

m-)—— e’cb:?—a

It

]

-2
Z

On sait que Var(X) = Var(X + 50) = Var(Z) = 22 -

]

Donc : Var(x) =382 - (-2,05)% = 418,45 - 4,2025 = 414,25



Avant de calculer Cov(X,Y) démontrons d'abord la proposition :

Si

En

Or

De

On

En
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a et b sont des constantes reelles on & : Cov(X+a,Y+b)=Cov(X,Y).

effet on a :

Cov(X+a,Y+b)= (X+a)(¥+b) = (X+a).(¥+d) .
(X+a‘)(Y+b) = XY + bX + aY +ab donc m;X_Y + bX +aY +ab.
la méme‘ fagon on a :
(X+a)(¥+D) =(X +a). (Y +D)
=X.Y + b.X + a.¥ + ab-
en déduit donc :
Cov(X,Y) = XY - X.Y = Cov(X+a;Y+b)°Ce qui démontre la proposition,

appliquant cette proposition 8 X = Z + 50 et Y = W + 70 on obtient :

ZW -

53
20

Cov(X,Y) = Cov(Z,W) oW

~ N3

- <~290501,95)

|

=357,65 -3,9975

353,66,
353,66

Finalement & = ===2== = 0,85 et b= Y - a;X = 71,95 - 0,85.47,95

.clest-a~dire b = 31,01

Ce qui donne 1°équation : Y =

_ 85X + 3101
100 °
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Pour la série classée suivante :

Classes BEBffectifs partiels
[145,150] 51
[150,155] 95
[155,160] 131
p60,165[ 152
[165,170! 120
170,175] 77
175,180 48

1°-Calculer la médiane et la moyenne arithmétique.
20-Construire 1'histogramme des effectifs cumulés et déte-

rminer graphiquement les valeurs des quartilles.

Solution

1°-Calculons les effectifs cumulés de chaque classe :

Classes Effectifs cumulés
'uas,150] 51
'150,155] 146
[155,160° 277
160,165 429
165,170 | 549
'170,175 | 626
'175,180 | 674

L'effectif total est N = 674 ; donmc N/2 = 337.La médiane

tombe donc dans la classe 3

alors la formule 1.1 p.l8 et on obtient

160,165{ .,Pour la calculer on utilise
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2

_ _ 337 - 277 _ 60
M= 160 + (165 160) . ~555—277 = 160 + 5. 755 = 161,97 .

Pour calculer la moyenne arithmétique on fait un changement
c; = 162,5
de variable en posant : z; = o
‘ 5

.0n obtient alors la série & valeurs isolées :

ci est le centre de la

classe [xi s xi+lI
-3 =2 =1 0 1 2 3 (Valeurs)
51 95 131 152 120 77 48 (Effectifs).

Cette série a pour moyenne :

_ =3514(~2).954(~1),1314+0,152+1,120+2.77+3.48
7 = S =-0,83

Ce qui donne X = 5.(-0,83) + 162,5 = 162,08 .
2°-Pour construire 1'histogramme des effectifs cumulés on
trace un repére sur lequel on porte les classes en abscisse et les

effectifs cumulés en ordonnée.On obtient le diagramme suivant :

Effectifs cumuldés
A

3N/ 4=5050— — ~ — = = me -
| -

7 . o

N/4=168 -

P | Q* - AQB : o1 asses
14 150 155 160 165 - 170 175 180

On 1it alors sur le diagramme les valeurs des quartiles :

Ql = 156 et Q3 = 168 °
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Exercice 2

Le tableau suivant represente la moyenne des prix de gros et
la production de lait,de beurré et de fromage aux Etats-Unis pour
les années 1949 et 1958,

En prenant 1949 comme année de reférence calculer :

1°-L'indice de Laspeyres pour l'année 1958,

2°-L'indice de Paasche pour ltannée 1958 toujours.

Produits Prix(en francs par Kg Quantités produites en
ou litre ) millions de Kgs ou litres
1949 1958 1949 1958
Lait , 0,40 0,41 9,6 10,4
Beurre 6,1 6 : 117 115
Fromage 3,4 3,9 78 83
- Solution

Les indices de Laspeyres et de Paasche sont. donnés respec-
tivement par les formules (1.9) et (1.10) p.50.Dans le cas qui

nous intéresse ici on a :

1°~Indice de Laspeyres :
i1
2%

ézqipi (9,6).(o,4o)+(117).(6,1)+78.(3,4) = 982,74.

(9,6).(0,41)+(117).6+78.(3,9) = 1010,13

[

¢ 070
L 1010,13
. On a donc Il/O =—S8271 1,02 (102%)

De la méme maniére on a :

2°-Indice de Paasche :

EZQi?i = (10,4).(0,41)+115.6+83.(3,9) = 1017,96
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j{:Qin = (10,4).(0,40)+115.(6,1)+83.(3,4) = 987,86 . *

D'ol : &

P _1017,96 _
I/ = a7 56— = 1,03 (103%) .
Exercice 3
La série chronologique suivante indique pour les anndes 1948

a4 1958 la production de houille grasse en millions de tonnes aux U.S.A.

Année 1948 1949 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958

Production .
50 37 43 44 39 38 33 39 42 41 34

1°-Construire le tableau des moyennes mobiles sur 5 ans.

2°-Quel est l'inconvénient de la méthode des moyennes mobiles
pour i'estimation de la tendance?

3°-Ajuster cette série par la méthode des moindres carrés.

4°-Utiliser cet ajustement pour estimer la production en 1962,

Solution

1°-Moyennes mobiles sur 5 ans,

Année 1948 1949 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958

Production 50 37 43 44 39 38 33 39 42 41 34

'Mbyennes

mobiles

42,6 40,2 39,4 38,6 38,2 38,6 37,6

i

2°-Parmi les inconvénients que presente la méthode des moyennes
mobiles on peut citer :

-La réduction du nombre de termes dans la série,Par exemple
la série initiale ci-dessus a 11 termes et celle obtenue par les

moyennes mobiles n'en a que 7,J1 y a un peu d'information qui se perd,
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-Elle risque de donner lieu & des mouvements et des cycles
nouveaux.

30.Droite des moindres carrés.

On rederit la série chronologique en considérant les années .
comme une série variant de 1 & 11.0n obtient ainsi en designant

par y, la production 3 1'annde t le tableau suivant :

¢l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1l 1

yy | 50 37 43 44 39 38 33 39 42 41 34

7.a droite des moindres carrés a pour équation :

Yt =at + b avec

11 o
__}:ty_t - Nt¥,

_t=1 v -
a-_‘%l et b= Yt - at .
45“%2 - §i?
t=1

En utilisant le tableau ci-dessus on trouve :

1, 5 -
> t° =506 g ty, = 2557
t=1 =l
— =2 ’ — »
T = 6 7= 36 et T, =40 .
e . . . 2557 hed 1106.40 - "83 e el :
On en déduit : a'= “FEr—37—3¢ =176 = 0,75

et b =40 + 0,75.6 = 42,70
2 ' _ =75t + 4270
Ce gui donne Yt = 00 .

40-T,'année 1962 correspond & t = 15.D'od :

-75,15 + 4270 _
2= = 31,45 .

Production. en 1962 = V15 =
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Session de Septembre 1975,

On considére la série statistique classée suivante :

Classes Effectifs
[0, 45] 8
[45 , 50 11
50 , 550 31
55 , 60, 61
6o , 65] 54
65 , 70| 58
70, 75] 43
75 , 80 25
‘80 , 85, 17
‘85 , 90. 7

_ 1?—Déterminer la moyenne arithmétique 2 et 1'écart-type & .
2°-Quel est le pourcentage des valeurs comprises entre X - 2¢
et X + 2¢0° 2
Solution

19-T.a série des centres est :

c ]42,5 47,5 52,5 57,5 62,5 67,5 72,5 77,5 82,5 87,5

e 11 31 61 54 -58 43 25 17 7
c, = 62,5
On pose : zik———g“‘—‘“' On obtient une nouvelle série :

Z [ -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

I 8 11 31 61 54 58 43 25 17 7 (Effeéctifs)
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qui a pour moyenne arithmétique :

Z =3¢ =0,42 et donc X = 5Z + 62,5 = 5.0,42 + 62,5 +64,62,

5 0 (2) .

I1 suffit donc de calculer (o (Z) lequel est :

on a d'autre part : O‘(X)

ETRIEROR Tt~

5 2

o5(2) =\ 2° - 7 )

On calcule 7

b

N

et on trouve :

—ne

2 _ 1252
315

= 3’97 °

Dot 1 @ () =\/3,97 - (0,42)% = 1,94
et O- (X) = 591994‘ = 9,73 °

20.0n a E -2 = 64,62 - 2,9,73 45

X+ 20 = 64,62+ 2,9,73 = 84

Commengons d'abord pax@oalcuier 1'effectif des valeurs qui
sont comprises entre 45 et 84,.T1 est égal 3 1l'effectif des valeurs
qui sont comprises entre 45 et 80 + l'effectif des valeurs qui
sont comprises entre 80et 84 qui est égal & 4/5 fois celuil de la
Classe'{ﬁO',‘SS[ .Ce qui donne en définitive 283 4 4/5(17)=297.

Ce qui represente 94% de l'effectif total.

Session de Juin 1977.

Exercice

On considére la série & valeurs isolées suivante :

X 13 14 15 16 17 18 19 - 20 21 22

n, 4 6 7 15 24 16 14 7T 4 3

* ) 1

1°~Representer graphiquement cette série par un diagramme
en b&tons et tracer le polygdne des effectifs,

2°-Calculer la moyenne,la variance et l'écart-type de cette

gérie,
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20.Par définition la moyenne arithmétique de cette série

est :
5 1
“i =_];_ Z_nixi =m(4013+6.l4+ LN +4‘021+3¢22) - 17,33
N <
i=1
On a Var(X) = X2 - (55)2 .
Or :

X2 =1—:CL>TD (4.132+6,142+ eoe + 4.212-:-3.222) = 304,57 |

D'ou Var(X) = 304,57 - (17,33)2 = 4,24 e% donc :

& (X) =\J Var(X) = 2,05 .



