UNIVERSITE DE VALENCIENNES
ET DU HAINAUT-CAMBRESIS

FACULTE DES SCIENCES DE BIZERTE

ECHANGES D'INTERVALLES. EQUATIONS
COHOMOLOCIQUES ET DISTRIBUTIONS INVARIANTES

Theése soutenue le 4 juin 2012

par
Hapbpa HMILI

pour obtenir le grade de
Docteur en Mathématiques

Composition du Jury

Rapporteurs PIERRE ARNOUX ............... Université de Méditerranée
ALt BAKLOUTT ................ Université de Sfax
Examinateur LeopoLD VERSTRAELEN ..... KU, Leuven
Directeurs de These Aziz EL KACIMI................ Université de Valenciennes
I[sABELLE LIOUSSE.............. Université de Lille I
MAHEL MOSBAH................ Faculté des Sciences de Bizerte
Invités RAymMoND BARRE .............. Université de Valenciennes
Luc VRANCKEN .............. Université de Valenciennes

N d’ordre : 12/19






REMERCIEMENTS

Cette these a été préparée sous la dirction conjointe de Aziz EL KACIMI et ISABLLE LIOUSSE.
Je I'ai commencée sous la direction de ISABELLE LIOUSSE qui m'avait proposé le sujet sur les
échanges d’intervalles ; ensuite Az1z EL KACIMI m'a suggéré de travailler sur les équations
cohomologiques et les distributions invariantes sur un groupe de Lie ainsi que quelques-unes de
leurs applications aux déformations des feuilletages. Durant toute I'élaboration de ce travail,
ils m'ont consacré génereusement leur temps pour m'écouter. lls n'ont jamais cessé de me
motiver, me guider et me prodiguer conseil et toujours avec une attention constante et sincere.
Je suis certaine que les nombreuses connaissances qu'ils m'ont transmises me seront tres utiles

dans mes futures recherches. Je leur exprime ici toute ma profonde gratitude.

Un immence merci a MAHEL MOSBAH qui a gentiment accepté d'étre codirectrice de ce
travail et de m'avoir toujours aidée. Je la remercie vivement pour ses qualités humaines, ses

encouragements constants et son soutien moral.

\

Je suis ravie que PIERRE ARNOUX et ALI BAKLOUTI se soient intéressés a mon travail
et aient accepté de rapporter dessus. Je les en remercie. Merci également 3 RAYMOND
BARRE, LEOPOLD VERSTRAELEN et LUC VRANCKEN pour avoir bien voulu faire partie
du jury. Je remercie le gouvernement Tunisien et le gouvernement Francais, qui m'ont permis
financierement de mener a bien la préparation de cette thése ainsi que le CIMPA qui a supporté

financierement (tout ou en partie) deux de mes séjours en France dans le cadre du programme

du RIAMI-GGTM.

Je tiens a remercier NABILA DAIFI pour toute sa gentillesse ; elle m'a toujours aidée
a régler tout probléme administratif a I'université de Valenciennes. Merci aussi a tous les
membres du LAMAV pour I'acceuil chaleureux qu'ils m'ont toujours réservé.

Enfin, je remercie du fond de mon coeur mes parents, mes fréres, mes soeurs et mon mari
sans lesquels je ne serai sirement pas arrivée jusque la : ils m'ont soutenue depuis le début et

continuent a le faire. J'associe a ces remerciements ma fille FAROUHA.



CONTENU

Introduction

Chapitre I : Rappels de topologie et théorie de la mesure

1. Espaces métriques

2. Homéomorphismes

3. Mesures sous deux points de vue
4. Mesures invariantes

Chapitre II : Echanges d’intervalles

1. Généralités

2. Vecteur translation, sa longueur etc.
3. Notions spectrales

4. Les résultats fondamentaux

Chapitre III : Echanges d’intervalles non topologiquement
faiblement mélangants

1. Historique
2. Questions et résultats
3. Preuve du résultat principal

Chapitre IV : Etude dynamique du groupe de Stein-Thompson

1. Echanges affines d’intervalles
Groupes de Stein-Thompson

Le résultat principal

Généralités sur les flots

Preuve du résultat principal
Remarques, exemples et question

S

Chapitre V : Equation cohomologiques et distributions invariantes

1. Le cas du tore

2. Le cas général

3. Que se passe-t-il pour les fonctions continues ?
4. Automorphisme affine du tore

5. Application aux déformations des feuilletages

Références



INTRODUCTION

Deux themes (un peu différents mais proches) sont développés dans ce mémoire de these :
les échanges d’intervalles et I’étude des mesures invariantes par des difféomorphismes. En

voicl un résumé.

Echanges d’intervalles

Un échange de m intervalles(ou en abrégé i.e.t interval exchange transformation) est une
bijection T" de [0, 1] dans lui-méme, telle que la restriction de T' & chacun des m intervalles

est une translation.

Un échange d’intervalles associé a une permutation irréductible est dit :

- vérifiant la condition (IDOC) de Keane (voir définition 3.5.1 chapitre II) si les orbites
de ses points de discontinuité sont infinies et disjointes ;

- uniquement ergodique si sa seule mesure de probabilité invariante est la mesure de
Lebesgue ;

- faiblement topologiquement mélangeant s’il n’existe pas de fonction continue f :
[0,1] — C non constante et de scalaire \ tels que foT = \f.

Un résultat de Nogueira-Rudolph affirme que tout échange d’intervalle qui n’est pas
de la classe des rotations est faiblement topologiquement mélangeant.

Dans cette premiere partie, nous avons montré un critere d’existence de fonctions
propres continues non constantes pour les échanges d’intervalles. Comme corollaire, nous
avons construit, pour tout entier m > 4, les premiers exemples d’échanges de m intervalles
uniquement ergodiques, vérifiant la condition de Keane et non topologiquement faiblement

mélangeant répondant ainsi a une question de Ferenczi et Zamboni.

Ces résultats ont fait 'objet d’un article [Hmi| paru dans Discrete and Continuous

Dynamical Systems.

Par ailleurs, nous avons travaillé sur les échanges d’intervalles affines (AIET). Un
ATET est une bijection T' d’un intervalle I dans lui méme tel qu’il existe une partition de
I en m intervalles telle que la restriction de T a chacun d’eux est une application affine.
Les extrémités des intervalles sont appelées les coupures de T'. Nous avons montré qu'un
AIET dont les pentes sont des puissances d’'un méme entier n et dont les coupures et leurs
images sont des rationnels a une dynamique tres simple : toutes ses orbites sont propres
et il possede une orbite périodique ou un cycle périodique.

Equations cohomologiques et distributions invariantes

Soient M une variété et v un difféomorphisme de M. Habituellement, le couple (M, y) est
appelé systéeme dynamique discret (SDD en abrégé). Question naturelle : Quels sont les

5



objets géométriques invariants sous l’action de v 7 Formulée dans toute cette généralité,
cette question est loin d’étre triviale. Mais on sait y répondre dans certaines situations si
on précise M, le difféomorphisme v et la nature de I'objet géométrique. Il est d’usage, en
théorie des systemes dynamiques, de chercher une mesure invariante (mesure de Radon ou
de Borel). Mais ce n’est pas toujours si évident a trouver. A défaut, on cherche plutot une
distribution invariante qui a plus de chance d’exister. Mais le probleme peut aussi s’avérer
difficile, ce qui amene a se focaliser sur des situations particulieres et regarder ce qui se passe
presque cas par cas ! La recherche de telles distributions conduit de fagon systématique a
la résolution de certaines équations dites équations cohomologiques. Indépendamment de
cela, ces équations constituent un theme en plein essor actuellement.

Plus précisément, dans cette deuxieme partie, on étudie I'existence de ces objets pour
certains difféomorphismes sur un groupe de Lie M = G : d’abord, dans le cas ou G est
connexe compact quelconque et v une translation, ensuite, celui ou G est le tore T"™ et ~
un automorphisme affine.

En fonction des différentes situations qui se présentent, nous donnons des éléments de
réponse aux questions qui suivent :

— Sous quelles conditions I’équation cohomologique f — f oy = g admet-elle des
solutions dans 'espace de Fréchet C>*(G) 7

— Déterminer le sous-espace C engendré par les éléments de la forme f — f oy avec f
variant dans C*°(G) ou, a défaut, son adhérence C.

— Calculer I'espace D, (G) des distributions sur G invariantes par . Celui-ci n’est
rien d’autre que le dual topologique de 1’espace vectoriel H(Z,C>(M)) (ou de son séparé
associé ﬁl(Z, C>(M)) = C>=(G)/C).

L’espace vectoriel de cohomologie H'(Z,C°(M)) d’une action du groupe discret Z
sur une variété compacte M via un difféomorphisme v joue un role fondamental en théorie
des déformations. Lorsque M est un groupe de Lie compact GG et 7y une translation par un
élément de G, H*(Z,C*(@)) est, au facteur tensoriel prés par 'algebre de Lie G du groupe
G, exactement 'espace des déformations infinitésimales de v dans le groupe Diff(G) (des
difféomorphismes de G) ; il permet aussi la description de celles du feuilletage obtenu par
suspension de . C’est une situation qui n’a jamais été révélée explicitement en tant que

telle pour un groupe de Lie compact non abélien.

Ces résultats ont fait 'objet d’un article [EH] en collaboration avec Aziz El Kacimi a

paraitre dans Hokkaido Mathematical Journal.



CHAPITRE |

RAPPELS DU MATERIEL DE BASE

Le but de ce chapitre est de rappeler, dans un premier temps, quelques notions
de géométrie différentielle : on introduira la notion de variété différentiable, ses
groupes d’homéomorphismes, de difféfomorphismes... ainsi que tout le matériel
qui nous servira par la suite dans cette direction i.e. tout ce dont nous aurons
besoin pour exposer notre travail. Nous exposerons dans un deuxiéme temps la
notion de mesure de deux points vue différents : la mesure de Borel sur une tribu
et celle de mesure de Radon. On définira la notion de mesure invariante par un
homéomorphisme qui sera I'élément de base de |'un des chapitres de cette thése.

1. La notion de variétés

Soit M un espace topologique paracompact i.e. M est séparé et tel que tout recouvrement
ouvert admet un recouvrement ouvert plus fin et localement fini. On dira que M est une
variété topologique de dimension n € N si tout point x € M possede un voisinage
ouvert U homéomorphe a R™ i.e. il existe une application bijective ¢ : R™ — U telle

~1 soient continues. La paire (U, ) est appelée carte locale et

que @ et son inverse
(T1,...,2,) = @ 1(x) seront les coordonnées de x. Si (U,¢) et (V1)) sont deux cartes
locales telles que 'intersection U N V' soit non vide alors un point x € U NV sera repéré
par ses coordonnées (z1,...,2,) dans U et ses coordonnées (z'1,...,2',) dans V. Comme

le diagramme :

e HUNV) 5 UNV

l |

W UnV) % oUunv

est commutatif on doit avoir :

(I.1) (2'1,...,2") =v L op(xy,...,x,).

L’application 1! o ¢ est appelée changement de coordonnées de la carte (U, ) a la carte
(V,4). Deux cartes locales (U, @) et (V,1) sont dites C"-compatibles si ['une des condi-

tions suivantes est remplie



)NV =10,
i) UNV # 0 et =1 o est un difféeomorphisme de classe C” ; ceci a un sens car

cette application est définie sur un ouvert de R™ et a valeurs dans R™.

Un ensemble de cartes locales (U;, ;)icr sur M est appelé C"-atlas si (U;)ies est un
recouvrement de M et si deux cartes quelconques (U;, ¢;) et (Uj, ¢;) sont C"-compatibles.
Deux C"-atlas (Ui, pi)icr et (Vj, ;) e sont dits équivalents si leur réunion est un C"-atlas

i.e. pour tout i € I et tout j € J, les cartes (U;, ;) et (V}, ;) sont C"-compatibles.

1.1. Définition. Une classe d’équivalence de C*°-atlas est appelée structure différen-

tiable sur M. On dira que M est une variété différentiable.

On dira que M est une variété analytique (réelle) ou de classe C*“ si elle admet un
atlas (U;, ¢;)icr tel que les applications goj_l o ; (pour U; NU; # () soient analytiques en

tant qu’applications d’'un ouvert de R” a valeurs dans R".
Il est clair que toute variété analytique est une variété différentiable.

Tout ouvert non wvide d’une wvariété différentiable de dimension n est une variété

différentiable de dimension n.

Une variété différentiable M est dite orientable si elle peut étre définie a ’aide d’un
atlas (U;, ;) pour lequel les difféomorphismes (I.1) préservent 'orientation de R™: pour
x € U;NUj, le déterminant de I'application linéaire d (goj.’l o ;) (¢; *(x)) est strictement
positif.

Dans toute la suite de cette section on ne considérera que les variétés différentiables

connexes.
1.2. Applications différentiables

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives n et p. On
dira qu’une application f : M — N est différentiable au point x € M si, pour toute
carte locale de M, (U, ) contenant z et toute carte locale (V,4) de N contenant f(z)
et tout voisinage ouvert W de x contenu dans U et tel que f(W) C V, application
Yplofop:p t(W) Cc R* — ¢~ 1(V) C RP est différentiable. On dira que f est
différentiable, si elle est différentiable en tout point de M. En particulier, on dira qu’une
fonction f : M — R est différentiable si, pour toute carte locale (U, ), la fonction
fop: N U) C R" — U — R est différentiable. La dérivée partielle de %(m) sera
donc par définition 57’;(1:) = a(gTC:p)(go_l(x)).

Si f est différentiable, bijective et f~! différentiable, on dira que f est un difféo-
morphisme de M sur N. Dans ce cas les variétés M et N ont nécessairement la méme

dimension.



On notera C°°(M, N) l'ensemble des applications différentiables de M dans N et
simplement C°°(M) lorsque N = K (K = R ou C) ; ce dernier est une algebre pour la
multiplication des fonctions. L’ensemble des difféomorphismes d’une variété sur elle-méme

est un groupe (pour la composition des applications) noté Diff(M).

Soient M une variété et p : M — R ou C une fonction. On appelle support de p et
on note supp(p) I'adhérence de I'ensemble {x € M : p(x) # 0}.

Soit U = (U;); un recouvrement ouvert de M. On dira que U est localement fini si
tout point x € M possede un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini d’ouverts de la
famille #. Sur une variété différentiable (paracompacte comme cela a été supposé avant)
un tel recouvrement existe toujours ; on peut méme le choisir dénombrable.

Soit U = (U;); un recouvrement localement fini sur M. On appelle partition de 'unité
subordonnée a U une famille de fonctions réelles différentiables positives (p;); telles que

- pour tout i € I, supp(p;) est contenu dans Uj,
-2ipi= L
Tout recouvrement ouvert localement fini U = (U;);cr de M admet une partion de

Vunité différentiable (p;)icr-
2. Le fibré tangent

Soient M une variété différentiable et (U;, ¢;);cr un atlas définissant M. On a vu qu'une

fonction f : M — R est différentiable si, pour tout i € I, la fonction f o ; : ¢ 1 (U;) C
R" — U; — R est différentiable et que la dérivée partielle 887);(:5) est donnée par
%(:p) = 8((’307(":“(90;1(:1:)). Pour tout £k =1,...,n, on obtierg‘sc donc un opérateur 8%

a toute fonction différentiable f sur U, associe la fonction 5o, En chaque point x € U,

qui

les opérateurs aa—m(x), e 82—71(90) sont linéairement indépendants.
En tout point © € M, les opérateurs %(m), ce %(w) engendrent donc sur R un
espace vectoriel de dimension n indépendant de la carte choisie (U;, ;) pour le définir.

2.1. Définition. On appelle espace tangent a M en x, l’espace vectoriel T, M engendré

par les opérateurs 8%1(3:), ceey %(az) a Uaide d’une carte quelconque (Uy, @;).

Soit maintenant h une application différentiable d’une variété M de dimension n dans
une variété N de dimension ¢q. On supposera que M et N sont définies par les atlas
respectifs (U, ¢;)ier et (Vj,v;)jes et, pour ne pas alourdir les notations, on fera comme
si les ouverts de coordonnées U; et V; étaient en fait les espaces euclidiens R™ et R?. Pour

tout x € M de coordonnées (z1,...,x,) I'application h définit une application linéaire

dmh : TmM — Th(m)N

9



qui & tout opérateur %(m), k variant de 1 a n, associe l'opérateur d,h (%(w)) donné

sur une fonction f: N — R par

dh(aik ) g:ai 8—ye h(z))

ou (y1,...,Yq) sont les coordonnées du point h(z) pour tout z € M. On peut vérifier que
la définition de ’application d,h ne dépend pas du systeme de coordonnées locales. On
I’appelle application tangente a h au point x € M.
Pour tout i € I on pose 2; = U T, M. L’application ®; : U; x R™ — €); définie par
zeU;
) o n a .o . , . .
i(x, fr,---, o) = (2,2 5= frpg(2) ) est une bijection. On définit une unique structure

de variété différentiable de dimension 2n sur 'ensemble TM = U T,M. On a une

rzeM
projection canonique w : TM — M définie par 7(z,u,) = x.

2.2. Définition. On appelle fibré tangent a M la variété T M et la projection canonique
T:TM — M.

On appelle section du fibré TM ou champ de vecteurs sur M toute application X :
M — T'M telle que moX = idys. Sur une carte locale (U;, ;) de coordonnées (1, ..., x,),

un champ de vecteurs a pour expression

(1.2) Xi(z) =Y fulx)s—
k=1

ou les fr sont des fonctions de classe C*° sur U;. L’ensemble C°°(T'M) des champs de
vecteurs sur M, ou des sections C*° du fibré T'M, est un module sur 'anneau C*°(M) des

fonctions de classe C'*°. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M ; on peut les écrire

. 0
=1

Un calcul facile montre que pour toute fonction h : M — R, de classe C°, on a :

localement :

X,(Yi(h) - Yi(Xi(h)) =

< agg oh 8fk 8h)
k,£

(%k 81:@ 8@ 8xk

On définit ainsi un nouveau champ (local) de vecteurs X;Y; — Y; X; ; on montre que ceci
ne dépend pas de la carte choisie ; on obtient alors un champ de vecteurs XY — Y X global

qu’on note [X,Y] et qu'on appelle crochet de X et Y ; [X,Y] est le commutateur de X

10



et Y vus comme opérateurs (différentiels d’ordre 1) sur C*°(M). On vérifie facilement

l'identité suivante dite identité de Jacobi :
(I.3) (X, Y, Z]] + [V, [Z,X]]+ [Z,[Y,X]| =0

On dira que (C>*(T'M),[, |) est 'algébre de Lie des champs de vecteurs sur M.

Une variété M (de dimension n) est dite parallélisable s’il existe n champs de vecteurs
tangents partout linéairement indépendants ; dans ce cas le C°°(M)-module C*°(T'M) est
libre de rang n.

Considérons maintenant deux variétés M et N de dimensions respectives m et n, X
un champ de vecteur sur M et v : M — N une application différentiable. On appelle

1

image de X par v le champ de vecteurs 7, X sur N défini par v, X =dyo X oy~ i.e. :

VyeN: v.X(y) =dy1)7 (X))

Dans le cas ou M = N et v un difféomorphisme, le champ X est dit invariant par v si

v X = X, c’est-a-dire si:
(14) Vo e M, X(y(x)) = duy(X(x)).

Soient X un champ de vecteurs sur une variété M et f : M — R une fonction sur M.
On appelle dérivée de Lie de f suivant X la fonction Ly f sur M définie par Lx f(z) =
do f (X ().

Regardons un aspect plus géometrique des champs de vecteurs : pour un champ
x — V, du plan, le simple tracé des vecteurs V, vus comme vecteurs d’origine x permet
de voir une famille de courbes auxquelles ces vecteurs sont tangents. On appelle trajectoire
ou courbe intégrale d'un champ de vecteurs X sur une variété M toute courbe t — c(t),
définie sur un intervalle ouvert I C R et a valeurs dans M et telle que, pour tout ¢ € I, on
ait ¢'(t) = Xew)-

Pour un ouvert U de R, si X =", | X k%, cela revient a dire que les composantes
de ¢ sont solutions du systeme différentiel du premier ordre :

dc* k(o1 n

(I.5) E:X(c,...,c) avec 1 <k <n.
Les fonctions X* étant lisses, on peut appliquer les résultats classiques d’existence et

d’unicité pour les systemes différentiels.

2.3. Proposition. Soient X un champ de vecteurs sur un ouvert U de R et x un point de

U. Alors il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et une trajectoire ¢ : I — U de X

11



telle que ¢(0) =z ; si c; : [y — U est une autre trajectoire ayant la méme propriété, c et

c1 coincident sur Iy N 1.

On démontre ensuite qu’il existe un unique intervalle de définition maximal de c. Nous
noterons ¢, la trajectoire correspondante. Si I, est U'intervalle de définition (maximal) de
¢z, laréunion des I, x{z}, quand x parcourt U, est un ouvert 2 de RxU, contenant {0} xU,
pour lequel I'application (x,t) — ¢, (t) est lisse. Par conséquent, si t — c¢(t) est une
trajectoire, il en est de méme de t — ¢(t + a) pour n’importe quel réel a. Tenant compte
de I'unicité, on obtient I'identité c,(t + a) = c.,(q)(t). Nous allons réécrire cette relation
en mettant ’accent sur la variable “espace” plutot que la variable “temps”. Autrement
dit, on pose :

oK (2) = ca(t).

En particulier ¢ ,(x) = z, et 'identité ci-dessus donne :

¢ e () = 0 (97w (1))
On écrit alors, avec un abus de notation évident :

X _ X X _ X X
Pt =Pt OP =Py 0P .

2.4. Definition. L application ©X : Q — U s’appelle le flot du champ de vecteurs X.

La propriété suivante, tres pratique, permet le passage inverse du flot au champ. Soit
1 une application définie sur un ouvert de I x U contenant {0} x U et a valeurs dans U
telle que :

i) (t,(t',x)) =t +t',x) dés que les deux membres ont un sens ;

i) ¥(0,2) =z ;

i) Lt 7))z = X

Alors 9(t,2) = ;% (z) partout oll ¥ est définie. Pour démontrer ce fait, il suffit de

remarquer que :

d

d d
aw(tﬁ)’t:to = %w(t + tva)‘t:to = %w(tvw(t(bx)”t:o = X?l)(O,m)

3. Actions de groupes
Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie pour laquelle I"application
7,9 € Gx G+ gg'~! € G est continue.

Soient M une variété et G un groupe topologique d’élément neutre e. Une action de
G sur M est la donnée d’une application continue ® : (g,z) € G X M —— gx € M telle

que :

12



(1) ®(e,z) = x pour tout x € M ;

(2) ®(gg’,z) = ®(g,®(¢’,)) pour tous g,¢’ € G et tout z € M.

Si, pour tout g € G, 'application x € M —— gx € M est un difféomorphisme, on dira
que laction est différentiable.

L’action ® définit une relation d’équivalence ouverte :
x ~ 1y <= il existe g € G tel que y = gx.

On munit ’ensemble quotient, noté M /G de la topologie quotient : c’est la plus fine des

topologies sur M /G rendant continue la projection canonique m: M — M/G.

Rappelons que :

1) La classe d’équivalence d’un élément x € M est son orbite notée O, ;

2) x € M est un point fixe si O, = {x} ;

3) pour tout z € M, 'ensemble G, = {g € G, gr = =} est un sous-groupe de G appelé
groupe d’isotropie de x ou stabilisateur de x ; on le note G, ;

4) une partie My de M est dite invariante si, pour tout x € My, l'orbite O, est
contenue dans M ;

L’action de G sur M est dite :

5) libre si tous les groupes d’isotropie sont réduits a I’élément neutre ;

6) transitive si M ne contient qu'une seule G-orbite ;

7) totalement discontinue si tout x € M admet un voisinage ouvert U tel que, pour
tout ge G, UNgU =0 ;

8) séparante si tous z,y € M ayant des orbites distinctes admettent des voisinages
ouverts respectifs U et V tels que, pour tous g,h € G, on ait gU NhV =0 ;

9) propre si, pour tout compact K de M, I'ensemble {g € G, K N gK # ()} est
relativement compact dans G, donc fini si G est discret.

Lorsque G est dénombrable discret et agit librement et proprement sur M, alors
'action est séparante et totalement discontinue. Cela permet de munir le quotient M/G

d’une structure de variété.

3.1. Proposition. Soient M une variété de dimension n et G un groupe dénombrable
discret agissant librement et proprement sur M. Alors le quotient X = M/G est une

variété de dimension n et la projection canonique ©: M — X est un revétement.

Les exemples de telles situations ne manquent pas. Donnons-en deux qui vont ap-

paraitre constamment chez nous.
3.2. Exemples

i) Le tore T™ est I'espace produit de n cercles S!. C’est une variété différentiable

compacte connexe sans bord de dimension n. Mais on peut aussi ’obtenir comme quotient
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par une action de groupe. L’action (m,z) € Z" x R" — x + m € R™ de Z" sur R" est
propre et libre, et la variété R™/Z" est difféomorphe au tore T". La projection canonique
7 : R" — T" est donnée par :

2imxy |||
€ y ’

W(x].)“'axn): ( e2i7racn)‘
ii) Si IV est une variété de dimension n et v un difféomorphisme de N, on définit une

action de Z sur N x R en posant :
k(t,x) = (t+ kA" ().

Il est tres facile de voir que cette action est libre et propre. Comme le groupe Z est discret,
le quotient de M = N x R par cette action est une variété de dimension n + 1. On dira
qu’elle est obtenue par suspension de (N, 7).

Sur M on a un champ de vecteurs canonique X = % invariant sous l’action du

difféomorphisme o : (z,t) € M— (x+1,yz) € M (qui est le générateur de I'action de Z
sur M). 1l induit donc un champ X sur la variété quotient M.

4. Cohomologie feuilletée

4.1. Définition d’un feuilletage

On rappelle qu'un feuilletage F de dimension m sur une variété M est la donnée d'un
sous-fibré 7 de rang m du fibré tangent T'M completement intégrable, ¢’est-a-dire que pour
toutes sections X,Y € C°°(1) de 7 (i.e. des champs de vecteurs sur M tangents a 7), le
crochet [X,Y] est encore une section de 7. Les sous-variétés connexes tangentes a 7 sont
appelées feuilles de F.

4.2. Le complexe feuilleté

Soit F un feuilletage de dimension m sur M. Pour tout r € N, on note A"(T*F)
le fibré en coalgebres extérieures de degré r sur T F (le fibré tangent a F). Ses sections
sont les formes différentielles feuilletées de degré r ; elles forment un espace vectoriel qu’on
notera Q' (M).

On a un opérateur de différentiation le long des feuilles dr : Q(M) — Q7 (M)

défini (comme dans le cas classique) par la formule :

r+1
drpa(Xy, -, Xeg1) = > (1) X ol Xy, -, Xy, Xppn)

=1
+ Z(_1)1+Ja([szXj]aXla o 7)?1'7 o '755]'7 T 7X1°+1)

1<J
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ou X’l signifie qu’on a omis 'argument X;. On vérifie facilement que I'opérateur dr est de

carré nul. On obtient ainsi un complexe différentiel (dit complexe feuilleté) :

(CF) 00— Q%(M) 5 Qh(M) 5 . 25 Q2= (M) 25 QF (M) — 0.

On note Z%(M) le noyau de dr : Q(M) — QF'(M) et BR(M) I'image de dr :
QN (M) — Qi (M).

4.3. Définition. Le quotient Hp(M) = Z'%(M)/B%(M) est le 7€ espace vectoriel de
cohomologie feuilletée de (M,F).

C’est un invariant important du feuilletage. Par exemple le dual topologique de
H7 (M) contient les cycles feuilletés au sens de [Su| et donc, en particulier, les mesures
transverses invariantes (cf. [Elk]). Le calcul de H3(M) est souvent tres ardu ! Pour une
utilisation intéressante de la cohomologie feuilletée dans 1’étude de la rigidité de certaines
actions de groupes de Lie voir [MM].

Il arrive que l'espace vectoriel topologique H%(M) (les espaces de formes feuilletées
sont munis de la topologie C'°°) ne soit pas séparé ! On appelle alors cohomologie feuilletée
réduite le quotient H (M) = Z}-(M)/B%(M) ot Bj(M) est P'adhérence de Bj(M).

Si X est un champ non singulier sur M, il induit un feuilletage (ou flot) F. On peut
définir sa cohomologie feuilletée de fagon plus simple. Notons 7 le fibré tangent a F et v un
sous-fibré supplémentaire a 7 dans M. Soit x la 1-forme différentielle telle que x(X) =1

et x|, = 0. Il est facile de voir que, pour tout r € N, on a :

O (M) sir=0
Q}(M):{COO(M)(X)X sir=1
0 sir>2

et que le complexe feuilleté se réduit a :
(1.6) 0 — Q% (M) 25 QL (M) — 0

olt dx est l'opérateur défini par dxf = (X - f) ® x. Son conoyau Q%(M)/Imdx est
exactement le premier espace de cohomologie feuilletée H-(M) de F. Il ne dépend pas du
champ qui le définit : on vérife aisément, en exhibant explicitement un isomorphisme de
complexes feuilletés, qu’on obtiendrait la méme cohomologie si on remplagait le champ X
par un champ Z = hX avec h fonction partout non nulle. On montre qu’il ne dépend pas
non plus du choix du fibré supplémentaire v.

Le calcul de Pespace HE(M) revient exactement a la résolution de I’équation coho-

mologique continue pour le champ X :
(1.7) Etant donnée g € C°°(M) existe-t-il f € C(M) telle que X - f =g ?
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5. Cohomologie des groupes
5.1. Soit I' un groupe discret (dénombrable pour simplifier) agissant sur un espace vectoriel
E. L’action d’un élément v € I' sur un élément u € E sera notée v - u.

Pour tout k € N, soit C*(T', E) I’ensemble des fonctions de I'* dans E qu’on appelle
k-cochaines inhomogenes sur I' a valeurs dans E. On définit 'application linéaire d :
CKT,E) — CkYT, E) par :

(de) (Y1, -+ Vha1) = Y1 - (Y2, -y Vit 1)

k
(1.8) + Z(—l)ic(%, s Vi Ly ViVit 1y Vit 2s - - o Vht1)
1

+ (—1)k+1c(fyl, ey YE)-

L’opérateur d satisfait d> = 0 ; 'image B*(T', E) de d : C*~Y(T', E) — C*(T', E)) est donc
un sous-espace vectoriel du noyau Z*(I', E) de d : C*(I', E) — C**1(T', E). Les quotients

(1.9) H*(',E) = zZ*T,E)/B*(T,E) pour k€N

sont appelés les groupes de cohomologie de I" a valeurs dans le I'-module FE.

5.2. Supposons que I' est le groupe infini cyclique Z et que son action sur F est engendrée

par un élément . Alors un calcul facile montre que :

E7 six =0
(I.10) H*(F,E)z{E/(x—’yx} six=1
0 si* > 2

ou (x — ~yx) est le sous-espace vectoriel de E constitué des éléments de la forme = — vz
avec x variant dans E. Le calcul de H'(T', E) se rameéne donc & la résolution de 1’équation

cohomologique discrete :

(I.11) Etant donné y € F, existe-t-il z € F tel que y =z — vz ?
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CHAPITRE I

ECHANGES D’INTERVALLES

Dans ce chapitre on introduit la notion d'échange d'intervalles. On en donne des
généralités, les éléments qui leur sont rattachés ainsi que certains des résultats

fondamentaux qui ont été obtenus dans le domaine.

1. Généralités
Dans toute la suite on notera I l'intervalle semi-ouvert [0, 1[ de R. (L’étude peut étre faite
bien entendu pour tout autre intervalle du méme type.)

1.1. Définition. On appelle échange de m intervalles de I une bijection T de I définie
comme suit : il existe une subdivision a, =0 < a1 < ... < @y, = 1, telle que T'(z) = x + ;
pour tout x € [a;—1,a;] ,(6; € R)

Pour tout i = 1,...,m on note I; l'intervalle [a;—1,a;]. L’application T' est continue

sur I\ {ay,a9,...,am—1} . Elle est continue a droite en tout point a;.
1.2. Exemples
1 - Une rotation d’angle « sur le cercle S! définit un échange de 2 intervalles.

2 - Pour m = 3, 'application définie comme suit est un échange de 3 intervalles:

r+ 1 sizel0 ]
T(z) = x—% sixe[%é[
x size(z,1]

3 - Pour m = 4, soient A\ = (A1, A2, A3, A1) € A3( voir paragraphe 1.3).

L’application T suivante est un échange de 4 intervalles

T+ M\ stz e [0, ]
T(:Ij‘) o T+ A3+ M\ six € [)\1,)\1+)\2[
Yz =X+ N\ Si$€[)\1+)\2,)\1+)\2+)\3[

T— A — A2 — A3 Si$€[/\1+)\2+>\3,1[

1.3. Vecteur translation, vecteur longueur et permutation associée

Le vecteur 6 = (41,02, ...,0,,) donné dans la définition précédente est appelé vecteur
de translation de 1’échange d’intervalles T'.

17



On désigne par :

(IIl) Amil = {)\ = ()\1,)\2, ,)\m) c IRm,)\Z >0 et Z)\Z = 1}

i=1
et &,, le groupe des permutations de I’ensemble {1, ..., m}. A chaque échange d’intervalles
T on associe :
e Une permutation 7 € &, définie par T'([;) = Jy ou J; = [bj_1,b;[,7 = 1,2,...,m,
avec bp =0< by < ... < b,, = 1.
e Un vecteur longueur A = (A, Aa, ..., A\py) € A™ Lol \j = a; — a;_1.

Réciproquement, étant donnés A € A"~ et m € Gy, on pose : ag =0, a; = >, ; Ak
et on considere la famille d’intervalles I; = [a;_1,a;[. L’échange T{) ) de m intervalles
associé a (A, ) est défini par :

(H.2) T()\’Tr) (I) =+ Z )\ﬂ.—l(k) — Z A, pour x € I;.
k<n(i) k<i

L’échange T{ ) ainsi défini vérifie:

1) T(x,x) est une bijection de [0, 1 sur [0, 1 et d’inverse Ty~ 1), ol :
AT = ()\Tr—l(l), ey )\ﬂ—l(m)).
2) En posant bz = Zkgi )\ﬂ-—l(k), on a T()\’W)(Ii) = [bﬁ(i)_l, bw(z)[ car :

Tiam(ai-1) =briy-1 et Tiam(a; ) = brg)
ot Tixmy(a; ) = lim Tz.
Pour simplifier 'application T{y ) sera noté¢ T

1.4. Ensemble de discontinuité. On note D(T) = {aq, as, ..., a;m—1} Pensemble qui con-
tient les discontinuités de T ; T est continue a droite en tout point a; et est continue en
a; si, et seulement si, w(i + 1) = w(7) + 1.

1.5. Permutation irréductible.

1.5.1. Définition. Une permutation m € &, est dite irréductible si 7({1,2,...,k}) #
{1,2,...,k} pour tout k < m.

On note &Y I’ensemble des permutations irréductibles de &,,.

1.5.2 Remarque. Si7({1,...,k}) = {1,...,k} pour un k < m, on décompose T{ ) en deux
morceaux : en prenant 77 comme la restriction de T' & [0, ax| et T comme la restriction

de T & [ag, 1[. On obtient ainsi deux échanges d’intervalles.
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En effet, T1([0, ax[) = [0, ak[ et Ta([ak, 1]) = T'([ak, 1]) = |ax, 1] car :

i=k

i=k i=k
7([0,ax]) = J @) = | Jeiy = U 7 = 10, 0.
i=1 i=1

i=1

Comme T préserve la longueur on a ar = bg. On peut donc décomposer un échange
d’intervalles en un nombre fini d’échanges d’intervalles 7; ou la permutation associée a

chaque T; est irréductible. Une permutation peut étre irréductible et fixer un point. Par

(1 2 3 4
T™\2 4 31
3
4

exemple :

[\

2

—_

est irréductible et fixe 3 alors que ™ = <1 g) est réductible mais sans point fixe.

1.6.Notions dynamiques.

e On appelle orbite de x par T l’ensemble Or(z) = {T"(z) : n € Z}.

e On dit que = est un point périodique s’il existe n € N* tel que T"(x) = = ; ce qui
est équivalent a dire que l'orbite Op(x) est finie ; dans ce cas cette orbite est alors dite
périodique.

e L’orbite Or(x) est dite dense dans I si son adhérence Orp(z) est tout l'intervalle I.

e On dit que T est minimal si, pour tout z € I, Op(x) est dense dans I.

e On dira que Or(z) est localement dense si int(Or(z)) # 0 ot int(A) désigne

I'intérieur de A.

e Une partie A de I est dite T-invariante si T(A) = A. Par exemple, toute orbite

est T-invariante. Pour une partie quelconque A de I, la partie U T"(A) est une partie
nez
T-invariante. Une réunion (resp intersection) quelconque de parties T- invariantes est T

-invariante. En particulier D>°(T")—{1} est T'—invariant ou D*>°(T") = U Or(a;)U{1}. On

1=0
vérifie que, si A est T-invariant alors I — A est aussi T-invariant. En revanche, ’adhérence

(resp. la frontiere, l'intérieur) de A ne 1’est pas toujours.
e D>®(T) est T-invariant.
1.7. Ensemble de type M

Un ensemble de type M est un sous ensemble de I qui est une réunion finie d’intervalles

de la forme [ay, §;[ avec «y, 5; € D*>°(T'). On a les propriétés suivantes :
1) L’intersection et la réunion de deux ensembles de type M est de type M.

2) Le complémentaire d’un ensemble de type M est de type M.
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3) Toute réunion (resp. intersection) d’ensembles de type M est de type M.

4) Un ensemble de type M et T-invariant contient au moins un point de discontinuité
de T. En effet, si A est de type M et T-invariant, il s’écrit comme réunion finie d’intervalles
de la forme [ag, Bi], ax,Br € D°°(T). Donc ap = T*(a;) pour un a; € D(T). Comme
D>(T) est T-invariant, T~ *(ay) = a; € D>(T).

1.8. Composante

On appelle composante de T' un ensemble de type M qui est T-invariant, non vide et
minimal pour ces propriétés.

i) Une telle composante existe en vertu de lemme de Zorn.

ii) Une composante est dite périodique si tous ses points sont périodiques et de méme
période.

iii) Une composante C de T' est dite minimale si toute orbite de C' y est dense (i.e.

pour tout z € C,Op(x) N C = C).

Il résulte de la définition que deux composantes de T' sont soit disjointes soit égales.
En effet, Si C; et Cy sont deux composantes de T telles que C1 N Cy # ) alors C1 N Co
est un ensemble de type M, T-invariant et non vide. Par minimalité de C; (resp. C3) on
aura : C1NCy =C1 = Chs.

2. Notions spectrales

Soit T' un échange d’intervalles sur I = [0,1]. On note u la mesure de Lebesgue sur [ et :

PA(Lp) = {f 1 —C: ||f]|s = </|f|2du>% < o0}

I’espace des fonctions complexes mesurables sur I et de carré u-intégrable.

2.1. Définition. L’opérateur :
(I1.3) Up:feL*(I,pn)— foT e L*(I,p)

est appelé opérateur de composition par T.

I1 bien défini et il est unitaire, c’est-a-dire il vérifie ||[Ur(f)||2 = || f]]2-
2.2. Définition.Soit A € C. Une fonction f € L?([0,1[, p) est appelée fonction propre
de T' associée a la valeur propre )\ si fol' = \f, u-presque partout.

2.3. Remarque. Par définition, les fonctions propres de l'opérateur T associées a la
valeur propre 1 sont les fonctions constantes sur les orbites de 7. Comme Up est unitaire
(1Ur(f)ll2 = ||fl|2), les valeurs propres de Ur sont de module 1 et s’écrivent A\ = exp(2ima)
avec a € [0,1].
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La valeur propre \ est dite rationnelle (resp. irrationnelle) si a est rationnel (resp.

irrationnel).
2.4. Définition. Soit T un échange d’intervalles.

e On dit que T est ergodique par rapport a la mesure de Lebesque p si les ensembles

T-invariants sont de p-mesure pleine ou nulle.

o T est dit C°-ergodique si les fonctions propres continues de T associées a la valeur

propre 1 sont les constantes.

e On dit que T est uniquement ergodique si la mesure p est la seule mesure

borélienne de probabilité T-invariante.

o T est dit faiblement mélangeant si les fonctions propres dans L*(I, p) de T sont

les constantes.

o T est topologiquement faiblement mélangeant si les fonctions propres contin-

ues de T sont les constantes.
2.5. Propriétés
i) Si T' est minimal alors T est C°-ergodique.

ii) Si T est ergodique par rapport a la mesure de Lebesgue p alors T' est minimal et

donc T est C%-ergodique.
iii) Si T est uniquement ergodique alors T' est ergodique par rapport a p.

iv) Si T est faiblement mélangeant alors T est topologiquement faiblement mélangeant.
La réciproque est fausse. En effet, soit R, la rotation d’angle irrationnel @ définie sur
I'intervalle unitaire [0,1] c’est un échange de 2 intervalles avec a ¢ Q. On sait que les
fonctions propres de Ug, sont de la forme gy (x) = Ae?™*® k € Z*, ot A est une constante
complexe. Soit h un échange de m sous-intervalles de [0, 1], posons T' = ho R,oh™1. Alors

T est un échange d’au plus 2m intervalles.

Les fonctions f, = g, o h™!, avec k € Z, sont les fonctions propres non constantes de
T dans L?(I,u). Donc, T n’est pas faiblement mélangeant. Mais, T est topologiquement
faiblement mélangeant car si f est une fonction propre continue non constante de 71" alors
f o h est une fonction propre de R, donc f s’écrit f = gi o h~! pour un k € Z* qui est

continue par morceaux et jamais continue des que m > 2.
3. Les résultats fondamentaux

3.1. Proposition Si T est un échange de m intervalles alors pour tout n € Z*, T"™ est un

échange d’au plus (n(m — 1) + 1) intervalles.

Preuve. Elle se fait par récurrence sur n. &

21



3.2. Théoreme (Kronecker). Soit T, un échange de 2 intervalles de [0,1[. Alors :

- st € Q, toutes les orbites de T, sont périodiques de méme période.

- si o ¢ Q, toutes les orbites de T, sont denses dans I.
Preuve. 11 suffit de la faire pour la rotation R, de S' d’angle a associée & T,.

e Sia= § € Q, on a Rlz = €M% = 2™y = 2 pour tout 2z € S'. Donc 2 est un
point périodique. Montrons que ¢ est la période de z :

Si ¢ € N*,(¢' < q) est tel que Rg:z = 2, on aura €2z = 2z Donc il existe n € Z
tel que pg’ = gn. Puisque p et ¢ sont premiers entre eux alors ¢ divise ¢’. Ce qui est

impossible.

e Sia¢ Qsoit z € St et soit I C S! un intervalle de longueur € > 0. Montrons qu’il
existe n € Z telque R}z € 1.

Il existe ny,n9 € Z, n1 # ng tels que |R2'1 — R?1| < e. D’ou: |1 — R™™™1| < e.

Soit p = |ng — ny|. On a, pour z = 2™ :

|z — RP 2| = |Ry1 — RP.R,1| = |Ry1 — RyRP1| = |1 — RP1| <e.

Soit N < un entier et considérons la subdivision (RPFz)o<p<n de S

Chaque intervalle de la subdivision est de longueur inférieure a € car ’ngz — Rgf“/z <
N|1—RP1] < e. On déduit alors qu’il existe s € {0,1,..., N} tel que RP*z € I. Donc
ORr, 2 est dense dans S!. &
3.3. Théoréeme de structure (de Keane-Arnoux [Arx2]). L’énoncé de ce théoreme est le
suivant : Soit T' un échange de m intervalles de I. Alors T' a au plus (m—1) composantes

périodiques ou minimales.

Sa démonstration sera découpée et se fera en quelques étapes. Notons P la réunion

des orbites périodiques de T'.
3.3.1. Proposition. Si P est non vide alors P = Py, U Py, U---U Py, ou Py, est

une composante périodique et 1 < k <m — 1.
Preuve. Pour démontrer cette proposition, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme. i) Soit ¢ un point périodique de période Ny. Alors l'intervalle de continuité de
TNo contenant xo est formé de points périodiques de période Ny.
i) Pour Ny fizé, l’ensemble Py, des points périodiques de période Ny est un ensemble

de type M, T-invariant et contenant au moins un point de discontinuité de T .

Preuve du lemme. i) Soit I, = [a, 3] I'intervalle de continuité de T™° contenant zq olt
a, 3 € D(TNo).

Si TNo(zg) = zg alors TNo(x) = z pour tout z € I,.
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ii) Py, est du type M : D’apres i) Py, est une réunion d’intervalles de continuité
de TNo qui sont de la forme [a, by[ ou ax, by € D(T™N0). D’apres la proposition 3.1, ces
intervalles sont en nombre fini ( < No(m — 1) +1).

— Py, est T- invariant : Si o € Py, alors T™No(zg) = xo. Dot : TN(T(x)) =
TN+ (20) = T(TNo(20)) = T(0). D’ott T(z0) € Pp,.

— Py, contient au moins un point de D(7T'): résulte de la propriété 4 du paragraphe
2.4.

Revenons maintenant a la preuve de la proposition, On suppose que P est non vide.
Soit donc x € P de période N;.

D’apres le ii) du lemme précédent, ’ensemble @, des points périodiques de période
N; est non vide de type M et T-invariant. Donc d’apres le lemme de Zorn, (Qn, contient
un élément minimal pour inclusion , noté , Py, dans la famille des ensembles de type M,
T-invariants et non vides. Py, est donc une composante périodique contenant un point de
discontinuité a,, (d’aprés la propriété 4 du paragraphe 1.7 ).

Si P = Py, la proposition est démontrée.

Si P # Py, soit y € P — Py, de période No. Comme précédement, il existe une
composante périodique Py, de période Ny et contenant y. On a aussi Py, contient un
point de discontinuité noté a,, ( a,, # ap,) et y. Comme y € Py, et y ¢ Py, , alors Py,
et Py, sont disjointes et on a Py, C P — Py;.

Puisque chaque composante contient au moins un point de discontinuité de 7T alors
au bout de (m — 1) étapes, on arrive & un nombre fini de composantes périodiques
Pn,,Pn,,...,PN,,etona: P=Py, UPN,U..UPy,,k=1,2,....m—1.

On désigne par N la réunion des orbites non périodiques de T'.

3.3.2. Proposition. Soit T' un échange de m intervalles de I. Si N est non vide alors
N =M U---UM;g ou M; est une composante minimale de T et s < m — 1.

Preuve. On suppose que N est non vide. Puisque P est de type M et T-invariant alors
N = I — P est de type M et T-invariant. D’apres le lemme de Zorn, N contient une

composante: M.

Montrons que M; est une composante minimale, ce qui revient a montrer que :

pour tout y € M; ona O(y) N M; = M.

On suppose le contraire : il existe y € My et un intervalle Iy = Jag, Bo[ C M7 et
disjoint de O(y). On distingue deux cas :

1T cas. Iy contient au moins un point o de D*°(T'). D’apres le théoréme de récurrence

de Poincaré on sait que presque tout point (au sens de la mesure de Lebesgue) est récurrent.
Dong, il existe n € N* : § =T"(«) € Ip. On a f # a et a, f € D=(T).
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Posons J = [a,3[. On a J C Iy. D’apres le paragraphe 1.6, | |, ., T"(J) est un
ensemble de type M et T-invariant. Puisque J C M et M est T-invariant | |, ., T"(J) C
M. Par minimalité de M, U " (J) = M.

nez

Comme y € My alors y €| ], ., T"(J), donc il existe ng tel que y € T"°(J). D’on,
T (y) € J C Iy, ceci est absurde car O(y) N Iy = 0.

28 cag T) ne contient pas de point de D>(T).

Posons Iy = |ag Bo| - Puisque D> (T') est un compact de R donc il existe a, 8 € D>(T)

tels que :

d(cg, D=(T)) = d(cvg, «)

et :

d(Bo, D>(T')) = d(fo, )
ou d(z,A) = inf,c 4 d(x,a)et A une partie de 1.

Posons J =]a, 8. On a Iy C J et JND>(T) = (. Donc J s’itére contintiment
et tous ses itérés (T"J),cz sont disjoints deux a deux. En effet, s’il existe n,m € Z,
n # m tels que T"(J) NT™(J) # 0 alors pour N = |n — m| TN (J)NJ # 0. Puisque
Leb(TN.J) = Leb(J), alors soit TV (a) € J soit TV (3) € J. On suppose que TNa € J.

Puisque D>°(T') est T-invariant (d’apres la définition 1.6), TVa € D>(T) ceci implique
que TNa € J DDT(T), ce qui est absurde. On a de méme si TV 3 € J. On en déduit alors
que Leb(| |,c, 7™ (J)) = >,z Leb(T"(J)) < 1. En particulier, Leb(7"(J)) — 0. Comme
Leb(T™(J)) = Leb(J) on aura Leb(J) = 0, ce qui est absurde.

Si N = M, on a la proposition. Sinon, il existe une composante My C N — M;.
Puisque chaque composante contient au moins un point de discontinuité alors au bout d’au
plus (m — 1) étapes, on aura N = M; U ---U M, ou M; est une composante minimale et
s<m-—1. &
3.3.3. Preuve du théoreme de structure de Keane Arnoux

Puisque I = P U Net que chaque composante contient au moins un point de discon-

tinuité, le théoreme résulte alors des propositions 3.2.1 et 3.2.2. ci-dessus.

3.4. Critére de périodicité

3.4.1. Définition. T est dit périodique si toutes ses composantes sont périodiques.
3.4.2. Théoreme (critere de périodicité). Soit T = (A, 7) un échange de m intervalles
associé a (\,m) € A™ L x &% . Si X € Q™ alors T est périodique.

Preuve. Soit A = (A1, -+, A\p) € A™ L avec \; = 2’—2_' , pi € N,g; € N*.

3.4.2.1. Proposition. Pour tout n € N*, on a T"(x) =z + Y .- N*(z)d; ot :
N'(z) = #({z,T(x), ..., T" z)} N ;).

(2
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Preuve. La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, on a N} (z) = 1 si z € I; et

donc :
m

x—i—ZNil(x)éi =z+0;,=Tx

i=1

six e 1.

m
On suppose que 17" (z) = = + Z N['(x)d; pour n > 1 et montrons que :
i=1

TnJrl =+ ZNn—l—l

e Ona T (z) =T(T"(x)) =T"(x) + 0, o T™(z) =z + Y i~ N"(x)d; € I.
e On a N''(z) = #({z,T(x),., T" Y(z)} N ;).
e Pour i # k, on a NJ*(z) = N"“(x) car T"x ¢ I,.

)+

e Pour i =k, on a N (z) = NJ'(x
Donc :
T () = x4+ ) NP ()6 + 0k
i=1
=z+ | > N'@)d | + N (2)6k + Ok
i=1,i#£k

Revenons maintenent a la preuve du théoreme. Comme :

5; = Z )\S—Z)\S

w(s)<m (i) 5<1
j=1
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ou L;j(m) e {—1,0,1}, alors :

ot M, ; = >, N*(x)L;;j(m). Par suite T"(x) = x + ry, ol :

Comme —z < r, < 1— x, alors la suite (M,,),cn- est bornée, elle a alors un nombre fini
de valeurs. Donc Op(z) est finie. &
3.5. Critere de minimalité

Dans cette section, on donnera des criteres assurant la minimalité d’un échange

d’intervalles.

3.5.1. Définition. On se donne un échange d’intervalles comme ceuxr qu’on a considérés

précedement.
1) On dit que T satisfait la condition (IDOC) si :
a) O(a;) ={T™(a;) : n € Z} est infini pour tout 1 <i < m.
b) O(a;) N O(a;) =0 pour tous 1 <i,j7<m—1, i#j.
2) On dit que T vérifie la condition de minimalité si :
i) Pour tout x € [0,1], Op(z) est infinie (Op(x) est non périodique).
i) Si F est un ensemble de type M, T-invariant et non vide alors F' = [0, 1].

3) On dit que T est de rang 2 si les longueurs associées \; appartiennent & un méme
Q-espace vectoriel de rang 2. On peut montrer [Bos] que l’on peut toujours se ramener au

cas ou les \; appartiennent a un Q-espace vectoriel engendré par 1 et un irrationnel .

3.5.2. Théoréme (Keane [Keal]). Si T = T( r) satisfait la condition idoc ot 7 est une
permutation irréductible, alors T est minimal.

Preuve. Elle est basée sur les deux lemmes suivants :

Soit F' un ensemble de type M, T-invariant et non vide.
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3.5.2.1. Lemme.Si z € Fr(F) etx # 1 alors Tx € Fr(F) oux € D(T)U{0}.

En effet, si z ¢ D(T)U{0} alors z est un point de continuité de T et donc Tz € T(F) = F.

Si Tx € int(F) il existe 8 > 0 tel que T'(Jz—p,x+[) C int(F). D’ou|x — B,x + B] C
F car TF = F, ce qui est une contradiction car x € Fr(F)\ {1} et z # 0 implique
]z — B,2z[NF = (. Par suite Tz € F \ int(F) = Fr(F).

3.5.2 .2. Lemme. Siz € Fr(F) et x # 1 alors T"*(x) € Fr(F) ou T~ Y(z) € D(T).

En effet, d’apres le lemme 3.5.2.1, si T~ 'z ¢ Fr(F) alors x € D(T~Y) U {0} or D(T™1) =
T(D(T)) et 0 € T(D(T)). Donc x € T(D(T)) et par suite, T~1(x) € D(T).

Revenons maintenant a la preuve du théoreme : Soit T' vérifiant 'IDOC. Montrons que

T satisfait la condition de minimalité:

i) T' n’a pas de composantes périodiques puisqu’une composante périodique contient

un point de discontinuité a;. Alors 'orbite Or(a;) est périodique, ce qui contredit 'TDOC.

ii) T n’a pas d’ensemble de type M, T-invariant , non vide et distinct de I:

Soit F' un ensemble de type M , T-invariant et non vide de I.

Puisque Fr(F) est fini et que Or(z) = Or(a;) (pour un a; € D(T)), est infinie, il
existe n € N* tel que T"x ¢ Fr(F). D’apres le lemme 3.2.1, il exiserait s € N tel que
Tz € D(T) U {0}.

D’apres le lemme 3.5..2.2 et comme précédement, il existe t € N* tel que Ttz € D(T).

Soit y = T~ 'z € D(T). On a T5"'y = T%z € D(T) U {0} . Puisque les orbites des
points de D(T') sont distinctes alors nécessairement Tty = 0. Dot T(T*T*"1y) =0 et
comme T'(0) # 0 donc T*+t=1y € D(T). Par suite s+t = 1. Dot s =0 et t = 1. Donc
Ty=x€ D(T)uU{0} . D’ou x = 0. Par suite, Fr(F)={0,1} et donc F =[0,1] . &

3.5.3. Théoreme (Keane [Keal]). L’échange d’intervalles T est minimal si, et seulement

si, T satisfait la condition de minimalité.

Preuve. Si 'une des conditions i) ou ii) n’est pas satisfaite alors soit 7' a des points
périodiques, ce qui contredit la minimalité de T', soit il existe un ensemble F' de type M,
T-invariant et distinct de [0,1[. Dans ce cas , on a F' # [0,1[. Pour z € F, Op(z) C F et
F #[0,1] car il existe z € [0,1][— F et € > 0 tel que |z — &, + [N F = ). Donc pour tout

x € F, Op(x) sera contenue dans F' et ne sera plus dense dans [0, 1].

Réciproquement, On suppose 7' non minimal. Soit donc = € [0, 1] tel que Op(x) #

[0, 1]. Soit I = [a, b[ une composante connexe de [0, 1] — Or(x). On a besoin du lemme qui

suit.

Lemme. [ contient au moins 2 points aet 5 de D>(T).
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Preuve du lemme. Supposons le contraire, c¢’est-a-dire I contient un seul point de D> (T))
ou ne contient aucun point de D*°(T). On peut supposer que I ne contient pas de point

de D*>(T), quitte a diminuer I. Soient c et d € D>(T) tels que d(a, D>*(T)) = d(a,c)

et d(b,D>(T)) = d(b,d)). On a I Cle,d[ et |e,d[ND>(T) = 0 donc ]c,d[ s’itere con-
tiniment. On vérifie que les itérés de ]e,d| sont deux a deux disjoints. Mais alors
Leb(U, ez T"(Je, d]) = >, ez Leb(T"(]c, d[)) = 400, ce qui est absurde.

Terminons maintenant la preuve du théoréme. Posons J = [a, 3]. Puisque « et 3 sont

deux points de D>(T"), My = U T"(J) est un ensemble de type M et invariant par 7'

nez
On a alors :

OT(.CI?) NnJ C OT(l’) NI=40.

Donc, pour tout n € Z, x ¢ My. Par suite My # [0, 1], ce qui contredit la condition de
minimalité. &
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CHAPITRE 11l

ECHANGES D’INTERVALLES NON
TOPOLOGIQUEMENT FAIBLEMENT MELANGEANTS

Dans cet chapitre on prouve un critére d'existence de fonctions propres contin-
ues non constantes pour les échanges d'intervalles, c'est a dire de non mélange
faible topologique. On construit pour tout entier m > 3 des échanges de m
intervalles de rang 2 uniquement ergodiques et non topologiquement faiblement
mélangeants. Nous répondons aussi a une question de Ferenczi et Zamboni dans
[FZ]. On construit aussi pour tout entier pair m > 4 des échanges de m intervalles
possédant des valeurs propres irrationnelles (avec fonctions propres associées con-
tinues donc non topologiquement faiblement mélangeants) et possédant aussi
des valeurs propres rationnelles (avec fonctions propres associées continues par

morceaux) et qui sont soit uniquement ergodiques, soit non minimaux.

1. Historique

Les échanges d’intervalles ont été introduits, suivant une idée d’Arnold [Arn], par Os-
oledec [Oso] qui a évoqué le spectre des échanges d’intervalles . Katok et Stepin [KS]
ont utilisé les échanges de 3 intervalles pour construire des familles de transformations
avec spectre continu simple. Ensuite, Keane [Keal] a donné un critére de minimalité
pour les échanges d’intervalles : la condition idoc (voir la définition 3.1). Keynes et New-
ton [KN] ont donné un contre -exemple & la conjecture de Keane. Ensuite Keane [Kea2]
a construit des échanges d’intervalles minimaux et non uniquement ergodiques. Veech
[Veel| et Masur [Mas| ont prouvé que presque tout échange d’intervalles est uniquement
ergodique. Veech [Vee2] a posé de nombreuses questions sur les propriétés spectrales
réalisables par les échanges d’intervalles. Récemment, Avila et Forni [AF] ont montré que
presque tout échange d’intervalles est faiblement mélangeant, précédement, Nogueira et
Rudolph [Nog] avaient montré que presque tout échange d’intervalles est topologiquement
faiblement mélangeant. Ici, a 'opposé du cas générique, nous construisons des familles
d’échanges d’intervalles avec spectre non trivial. Nénamoins nous rappelons que tous les

exemples que nous présentons ici sont semi-conjugués a des rotations.

2. Questions et résultats

Arnoux a exhibé dans [Arx1] un exemple non trivial d’échange de 7 intervalles qui possede

une fonction propre continue non constante. De plus, Nogueira et Rudolph ont prouvé que
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les échanges de 3 intervalles sont topologiquement faiblement mélangeants (voir | Nog]).
Dans le paragraphe questions de [FZ|, Ferenczi et Zamboni s’interrogent sur 'existence
d’échange d’intervalles possédant des fonctions propres continues. Plus précisement, ils

souhaitent de tels exemples dans le cas particulier d’échanges de 4 intervalles vérifiant la

condition (IDOC) de Keane et dont la permuation associée est m = (411 § g le) . Ici,

nous répondons par 'affirmative a cette question.
2.1. Proposition (Existence des fonctions propres continues)

Soit T = T( ) un i.e.t de m sous-intervalles de I = [0, 1], de vecteur de translation

associé § = (91,02, ..., Om).

A) S’il existe des réels v et s, et des entiers p; tels que §; = r + pjs, pour tout
j €{1l,..,m} alors T admet f(z) = exp(2Zz) comme fonction propre associée a la
valeur propre exp(2ir?).

B) SiT est uniquement ergodique et admet une fonction propre dérivable g non conc-
tante dont la dérivée est dans L*(I,p) alors g(x) = Cexp (2imkx)(*), pour une constante
C € C et un entier k € R, et T est de rang 2.

Preuve.

29T
s

A) Soient Iy, ..., I, les intervalles échangés par T et f(x) = exp(
foT.

Omn a : Pour tout = € I},

a:) . On calcule

foT(z)=exp (?ﬂ@)
~ exp (2%(33 + 53))
o (2w )
— exp (2%@) exp (2m§) exp (2imp;)
— exp (2m£) f(z)

B) Par hypotheése, on a g o T = \g, car T preserve la mesure de Lebesgue, alors
| A |=1. On écrit A = exp(2i73) ou f € R. Comme g n’est pas constante, il existe x € I
tel que g(z) # 0. Par conséquent g(T™(x)) = \"g(x) # 0. Ainsi |g(T™(x))| = |g(z)| > 0.

Comme T est minimal, 'orbite de x par T est dense, donc pour tout y € I, |g(y)| =
lg(x)| > 0 par la continuité de g.En dérivant (*), on obtient ¢’ o T' = Ag’ ; puis en divisant

’ ! /
avec (*), on a £ oT = <. Ainsi, £ est une fonction constante le long des orbites de T
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et puisque T est uniquement ergodique, elle est constante. On a alors % = 2inK ou k
est une constante réelle. En intégrant on obtient g(z) = Cexp(2imkx) pour tout = € I ou
C' est une constante complexe non nulle. Ainsi, exp(2inkT (x)) = Aexp(2irkz) pour tout
rel

Par conséquent, pour tout « € I;: exp(2irk(z+0;)) = exp(2im(kz+3)). on en déduit
que Ké; = K; + 3, ou K; € Z et par suite K € R . Les J; sont dans le Q-espace vectoriel

engendré par % et %, donc T est de rang 2.

On peut remarquer que les J; sont de la forme décrite en partie A avec r = et
_ 1
s = " <>

D’autre part, nous construisons de nombreux exemples d’échanges d’intervalles possédant

A

des fonctions propres continues, en montrant les résultats suivants:

2.2. Proposition. Il existe un échange de 4 intervalles vérifiant la condition (IDOC)
de Keane, uniquement ergodique, de permutation associée m = (111 g g le) et non
faiblement topologiquement mélangeant.

Preuve

Soient m = 4 et 0 < a < 1 un irrationnel. Soit 7' I’échange de 4 intervalles de
1 2 3 4

4 _ s . B
I* = ]0,4] associé a la permutation 7 = (4 5 2 1

) et au vecteur longueur A =
(0,1 —,2+a,1 — ).
- Les discontinuités de T sont : «, 1,3 + a.

- Le vecteur de translation de 7" est (4 —a,3 — a,—a,—3 — «).
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L’échange d’intervalle T' vérifie la condition (IDOC), en effet :
- Les orbites des points de discontinuité de 1" sont infinies : Sinon il existe a € D(T)
et n € N* tels que 7" (a) = a. On a pour tout n € N* :

(ITL.1) T"(a) = a+ i N[ (a)d;,
i=1
ou :
—I; désigne le i-ietme sous-intervalle de I = [0, 1], pour 1 <i <4
~ N"(a) = #({a,T(a), T*(a),....,T" 1 (a)} N I;) (ot #(A) désigne le cardinal de A).
— 9 = (61, 02,03,94) le vecteur de translation de T'. .
Alors :

a+ Y N/'(a)d; = a+ Ny'(a)y + N3 (a)dy + N3 (a)ds + Ni'(a)ds
=a+ N{'(a)(4 —a)+ N3 (a)(3 —a) — Ni'(a)a — N (a)(3 + «)
=a—an+4N7'(a) + 3N3 (a) — 3N (a).

n = Ni'(a) + Ny'(a) + N3'(a) + Ni'(a))

Si T"(a) = a, on aura :

_ AN7 (a) + 3N (a) — 3N (a)

«

ou encore « est rationnel ce qui est impossible.

— Les orbites des points de D(T") sont distinctes:
Si deux discontinuités a; et a; de T" sont sur une méme orbite, alors il existe un entier

n > 0 (quitte & échanger a; et a;) tel que : T"(a;) = a;.Par le calcul précédent on a:

T"(a;) = a; — an + 4N{"(a;) + 3N3' (a;) — 3N (a;) = a;.

Chaque fois, en remplacant a; et a; par deux éléments de D(T) on aura o« € Qoun =1

ce qui est impossible. %

Donc T vérifie la condition (IDOC) et par le théoréme de Keane T' est minimal. Aussi,
T vérifie les conditions de la proposition 2.1 partie A avec r = —a et s = 1. Par suite
f(z) = exp(2imx) est une fonction propre continue associée a la valeur propre exp(—2im«).
Ainsi T n’est pas topologiquement faiblement mélangeant, ce qui répond a la question

posée dans [FZ]. De plus, d’apres le théoréme suivant, T' est uniquement ergodique.
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Théoreme (Boshernitzan [Bos|). Tout échange d’intervalles minimal et de rang 2

est uniquement ergodique.

Dans ce méme article, Boshernitzan pose aussi la question de la stabilité des propriétés

spectrales pour les échanges d’intervalles de rang 2.

2.3. Théoreme Pour tout entier m > 3, pour tout B € [0, 1] irrationnel, il existe des
échanges T de m intervalles uniquement ergodiques, vérifiant la condition (IDOC)
de Keane et non topologiquement faiblement mélangeant, avec fonctions propres continues

non constantes associées a la valeur propre exp(2im[3).

2.4. Théoréme

Pour tout entier pair m > 4, pour tout o € [0,1] irrationnel, il existe des échanges
T, de m intervalles non topologiquement faiblement mélangeants, avec fonctions propres
continues non constantes associées a la valeur propre exp(—2ima) et possédant aussi
emp(4i7r%) comme valeur propre rationnelle. De plus, ces exemples peuvent étre choisis

soit uniquement ergodiques, soit mon minimaud.

Remarques. Ce dernier résultat constitue un phénomene spectral nouveau par rapport
aux rotations. D’autre part, tous les exemples construits pour ces deux théoremes sont de
rang 2.

3. Preuve du résultat principal

3.1. Preuve du théoreme 2.3 : Construction des Tj3 : échanges de m intervalles unique-
ment ergodiques vérifiant la conditon (IDOC) de Keane et non topologiquement faiblement

mélangeants.

Soient m > 3 et a €]0, -~ [ un irrationnel. Soit T I'échange d’intervalles de [0,1]

associé a la permutation :

1 2 .. . .. m=2 m—1 m
(IL2) 7T_(m—l m-2 . . . . 2 m 1)

et au vecteur longueur :

(IIL.3) A= ( ! ! ! ! a,a) :

m—1"m—-1"m-1"m-1

On détermine facilement que :

e Les discontinuités de 71" sont :

1 2 m — 2

1—a.
m—1"m—-1"m-=1’ @
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e Les images des discontinuités de 1" sont :

m—4+ m—5+ 1 " m — 2
m—1 o T T T Y T

+ «, 0.
e Le vecteur de translation de T" est donné par :

;=12 L ypour 1 <i<m—2

m—1
6m—1 =«
Om = — 1.
Pour tout [ € N, on a :
(IIL.4) T'(x) =z + > Ni(z,1)6;
i=1

ot Ny(z,1) =4{0 <k <1—1:T*z € I;}. Par conséquent , d’apreés la forme des 4,

pi(x)

T'(z) =
() x~|—m_1

+ lo

avec py(z) € Z.

L’échange T vérifie la condition (IDOC), en effet:

— Les orbites des points de discontinuité de T sont infinies :

S’il existe a € D(T') et n € N* tels que T"(a) = a, alors I;:—(fl) + na = 0, ceci est
absurde par irrationnalité de «a.

— Les orbites des points de D(T') sont distinctes:

Si deux discontinuités a; et a; de T sont sur une méme orbite, alors il existe un entier

[ > 0 (quitte a échanger a; et qj) tel que : T'(a;) = a;. Alors on aura T'(—‘5) = ﬁ
ouT!(l-a)=—L5 ou T 5)=1—a,pour 1 <i#j<m-—2.

Si Tl(#) = # alors plfnﬁ) +la = Tfl __il ce qui est impossible par irrationnalité
de o SiT!(=)=1-0a, 1<i#j<m-2 alors 2= L (14 o =1- L

également impossible par irrationnalité de a.

Lecas T'(1 —a) = —I— implique que % + (I = 1)a = L5 — 1, n’est possible
que si [ =1 auquel cas, on a T(1 —a)= —25 =0 ce qui est impossible ( 0 n’est pas

une discontinuité de T').

Puisque la permutation 7 est irréductible et que T vérifie la condition (IDOC) alors

d’apres le théoreme de Keane, T est minimal. Comme les \; sont dans le Q-espace
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vectoriel engendré par 1 et « alors T est de rang 2 et donc d’apres le théoreme de

Boshernitzan, T est uniquement ergodique.

p; € Z. Donc

D’autre part, les §; s’écrivent 6; =r + p;s avec r=a et s= ﬁ,

d’apres la proposition 2.1 partie A, T admet f(z) = exp(2im(m — 1)x) comme fonction
propre associée a la valeur propre exp(2im(m — 1)a). On obtient le théoreme 2.3. en
posant f=(m—1l)aet Tg=T. O

Exemples

e m =4. Dans ce cas, T est un échange de 4 intervalles sur [0,1] de permutation
(1 2 3 4
TT\3 2 41
111
A==, —a,«
3°'3°3

On vérifie que f(z) = exp(6imx) est une fonction propre continue associée a la valeur

associée :

et de vecteur longueur :

ol o €]0, 5[ est un irrationnel.

propre exp(6ima).

e m = 5. Dans ce cas, T est un échange de 5 intervalles sur [0, 1[ associé a la permutation
(1 2 3 4 5
"=\4 3251

(1111
BAVAVAVEV

ou « €]0, }l[ est un irrationnel. Le vecteur de translation est :

1 1
0= <a+§,a,a—§,a,o¢—1)‘

On vérifie alors que f(z) = exp(8imz) est une fonction propre de T' associée a la

et au vecteur longueur :

valeur propre exp(8ira).

3.2. Preuve du théoreme 2.4. Construction des T, : échanges de m intervalles, avec
valeurs propres irrationnelles et rationnelles non triviales, uniquement ergodiques ou non

minimaux.

Soient m = 2n un entier pair, ¢ une permutation de {1,...,n} et a € [0,1] un irra-

tionnel. Soit 7" I’échange de m intervalles de [0, n[ défini par :
T([i —1,i]) =[o(i) — 1,0(i)[ pour i =1,..,n
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et, sur [i — 1,4[, on pose :

T(z) = r+l—a+o(i)—i sizeli—1,i—1+q]
Clrz—a+o(i)—i sizei—14a,if

Le vecteur longueur associé a T est :
A= (o, 1 —a,a,1 —a,....,a, 1 — ).

Donc, T est de rang 2.

Les discontinuités de 71" sont :
a,l,1+a,2,...,(n—1)+ a.
Le vecteur translation & est :

(I11.5)

5. — l—a+o0(i)—1i sij=2i—1estimpair
T\ —a+o(i)—i  sij=2iest pair

ouj=1,...2net i=1,...n.

La preuve du théoreme 2.4 est conséquence des lemmes 3.3 et 3.4 ci-dessous :

3.3. Lemme. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i) T est uniquement ergodique ,
ii) T est minimal,
iii) o est un n-cycle.

Preuve. L’'implication i) = i) est claire (voir les propriétés des notions spectrales).
Quant a i) = 1) elle résulte du fait que T est de rang 2 et du théoréme de Boshernitzan.

1) = 4ii) : Si o n’est pas un n- cycle, o contient un cycle de longueur p < n, donc
il existe p < n tel que TP([0,1]) = [0,1[. Comme :

7((0,1)) = [e(1) = 1,0(1)][;
72([0,1) = [0*(1) = 1,0*(1)]

p—1
TP=1([0,1]) = [oP71(1) — 1,077 1(1)], alors U T%(]0,1]) est un ensemble invariant de
k=0
mesure p donc distinct de [0,n[. L’échange T' n’est donc pas minimal.
n—1
i41) = ii) : si o est un n-cycle, alors U T%([0,1[]) = [0, n[. L’application de premier
k=0
retour de T sur [0, 1] est la rotation irrationnelle d’angle n(1—«). Par suite, T" est minimal.
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3.4. Lemme. Soit T I’ i.e.t de m sous-intervalles construit au début de la preuve du
théoréme 2.4 sur I =0, 1].
a) f(z) = exp(2imx) est une fonction propre de Ur de valeur propre exp(—2ima).

b) exp(2imL) est valeur propre rationnelle de Ur.

Preuve.
a) On vérifie directement avec la proposition 2.1 A que f(z) = exp(2imx) est une

fonction propre associée a la valeur propre exp(—2ima).

b) Dans la construction précédente (début de la preuve du théoreme 2.4)on divise
toutes les données par n pour se ramener a U'intervalle [0, 1[. On voit que ¢ vérifie 0™ (i) =i
donc on a T™(I;) = I; ou I; = [=

1 i
n ’'n

[ et donc la fonction :

n—1 k
(ITL.5) é(z) = exp <2m > gﬂmm)

k=0

29T

est une fonction propre associée a la valeur propre rationnelle exp(=*), ot1 I; représente la

fonction indicatrice de 'ensemble J. En effet, soit x € I;, pour i € {1,...,n} par définition
de T et puisque o est un cycle, il existe k; tel que I; = T%(I;), ainsi x € T* (I;) et
T(z) € Tk*1(I;), on a alors :

o(c) = exp (m ks Hmul)(m))

n

et :
ki +1
o(T(x)) = exp (227? I[Tki+1(11)T($))
( . ki + 1)
=exp | 2im
n
(2o (273
=exp | 2imr— | exp | 2tm—
n n
1
= exp (2@7?—) o(x)
n
Exemples

e Exemple 1 : Soit m = 2n un entier pair et « un irrationnel. Soit ¢ la permutation

(12 . . . . n-1n
=\2 3 . . . . n 1)
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On considere I’échange de m intervalles T' de [0,n[ construit comme au début du
paragraphe 3.2. Puisque o est un n-cycle, alors d’apres le lemme 3.3, 1’échange T est
uniquement ergodique. La fonction f(x) = exp(2imz) est une fonction propre de T" associée
a la valeur propre exp(—2ima), d’apres le lemme 3.4 a.

e Exemple 2 : Soit m = 2n (n > 1) et T Iéchange de m intervalles de I = [0,n|
correspondant a la permutation :

(1 2 .. . . n—1n
°“\n n-1 . . .. 2 1)
- La permutation associée a T' est :
(1 2 .. .. .. m—=1 m
\m om-1 .. .. 2 1)

- Le vecteur longueur associé est :
A= (o, 1 —a,a,1 —a,.....a,1 — ).
- Les discontinuités de T sont :
a,l,1+a,2---,(n—1)+a.
- Le vecteur de translation de T" est donné par :
di=n—i+1)—a, 1 <i<m.
- Les images des discontinuités de 1" sont :

0,1 —a,1,2—a,2,---,n — .

Pour n > 3, T n’est pas minimal car T'([0,1] U [n — 1,n]) = [0,1] U [n — 1,n], aussi
car o n'est pas un n-cycle. D’autre part, puisque §; = —a+ (n —i+ 1), 1 < i < m,
donc T vérifie les conditions de la proposition 2.1.A) avec r = —« et s = 1. Par suite,

f(z) = exp(2imx) est une fonction propre associée a la valeur propre exp(—2ima).

Remarque. Dans cette famille (T,,) d’échanges d’intervalles de rang 2 un parametre
a, on voit que le non mélange faible topologique et 'existence d’une valeur propre ra-

tionnelle non triviale exp(?iw%) sont des propriétés stables, comme conjecturé dans [FZ].

e Cas particulier n = 2 : Echanges de 4 intervalles.
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Dans ce cas, la permutation o = (21) est un 2-cycle, donc par le lemme 4.3 T est
1

uniquement ergodique. Par contre, T ne vérifie pas la condition (IDOC) car T'(«)

= 3.

En divisant les longueurs par 2 afin de se placer sur I = [0, 1] et en changeant § par a, on

obtient :

(1234

S \4 3 21

et : ) .
A=la,-—a,a,-—a.

2 2

D’ou :

r+1—asizellqf
Jrz+i-asizea
T(z) = r—asizeli, i+l

r—a—3siz€[t+al]

On vérifie directement que f(z) = exp(4imz) est une fonction propre de Ur de

valeur propre exp(—4ima) et que exp(im) est valeur propre puisque 7%([0
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CHAPITRE IV

ETUDE DYNAMIQUE DES ELEMENTS
DES GROUPES DE STEIN-THOMPSON

Les groupes de bijections affines par morceaux du cercle de type fini sont connus
pour avoir fourni d'intéressants exemples de groupes dénombrables. En 1965,
R. Thompson exhiba les groupes 1" et V' de bijections dyadiques de |'intervalle
comme premiers exemples de groupes infinis simples et de type fini. Depuis ,
de nombreux travaux sur les groupes de Thompson ont été effectués. Un article
introductif et de survol sur les groupes de Thompson est [CFP]. Dans [GS],
Ghys et Sergiescu ont étudié la dynamique des actions différentiables de T" sur
le cercle. L'action standard contenant toutes les rotations d'angle dyadique a
toutes ses orbites denses. Cependant, Ghys et Sergiescu ont montré qu'il existe
une action lisse de T" semi-conjuguée a |'action standard et qui posséde un minimal
exceptionnel sur S'. En résulte, par le théoreme de Denjoy et I'invariance par
semi-conjugaison du nombre de rotation, que le nombre de rotation de tout
homéomorphisme dyadique du cercle est rationnel. Ensuite, différentes preuves
de ce résultat ont été données par I.Liousse [Lio], V.Kleptsyn [Kle] et D.Calegari
[Cal]. Dans ce chapitre, nous généralisons ce résultat aux groupes de Stein-
Thompson V. ,,(cf définition b). Plus précisement, nous montrons que tout
élément de V. ,,, a ses orbites propres et posséde au moins une orbite périodique
ou un cycle périodique.

1. Echanges d’intervalles affines par morceaux de 1 = [0, .

1.1. Définition. On dit que f est un échange d’intervalles affine par morceaux (ou
AIET en abrégé) de [0,r[ s’il existe une subdivision finie 0 = ap < a1 < ... < ap =7
de [0,r[ telle que pour tout i = 0,....p — 1, on a f(x) = \jx + B; pour x € [a;,a;11], ot
Ai €RY et B; € R.

La restriction de f a un intervalle de la forme [a;, a;41[ est un homéomorphisme crois-
sant dont I'image est un intervalle de la forme [by(;), br(;)+1[- On dit que f est subordonné

a la permutation .

On appelle permutation indicatrice de f la permutation 7 € &,, définie par :
f+(ai) = f-(ar@s)

40



(avec fi(a;) = lim f(x) = f(a;) et f_(a;) = lim f(x)) d.e. 7(i) =7 Y(w(i) — 1) + 1.

z—a) z—a;
— Les a; sont les points de coupure de f. Un point de coupure peut étre une disconti-
nuité de f et/ou de Df.
— Les \; sont les pentes de f.
1.2. Notions dynamiques.
e L’orbite Of(a) d'un point a est dite :
— périodique si elle est finie (cela signifie qu’il existe ng € N* tel que f"(a) = a),
— propre s’il existe un voisinage V,, de a tel que V, N Of(a) = {a},
— récurrente si, pour tout voisinage V, de a, il existe un entier n = n(V,) € N* tel que
f"(a) € V.
e Une orbite qui est a la fois propre et récurrente est périodique.
e On appelle cycle périodique un ensemble de la forme {ai,f_(ai),...,ff_l(ai)} avec
f2(ai) = a;.
e On dit que = appartient a ’ensemble limite w, de a (resp. «, de a) si et seulement si il
existe t,, — +oo(resp. t, — —o0) tel que lim,, .o f'"(a) = z (resp. lim,_,_o fi"(a) =
2. Groupes de Stein-Thompson

2.1. Définitions
a) Groupes de Bieri-Strebel

Soient r un entier strictement positif, A un sous-groupe multiplicatif de R™ et A un
Z-module de R invariant par A et contenant r.On définit V,. o 4 (resp. T} A, 4) comme étant
I'ensemble des AIET de [0,r| (resp. des homéomorphismes f de S, = [0,7]/(0 = r)) tels

que :

i) f est affine par morceaux et préserve 'orientation,

ii) les pentes de f appartiennent a A,

iii) les points de coupure de f appartiennent a A et

1v

)
)
) les images par f des points de coupure de f appartiennent a A.

b) Cas particuliers

1) Les AIET rationnels. Ce sont les éléments des groupes V;.g.q-

2) Les groupes de Stein-Thompson V;. ().

Soient (nq,....,n,) un p-uplet d’entiers strictement positifs dont les logarithmes sont

rationnellement indépendants et m = ppcm(n;).
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On note A = (nq,...,n,) le sous-groupe multiplicatif de R** engendré par les n;,

autrement dit A = {H n;',s; € L} et A= Z[n%, n—lzni] I’ensemble des rationnels de la
p
i

forme % avec N € Net s € Z.

On note V,. () (resp. T} (,,)) le groupe V;. o a(resp. T;.a,4) correspondant a ces choix de A
et A. Ces groupes sont dits de Stein-Thompson et sont de présentation finie d’apres [Ste].

En particulier, si A =<m > et A = Z[%], le groupe correspondant est noté V. ,,,. On
retrouve le groupe de Thompson classique en posant V =V .
c) Exemples.

1) Un exemple d’élément de T7 ,,.

- siz€[0,L]
1 1 1 1
fle)=Q o+ 25— size[-1— 5
mz+1—m &mE[l—#,l[

Ici les points de coupure de f sont des discontinuités de D f.

2) Un exemple d’élément de Vi ,,.

L4+(1--L) sizelo, L]

m?2

flz)=< =z size[4,1— 5]
mz—(m—L) sizell-2131]

Dans cet exemple les coupures de f sont des discontinuités de f.

3. Résultat Principal

Le résultat principal est une généralisation du théoreme ci dessous démontré par I.

Liousse :

Théoréme [Lio]. Soient m > 2, r > 1 et ¢ > 1 des entiers. Alors :

A) Tout élément de T, ,, a des points périodiques.

B) pged(m —1,q) divise r si et seulement si T, ,, contient un élément d’ordre q.
Plus précisement on montre le théoreme suivant :

3.1. Théoreme. Soient m > 2, r > 1 et ¢ > 1 des entiers. Alors :

A) Tout élément f de V., a au moins une orbite périodique ou un cycle périodique et

toutes ses orbites sont propres.

B) V. contient des éléments d’ordre quelconque.

Remarque. Plus généralement, le théoreme précedent reste vrai pour tout ATET dont les
pentes sont des puissances d’un méme entier m et dont les coupures et leurs images sont

rationnelles.
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4. Généralités sur les flots
4.1. Définitions

Dans cette partie nous donnons des notions générales et des propriétés concernant les
flots sur les surfaces fermées orientables.

Soit M une surface fermée orientable. Un flot continu F' sur M est une application
continue F' : R x M — M vérifiant les propriétés suivantes:

(i) F(t+ s,x) = F(t,F(s,z)), pour tout t,s € Ret x € M.

(ii) F(0,z) = x, pout tout = € M.

Soit « € M on définit Papplication F, : R — M par F,(t) = F(x,t). On appelle
orbite ou feuille de x L, = {F(x,t),t € R} = F,(R).

Pour toute orbite L de F' et tout x € L on appelle :

— L = {F,(t);t € Ry }(resp.L, = {F,(t);t € R_}) la demi-orbite positive (resp. la

demi-orbite négative) de x.

-Qr =Nyer L (resp. Ap =(\,er, Lz ) ensemble w-limite (resp. I"ensemble a-limite)
de L.

Un point y € Qf, (resp. € Ay) signifie qu'il existe une suite t,, tendant vers 4+o0o (resp.
vers —oo) telle que lim, o F(t,,x) = y. L'ensemble Qj (resp. Ap) est fermé, connexe,

invariant et non vide.
On dit quune orbite L de F est propre si L\ L est fermé. Une orbite non propre est:

— soit localement dense si L est d’intérieur non vide ;

— soit exceptionnelle si L n’est nulle part dense.
On dit que x est une singularité de F si F, est constant.

On appelle selle une singularité dont le portrait local est le suivant :
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Notons que si x est une selle a p branches de x, les p feuilles issues de F' sont appelées

séparatrices d’extrémité x.
Dans toute la suite on ne considere que les flots avec singularités de type selle.
Une feuille de F' qui n’est pas une séparatrice est dite réquliéere.

On appelle cycle-limite un sous ensemble H de M qui est réunion de séparatrices et

de singularités, qui est connexe , fermé et qui satisfait aux conditions suivantes:
—toute extrémité d’une séparatrice de H est dans H.

—si une selle s appartient a H alors H contient un nombre pair de séparatrices issues

de s deux a deux adjacentes.
—il existe une orbite réguliere qui possede H comme ensemble limite.

On dit qu’une feuille L réalise une liaison s’il existe x € L tel que les deux demi-

feuilles d’origine x sont singulieres.
On appelle quasi-minimal I’adhérence d’une orbite non propre.
4.2. Résultats sur les flots.

Etant donné un flot F' sur une surface fermée orientable M avec un nombre fini de

singularités et L une orbite on a les résultats suivants :
Proposition 1 ([God]). Si L contient une orbite périodique alors L est propre.

Proposition 2 ([God] et[ Scz]). Chacun des ensembles Uy, (resp. Ay )est 'un des types

sutvants :
i) Une singularité.
ii) Une orbite périodique ou un cycle limite.
iii) Un quas-iminimal.
Proposition 3 ( [Lev]). Toute demi feuille infinie contenue dans un quasi-minimal y
est dense et est non propre.

Proposition 4 ([Scz]). Si Fy est de classe C? et Mg distinct du tore T? alors tout

quasi-minimal contient une singularité.

Comme conséquence de Levitt [Lev] et Schwartz [Scz] ou de résultat d’Arnoux ([Arx2]),

on a .

Proposition 5. Si Fy est la suspension d’un AIET et Mg est distinct du tore T? alors
tout quasi-minimal contient une séparatrice libre positivement récurrente ou négativement

récurrente.
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4.3. Suspension d’un AIET.
Soit f un AIET sur [0,7[; on pose ® = ITo foll 7t ot IT : [0,7[— S, ( S, = [0,7[/(0 =

2imx
r

7)) définie par II(x) = 5-exp( ) ; II étant la projection naturelle qui est donc une
bijection continue.

On peut voir que ® est un AIET sur le cercle 5.
Théoreme-définition [Arx2|. Soit ® un AIET sur S,.

1) Il existe une surface fermée orientable Mg, un feuilletage a selles Fg de Mg et un
plongement ig : S, — Mg tels que :
—ig(Sy) est transverse a Fg el rencontre toute demi-feuille ainsi que toute liaison.
— Uapplication du premier retour induite par Fe sur ie(S,) s’identifie a ®.

2) Fg est déterminé a une conjugaison preés.

3) De plus, les selles de Fg correspondent bijectivement aux cycles de la permutation
indicatrice T (une selle a 2k branches correspond a un cycle de longueur k de ).
Le couple (Mg, Fg) s’appelle suspension de ®.

De plus, toutes les selles sont en nombre fini et ont un nombre fini de séparatrices

telles que deux séparatrices consécutives soient séparées par un secteur hyperbolique.

Définition. On dit que ® a un cycle périodique s’il existe une discontinuité a; de ® et
p € N* tels que (P_)P(a;) = a;.
Les propriétés topologiques de Fig sont liées a celles de ® par la :
Proposition 6 ([Arx2|)
i) Fgo a une demi orbite dense < ® a une demi-orbite dense.

ii) Fe a une orbite périodique ou un cycle limite < ® a une orbite périodique ou un cycle
périodique.
5. Preuve du résultat principal
A) Soit f € V,,, un AIET de [0,7]( ou plus généralement un AIET dont les pentes sont

des puissances de m et dont les coupures ainsi que leurs images sont rationnelles.On peut
conjuguer f par une homothétie de rapport R de sorte que les points de coupure de la
conjuguée de f ainsi que leurs images soient des entiers (il suffit de prendre R le ppcm
des dénominateurs des points de coupure de f). On peut donc supposer, sans perte de
généralité que f est un AIET dont les pentes sont des puissances de m et les points de
coupure et leurs images sont des entiers.

Pour tout z € [0,7[, on a f(z) = m* @z + pg{f)) , avec e(x) € Z, p(z) € Z et k(x) € N.
m xX

les trois fonctions e, p et k sont des fonctions bornées par des constantes qui ne dépendent

ni de z ni des itérées de f. On note Z[-L] I'ensemble des nombre m-adiques.
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1
m

1) Les orbites de Z[--] sont propres.
5.1. Lemme. Soit 6 € Z[=-]. Alors N, (0) — 400 ou bien lorbite de 6 est périodique ou

L
m

N, (0) est Uentier tel que f(0) = 7%\771(?0)) avec M, (0) non divisible par m.

Preuve. Si la suite N,,(6) ne tend pas vers +oo alors il existe une sous suite Ng, () bornée

par un certain B. Dans ce cas on a :

p(0)

Sn . e(0)
(IV.1) £50(0) =m0+ K=

ou encore :

me(e) emNsn (9) + p(@)

o 0) = 7 Nsn ()
or Ng, (0) est borné par B et 6 est un élément de I'intervalle [0, [ donc 'orbite f5~(8)
est contenue dans ’ensemble ﬁni:{% c0<p<rmPet0<k< B}, ce qui n’est
possible que lorsque 'orbite de 6 est périodique. &

5.2. Lemme. Soit 6 € Z[-1] d’orbite non périodique. Alors il existe un entier Py = Py(6)

tel que, pour tout entier n :
(IV2> (e(fk(9>) = _Nn(g) + Pn(e)a

ou :
P,(6) € [Py, Py N Z.

Preuve. Montrons tout d’abord que N, (6) tend vers +oo quand n tend vers +o0o. Par

I’absurde: N, (6) ne tend pas vers +oo alors 'orbite de 6 serait périodique. On a :

fn—i-l(G) = f(fn(e)) _ me(fn(G))fn(Q) + :ﬂf}i;n((eg)))
Or:
gy — Mn(0)
)=
Donc :
(IV.3) FrL0) = M (0) p(f"(9))

AR (0)—e(f(0) T pk(fm(0))”

Comme N, (0) tend vers +oo et que e et k sont bornés, alors il existe un entier ny = ng(6)
tel que pour tout n > ng, on ait N, () —e(f"(0)) > k(f™(0)), il en est résulte que :

vt (gy _ Mn0) £m OO Op(r(9)) Mo (6)
mNn(0)—e(f™(0)) mVn+1(0) "
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Puisque m divise mNn(@)—e(f"(0)=k(f" (@) majs ne divise pas :
M,,(0) + mNn @) =e(f @)=k O) 7 (),

. ys +1 M 11(0) .
par unicité de 'écriture de f™**(0) sous la forme N8y OD @ pour tout n > nyg :

Nn—l—l(g) - Nn(e) - e(fn(e))

Donc, pour tout n > ng, on a :

N (0) = Nig (0) = (e(f™(0)) + ... + e(f"7(0)))-

ou encore :

k=ng—1 k=n—1
N (8) = Nuo (6) + e(f* @) = D elf ).
k=0 k=0
Ainsi, pour n > ng :
n—1 no—1
Na(0) + ) (e(f¥(8)) = Nay (0) + Y (e(£5(6))
k=0 k=0

Par conséquent, il suffit de poser:

(1V.4) Py = max {\Nn@ - (e(f’“(ﬁ)))l}

nsmo k=0

,pour obtenir le lemme 5.2.

Revenons maintenant a la preuve du théoreme, pour 6 = % € Z[--], on considere

1
m

[0, a,,[ I'intervalle maximal ou f™ est affine c’est a dire le plus grand intervalle de la forme
[0,a,] ou a, € D(f™)( D(f™) désigne ’ensemble des points de coupure de f™) , tel que

10, a,,[ ne contient pas de point de D(f").

Pour tout z € [0,a,[ et pour 0 <i<n—1,ona:

fi(x) = DfL(0)(z —0) + f1(0).

k=i—1

s
( > (e(fk(H))> ( (6(fk(9))>
Puisque Df% = m \ k=0 , alors fi(xz) = m \ k=0 (x—0)+f(0).

D’apres le lemme 5.2, on a:



et :

i Mi(0)
D’ou : V(B
Fia) =m NP (g — ) + zir—(w))
m 7
Ou encore :
Fi@) = m N O (mP O (z — 9) + M;(0))
(IV (5) _ m—Ni(g)(mPi(e)x + M; (9) _ mPi(9)9>

— = N OFN) ( PO+N o AL (0)ymN — PO 1)

£i(a) = P O+ M(6))m N

Ou mPi0) = mPiO+N - N(9) = My(0)mN — mP O M et N!(0) = N;(6) + N.

Comme a,, € D(f"), il existe donc a € D(f) tel que a,, = f~*»(a) pour un k, € Z.
On a:

fk:n(an) _ m*Nén(")(mPén(")an + M};n (0)) = a.

Ou encore :

mNen g — M, (0) = mPin @a,, (%)

Comme a € D(f), alors il existe A, B € N tels que a = %. On a alors :
m®B (mNen (g — M, (0)) = mPin O+Bq,

Donc (x) devient: m%en(D+5 = ;qmNe, (9 4 — M, (0))mP =€ Z Comme a,, € [0,r[ et
Py, (0) € [-Po(0) + N, Po(0) + N]NZ (lemme 5.2), :

mPen OB g e [0,mPO+N+B 07,

Ce qui montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de a,,.

Soit ap = min(a,) > 0, sur 'intervalle [0, ag[, f™ est affine pour tout n > 0 On peut
montrer qu’il existe un intervalle [, ag[ tel que f~™ est affine( en échangeant f par f=1),

on conclut donc qu’il existe un intervalle minimal sur lequel f” est affine pour tout n € Z.
Montrons que Oy (0) N[0, ap[ est fini :
Si f*(0) €], ao[, alors, d’apres (IV.5), on a :
0= 1M 0) = m N O PO fH0) + M (6)),
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et donc :

mN’_k(Q) o /
(IV.6) 740) = § M, (0)

N0

ou —P,(0)+ N < P, () < P,(0) + N et mN“x@)g — M’ . (0) est de la forme Zk avec

7. € 7 et m” est le dénominateur de 6.

Par conséquent 'entier :
mN(mN/—k(g)H — M’ ,.(9)) = mNmP/—k(g)fk(G) € [0, mNmP/—k(e)r[C [O,mNmP°(9)+Nr[.

Et par suite, mNmPik(e)fk(G) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs et O¢(6) N

[0, ag[= F est un ensemble fini.

Soit by = minF alors Of(0) N[0, bo[= 0.

On montre de méme qu’il existe un ¢y < 6 tel que Of(0) N [co, bo[= 0 et par suite
I'orbite de 6 est propre.

2) Toutes les orbites de [0, r[ sont propres :

On suppose que ® possede une orbite non propre alors Fg = sus(®P)(défini au para-
graphe 4.3) possede aussi une feuille non propre L, par définition L est un quasi-minimal.
D’apres proposition 4, L contient une singularité s qui est selle donc il existe une séparatrice
libre qui ne réalise pas une liaison entre selles v C L, d’apres (1) de la preuve « est pro-

pre.D’aprés proposition 3, ¥ = L et v est non propre , contradiction.
3) Fp a au moins une orbite périodique ou un cycle limite.

Soit L une orbite de F' qui n’est pas une séparatrice. Considérons 1’ensemble limite
Q. Qr ne peut pas étre une singularité. Puisque les orbites sont propres, {1, ne peut pas

étre un quasi-minimal alors {27, sera une orbite périodique ou un cycle limite.
Conclusion:® possede une orbite périodique ou un cycle périodique.

B) Pour construire un élément f de V, ,, d’ordre ¢, on considere le plus petit entier s tel

que g < rm?®.

On pose donc :

On a : pour tout x € [0,7[, f%(x) = z. En effet,
—Siz € [O,QT;:[, fl@)=z+ L €1, L]

ms? ms$
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On montre que f"(z) = x4+ 2%, pour 1 <n < ¢g—1et que f97(z) € (1 4 [ et

ms ? mS

par suite f9(x) = x.

Size[EE L[ flx)e0, L] ) =fa)+ L =o—CL4 L =4 L 4 2

ms ’ mS m* m*s ms

On montre que f4(z) =r — -5 + L = 1.

Sixe [ L,r[,f(z) =2z et donc fi(x) = x. O

6. Remarques, exemples et questions

(1) Le B du théoreme de Liousse précédent ne peut pas se généraliser car le groupe V,. ,,
contient des éléments d’ordre quelconque ce qui n’était pas le cas pour tous les groupes

T}y, des homéomorphismes linéaires par morceaux.

(2) Le groupe de Thompson classique ne contient qu’une seule classe de conjugaison

d’éléments d’ordre 2 celle de la rotation d’angle %

Le groupe de Thompson V' contient au moins deux classes de conjugaisons d’éléments

d’ordre 2: celle de la rotation d’angle % et celle de I’échange affine U défini comme suit :

x six €0,
(IV.7) Ul) = o+ Sixe[éé[.
r—3 size(],1]

La question qui se pose est la suivante: est ce que tout élément d’ordre 2 de V est

conjugué a la rotation R% oualU?

(3) Il existe des AIET tels que les ensembles limites sont tous des cycles périodiques. Par
exemple PAIET f définie ci dessus :

3T+ 7 311;6[0,%[
(IV.7) fl@)y=< z—1 Si$€[§,z[.
2r+ 1 size[3,1]
1
On a pour tout z € [0, 1], linr}r ff(x) = 3 donc w, = {3}. De méme lim f"(z) =1

donc a, = {1}.
On conclut que les ensemble w, et a, ne sont pas des orbites périodiques mais des

cycles périodiques.
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CHAPITRE V

EQUATIONS COHOMOLOGIQUES, DISTRIBUTIONS
INVARIANTES SUR UN GROUPE DE LIE ET APPLICATIONS

Ce chapitre traite deux questions d'analyse sur un groupe de Lie connexe compact
G. i) Soient a € G et 7 le difféomorphisme de G donné par v(z) = ax (translation a
gauche par a). On donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que I'équation
cohomologique f — fo~y = g admette des solutions dans |'espace de Fréchet C>°(G)
des fonctions complexes C>° sur G. ii) Lorsque G est le tore T™, on détermine
explicitement les distributions sur T™ invariantes par un automorphisme affine v i.e.
v(z) = A(x 4+ a) avec A € GL(n,Z) et a € T™. On en donne une application aux
déformations infinitésimales d'un feuilletage obtenu par suspension d'une translation

d'un groupe de Lie compact.

0. Préliminaires

Soient G un groupe de Lie connexe compact. On note C°°(G) l'espace des fonctions
complexes de classe C'*° sur G qu’on munit de la topologie C*° et qu’on peut définir
comme suit. On prend une base (Xi,---,X,) de l'algebre de Lie G de G formée par des
champs de vecteurs invariants (a la fois a gauche et a droite). Pour tout i € {1,---,n}, le
champ X; définit un opérateur différentiel X; : C°(G) — C*°(G) d’ordre 1 donné par :

(Xi - [)(2) = (do f)(Xi())

ou d f est la différentielle de f au point x et X;(x) la valeur du champ X; au point z
qui est un vecteur de T, M. Pour tout s € N, on note X le composé s fois de X; ; c’est
un opérateur différentiel d’ordre s ; pour s = 0, X est 'identité de C°°(G). Pour tout
s = (s1,-+-,8n) € N" |s| = 514+, est la longueur de s et D® 'opérateur Xj* --- X>n.
Soient f € C*°(G) et r € N ; on pose :

1f1l- = sup [(Df)(x)]-

Is|<r €¢

Alors || [[, est une norme sur C*°(G) et la famille {[| ||}, >, définit la topologie C*° sur

C°(G) qui en fait un espace de Fréchet.
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Soit a € G ; on lui associe le difféfomorphisme analytique v : z € G —— azx € G
(translation a gauche par a). Alors 7 agit sur les fonctions : f € C°(G) — foy € C(G).
La fonction f € C*°(G) est dite vy-invariante si elle vérifie f = f o~y ; la quantité f — fo~y
mesure alors le défaut d’invariance de f ; on I’appelle divergence de f pour 7. Les fonctions
divergences engendrent un sous-espace vectoriel C de C*°(G). Sa détermination amene au

probleme :
(V.1) Etant donnée g € C°(G), existe-t-il f € C°(G) telle que f — foy =g ?

Ce qui revient a calculer le conoyau C'°°(G)/C de lopérateur continu (qu’on appelle
opérateur cobord) :

0:f€CG) — (f = foy) e CF(G).

Ce conoyau est exactement le premier espace vectoriel de cohomologie H'(Z,C*°(G)) du
groupe discret 7 & valeurs dans le Z-module C*°(G). Le quotient C*(G)/C, ou1 C est
I’adhérence de C, est le premier espace de cohomologie réduite du groupe discret Z a
coefficients dans C°°(G) ; on le note il (Z,C>(G)).

Un élément T du dual topologique de I'espace C*°(G) est appelé distribution sur G ;
I'évaluation de T" sur f € C°°(G) sera notée (T, f). On dira que T est y-invariante si, pour
toute fonction f € C°(G), on a (T, fo~y) = (T, f) ; c’est donc une forme linéaire continue
C*°(G) — C nulle sur le sous-espace C. L’espace D~ (G) des distributions y-invariantes
sur G s’identifie donc au dual topologique du quotient C*°(G)/C (ou de son séparé associé
C>(G)/0C).

Nous commencerons par le tore T" et une translation . Ce sera une étape décisive
pour résoudre le probleme aussi bien pour une translation sur G compact quelconque que
pour G encore le tore T™ mais ou, cette fois-ci, 7 est un automorphisme affine i.e. un

élément du groupe T" x GL(n,Z) (c’est le groupe des automorphismes affines du groupe
de Lie T™).

1. Cas ou le groupe G est un tore

Soit n > 1 un entier. L’espace vectoriel R™ sera équipé de son produit scalaire habituel
(, ) et la norme associée sera notée | |. Le tore T™ est obtenu comme le quotient de
R™ par son réseau standard Z". Une fonction sur T™ n’est rien d’autre qu'une fonction
f:R" — C qui vérifie f(x +m) = f(z) pour tous z € R"” et m € Z". Pour m € Z", on
note O, la fonction O, (z) = ™ (™) Si f est intégrable, elle peut étre développée en
série de Fourier :

flx) = Z S Om(2)

mezZn

52



ou les fm, sont les coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales :
fm _ f(ac)efmﬂm’@da:.
’]I‘n

Si, en plus, f est de carré intégrable, les coefficients fy, vérifient la condition de convergence

Z | fm]? < +o0.

mezZmn
De la méme facon, toute distribution 7" sur le tore T™ (vue comme une distribution

Z™-périodique sur R™) peut s’écrire sous la forme :

T = Z T Om

mezZnr

ot la famille de nombres complexes Ty, (indexée par m € Z™) est a croissance polynomiale,
c’est-a-dire, il existe un entier » € N et une constante C' > 0 tels que |Tm| < Cm|” pour
tout m € Z".

Pour tout r € N, on note W1 I’espace des fonctions f sur le tore T" données par leurs

coefficients de Fourier (fm)mez» vérifiant la condition Z Im|"| fm| < +00. De méme,
mezZm

W?2" sera l’espace des fonctions f sur le tore T" données par leurs coefficients de Fourier

(fm)mezn vérifiant la condition Z Im|*"| fm|? < +o00. Ce sont des espaces complets

meznr
respectivement pour les normes :

1/l = 1fol+ > Im["|fw| pour fe W

meZ™\{0}

[ fll2,- = [[fol* + Z lm|?"|fm|? pour f e W2,
mezn\ {0}

W2 est le r-ieme espace de Sobolev du tore T ; il a une structure d’espace de Hilbert

donnée par le produit hermitien :

(f,9)0r = foGo+ D  Im|* finGm:

meZ"\{0}

On a des inclusions naturelles :
ce(TM)yc---cwtttcwhtrc...cwh?

et :
C®(T") C --- C W2 c W2 ... ¢ W20 = L2(T™).
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La proposition suivante est facile a démontrer.

1.1. Proposition. Soit T = Z Tim®Om une série (les Ty, sont des nombres complexes).
mezZn
Alors les assertions 1), ii) et iii) qui suivent sont équivalentes :

i) T est une distribution réguliére (i.e. T est une fonction de classe C™) ;

ii) pour tout r € N, la série E |m|*"|Tim|? est convergente ;
meZn

iii) pour tout r € N, la série Z lm|"|Tm| est convergente.

meznr
Pour tout v € N, les injections ji, : WhH™ 1 — WT et jo .« W2TTL s W27 sont

des opérateurs compacts.
Les trois premiers points de cette proposition disent : ﬂ whr = ﬂ W2" = C®(T™).
reN reN
Tout vecteur a € R™ définit une forme linéaire sur R™ : x € R" —— (a,x) € R et donc

a fortiori sur le réseau Z".

T =R"/Z"
1.2. Définition [Sch]. Soit a = (a1, -, a,) un vecteur de R™ tel que le groupe engendré
par sa projection sur T™ = R™/Z™ soit dense dans T™. (Ceci implique en particulier que
les nombres 1,a1,- -, a, sont linéairement indépendantes sur Q.)

i) On dira que le vecteur a est diophantien s’il existe des nombres réels A >0 et T > 0

tels que |1 — e2™{ma)| > |nf|T pour tout m = (myq, ..., my) € Z"™ non nul.

ii) On dira que a est un vecteur de Liouville s’il existe A > 0 tel que, pour tout T > 0,

2im(m,a) ’ < A

lm |7

il existe m, € Z" vérifiant }1 —e

Par exemple, tout vecteur a de R” comme dans la Définition 1.2 et tel les composantes
ai,---,an soient des nombres algébriques Q-linéairement indépendants est diophantien.
Remarque. Le fait qu’un vecteur a soit diophantien est une propriété invariante par
Uaction de GL(n,Z), c’est-a-dire, si & € GL(n,Z) et a is diophantie, alors &(a) 'est aussi.

En effet, soient £* la matrice transposée de £ et A et 7 les constantes données par i)
dans la Définition 1.2. Pour tout m € Z™ different de 0, on a :

(m, {(a)) = (7 (m), a)

S A

— (€ (m)[
A 1

>

€™ |7

Cette remarque justifie ce qu’on entend par élément diophantien dans un groupe de

Lie compact qui n’est pas un tore.



On définit une forme linéaire continue £ : C*°(T") — C par :

£lo) = | sw)iz = go

pour toute fonction g =" —/n gm©Om. On peut aussi interpréter £ comme un opérateur
sur C*°(T™) qui a g associe la fonction £(g)1 ou 1 est la fonction constante égale a 1 ; c’est
donc un opérateur compact car de rang fini (son rang est 1). Son noyau N est fermé et tel
que C°(T") = N & C - 1. Notons P la premiere projection C*°(T") =N & C-1 — N.
Elle vérifie P& L = I (ou I est I'identité de C*°(T™)). On a alors le :
1.3. Théoreme. Soit ~y le difféomorphisme du tore T™ associé a une translation de vecteur
a=(ay, - -,a,) avec les ay,- -+, a, linéairement indépendants sur Q. Alors :
i) Si a est diophantien, il existe un opérateur borné G : C*(T") — C*°(T") tel que
0G =1 — L. Il en découle que l’équation f — f o~y = g a une solution f € C>(T™) si,
et seulement si, L£(g) = 0 et que l'espace vectoriel HY (Z,C>(T")) est de dimension 1

engendré par la fonction constante égale a 1.

i) Si a est de Liouville, il existe une famille infinie libre de fonctions g vérifiant la
condition L(g) = 0 et telles que ’équation f — f o~y = g nait aucune solution. Dans
ce cas, H(Z,C>(T™)) est un espace vectoriel topologique de dimension infinie non
séparé. Mais son séparé associé est de dimension 1 engendré par la fonction constante
égale a 1.

Dans les deux cas Uespace D~(T™) des distributions y-invariantes est de dimension 1

engendré par la mesure de Haar dx = dx1 ® - - @ dx,,.

Démonstration. Si on integre les deux membres de I’équation (V.1), celui de gauche donne
0. Donc une condition nécessaire d’existence d’une solution est £(g) = 0. Supposons-la

remplie. Les développements de Fourier de f et ¢ :

f(l'): Z fme2i7r(m,m) et g(x): Z gme2i7r(m,m)

permettent de ramener I’équation (1) au systeme :
(1 — ezm<m’“>> fm=9gm avec meZ".

Comme L(g) = go = 0, on peut poser :

0 sim=20
(V.2) fmZ{g—m si m # 0.

1—e2im(m,a)

La fonction f est donc donnée formellement par ses coefficients de Fourier (fu)mezn-
Etudions sa régularité. Soit r € N.
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i) a diophantien
Ona:

1

Im
]

. Jm |2(r+7)
1 — e2im(m,a) ’

(V?’) |1’n|27n|fm|2 = |m|2r |gm|2|m

Comme g est de classe C*°, la série numérique Y /. [gm|?|m[?"+7) converge, par suite
> mezn M| fm|? < 400 qui montre bien que f est de classe C°°. L’image de I'opérateur
§ : C°(T™) — C°°(T") s’identifie donc au sous-espace N ; en fait la restriction de § a
N est un isomorphisme (algébrique continu) sur A/ ; notons Gy son inverse : & g dans N/
on associe f unique solution dans N de I’équation §f = ¢g. On pose alors G = GoP ; on
vérifie facilement que 6G = I — L.

Reste a montrer que G est borné. Il suffit en fait de montrer que Gy 'est. L’inégalité

(V.3) montre que, pour tout entier naturel s, 'opérateur :
Go:g EN CWT" —— Go(g) = f € C(T™) c W?*

vérifie I'inégalité :

1Go(9)l2,s < Bllgl

ou r = 14 (partie entiere de 7) et 3 une constante réelle positive ; Gy est donc borné.

2,s+7r

Il est immédiat de voir que l'espace vectoriel H!(Z,C°(T™)) est de dimension 1
engendré par la fonction constante 1 et que D, (T") est aussi de dimension 1 engendré par

la n-forme volume dz = dz1 ® - - - ® dx,,.
ii) a de Liouville

On sait qu’il existe A > 0 tel que, pour tout 7 € N*, il existe m, € Z" vérifiant :
A

1— eQiTr(m,a) )
= |jm,["

Soit (7%)r une suite strictement croissante dans N* ; les m,, correspondants seront notés

my,. On définit alors une fonction g a I’aide de ses coefficients de Fourier :

Imy|~% sim=m,

0 sinon.

La fonction g est de classe C™ et vérifie [, g(x)dz = go = 0. Mais :

2
2 9m,,
|fmk| o ‘ 1 — e2im(m,a)
o |my [T
o _ p2im(m,a) |2
1—e |
1
> plmk!ﬂ“-
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Les coefficients fy, sont donc a croissance surpolynomiale et ne définissent méme pas une
distribution f solution de ’équation (V.1) ! De cette fagcon on peut fabriquer une famille
infinie libre de fonctions (g%)sen- de classe C*° pour lesquelles I'équation (V.1) n’a pas de
solution et pour aucune combinaison linéaire finie d’éléments de cette famille non plus. Le

conoyau de l'opérateur § : C*°(T") — C*°(T™) est donc de dimension infinie.

Si g est un polynome trigonométrique sans terme constant, I’équation a toujours une
solution : le probleme de la convergence ne se pose pas. Comme ’adhérence du sous-espace
engendré algébriquement par ces polynomes est de codimension 1 (c’est I'orthogonal de la
fonction constante 1), I'image de 'opérateur § : C°(T"™) — C°°(T™) n’est pas fermée,
donc HY(7Z,C°(T™)) n’est pas séparé mais son séparé associé est de dimension 1. Ceci
montre en méme temps que l’espace vectoriel D~ (T") est de dimension 1 engendré par la

n-forme volume dz = dz1 @ - -+ Q dx,,. O

La situation ou les nombres aq, - - -, a, sont linéairement dépendants sur QQ n’a pas été

traitée ici mais elle est contenue dans le théoreme 2.5.
2. Cas général

Soit G un groupe de Lie connexe compact. Soit a € G ; alors a engendre un sous-groupe
abélien I'" dont ’adhérence K est un sous-groupe abélien compact de G. On a donc les
deux situations qui suivent que nous allons expliquer tout de suite apres.

(1) - Le groupe K est fini si I' est déja fermé dans G. (Donc dans ce cas K =T.)

(2) - Le groupe K est une extension d’un tore T™ par un groupe fini abélien A si I n’est
pas fermé dans G. (Le tore T™ est la composante connexe de 1’élément neutre.)
Nous ne considérerons dans le suite que le cas ou A est trivial, c’est-a-dire K est

connexe ; il se confond donc avec sa composante neutre T™. Une légere modification de

toutes les démonstrations que nous donnerons permet de traiter le cas ou A n’est pas

trivial.
2.1. Le groupe I est fini

Nous avons un revétement I' < G —— B = G//K de groupe I' au-dessus de la variété
compacte B. On définit une application m, : C>®°(G) — C°°(B) linéaire, continue et

surjective par :

(V.5) W*(f)ZZfoa.

A priori, 7, (f) est une fonction sur G mais comme elle est T-invariante, elle définit de
fagon naturelle une fonction sur B. Le noyau de 7, contient le sous-espace C des fonctions

de la forme f — f o~. En fait, il est démontré dans [EMM] que la suite :
(V.6) 0— C— C™(G) =5 C>®(B) —0
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est exacte. Ce qui montre clairement que I’équation cohomologique f — fo~vy = g a une
solution si, et seulement si, Z goo =0.
oel

2.2. Le groupe I est infini

Dans cette situation I' n’est pas fermé et est strictement contenu dans K. Comme on
'a déja signalé précédemment, K est donc un tore T™. Son action (a gauche) sur G' définit
un fibré principal :

T — G-~ B=G/T"

au-dessus de l'espace homogene B = G/T" qui est une variété compacte.

Par exemple si G = SO(3), v est une matrice carrée orthogonale d’ordre 3, donc une
rotation d’axe une droite vectorielle A dans R3. Tout élément de I' est aussi une rotation
d’axe A. Par conséquent le groupe K est soit un groupe cyclique Z/pZ soit un cercle
S = SO(2). Dans ce cas, la variété B = G/K est la sphere S2.

Recouvrons la variété B par des ouverts Uy, ---,U, (tous difféomorphes a R? ou d
est la dimension de B) tels que, si U est I'un des Uj, il existe un difféomorphisme ¥ :

7 Y U) — U x T" rendant commutatif le diagramme qui suit :

i U) L UxT"

T ' I ;m

oy
(Ici p; désigne la premiere projection.) Le difféomorphisme W peut étre construit come
suit. Soit 0 : U — 7~ 1(U) une C*-section de 7; on définit =1 : U x T" — 7~ }(U)

par U~ 1(u,z) = z - o(u) the sign “point” désigne multiplication dans le groupe T™.

11 existe alors une fonction continue a : v € U +—— a(u) = (ay(u), -, an(u)) € T"
avec les aq (u), - - -, ap(u) linéairement indépendants sur Q tels que I’action de I" sur 'ouvert

7~ Y(U) soit équivalente (via ¥) a Paction :
(u,z) e U x T" — (u,xz +a(u)) € U x T™.

2.3. Remarque importante. L’élément a(u) est indépendant de u. (On le notera a.)

Ceci vient du choix de la trivialisation de la fibration 7 au-dessus de U et du fait
que l'action a gauche de v sur G commute a l'action a droite de G (sur G bien sir) et
donc les translations a droite sont des automorphismes de I'action de K engendrée par +.
Autrement dit, la translation dans chaque tore F, = 7 !(u) = T" se fait par le méme
vecteur a. Ce qui nous permettra d’appliquer le théoreme 1.3 dans chaque fibre F,, mais

indépendamment de u € B.
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2.4. Nous allons mettre une topologie sur ’espace des fonctions f : G — C adaptée a
cette structure fibrée et qui permet le controle de leur régularité. Soit U I'un des ouverts
Ui,---,Up et notons ¥ le difféomorphisme de trivialisation qui lui est associé. Soit f :
G — C une fonction mesurable. Via le difféomorphisme W, la restriction de f a V =
7~ Y(U) peut étre vue comme une fonction fy : U x T — C ; on utilisera donc les
coordonnées (u,x) = (uy, -, uq, 1, -, Ty). On supposera que f est de carré intégrable
et on la regardera comme une distribution qu’on notera simplement f. Mettons-nous sur
I'ouvert V et fixons quelques notations. Pour un multi-indice k = (k1,---,kq) € N%, on
pose :

(i) k® = kj' -+ - k3 pour tout s = (s1,---,84) € N,

(ii) |k| = k1 4+ --- + kq (c’est la longueur de k),

TN L olkl
(lll) Quk Bulflmauzd

plri+isl ¢

Pour u € B fixé et pour tous multi-indices r € N et s € N”, la distribution Sur Dt

sur F,, = 7~ (u) = T" se développe en série de Fourier :

olrl+Isl ol frn
E)uré’xs( e our

(u) (2i7‘l’) [s| mseQ'nr(m m)

Soient r,s € N. On pose :

olrl f,
Uu _ 0
1= [ [ [

Ir|<r

=

O fim

St ——(u) du

m+ZZ/ > fmf

Ir|<r|s|<s meZn\{0}

(Exceptionnellement ici |m| est la norme euclidienne du vecteur m € Z".) On note L?(G)
I’espace des fonctions f : G — C mesurables et de carré intégrable. L’ensemble des
f € L*(G) qui vérifient ||f||Y, < +o00 pour tout ouvert U de B et trivialisant la fibration
7 est un espace vectoriel W"*(G) sur lequel || [|Z, est une norme. Cette norme est en fait

associée au produit hermitien (sur L*(U)) :

o'l fo a|r|90 Is |6 | fon O g
f g LN Z/ our aur Z Z/ Z | |2 our our du

|r|<r lr|<r|s|<s”" mezn\{0}

On reprend le recouvrement par les ouverts Uy, ---,U, de B ou chacun d’eux trivialise la
fibration 7 ; notons la norme || ||4 par || [|%,. Une fonction f € L?(G) est de classe C*°
si, et seulement si, ||f]|., < +oo pour tout i =1,---,p et tous r, s € N.

Pour toute fonction f € L?(G), on note I(f) la fonction sur B définie par :

(V.7) I(f)(u) = flu, 21, xp)de @ -+ - @ dxy,.
’]1"71
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Il est facile de voir (via le théoréme de Fubini) que I(f) € L?(B) et que I'application
I : L*(G) — L?(B) est lindaire continue et surjective. En plus, elle envoie 1'espace

C°(G) surjectivement sur I’espace C*°(B).

2.5. Théoreme. Soit v le diffeomorphisme du groupe G associé a une translation et

g € C(G). On reprend toutes les notations qu’on vient de fizer. Alors :

(i) Si le vecteur a est diophantien, ’équation f — f o~y = g a une solution f € C*(G)
si, et seulement si, I(g) = 0. Dans ce cas, l’espace vectoriel H'(Z,C>=(G)) est canon-

iquement isomorphe a Uespace C*°(B) des fonctions C*° sur B.

(ii) Supposons a de Liouville. Pour chaque uw € B, il existe une famille infinie libre

de fonctions (gf) dans C*(G) telles que I(g*) = 0 et pour lesquelles I’équation

£EN*
cohomologique f — f oy = g° n’a pas de solution en restriction a la fibre F,, donc a

fortiori pas de solution dans le groupe G.

Dans le cas ii), on peut interpréter, de fagon abusive, H!(Z, C*°(G)) comme 'espace
des “fonctions C° sur B & valeurs dans H'(Z,C°(T"))” méme si H'(Z,C>(T")) n’est

pas séparé !

Démonstration.
i) La démonstration de ce point se fera en deux étapes. D’abord sur chacun des

ouverts V; = 7T_1(Ui) difféomorphe a U; x T" ensuite globalement sur le groupe G.

e On se met sur V; qu’on confondra avec U; x T". Ecrite au niveau des coefficients de

Fourier, I’équation f — f oy = g donne le systeme :
(1 - eQiW(m"”) fm=¢gm pour me€Z".

On voit donc que la condition nécessaire pour que g soit du type f — f oy est que go = 0,
qui n’est rien d’autre que la condition I(g) = 0. Supposons-la satisfaite. On a alors une

solution formelle :
0 sim=20

fm(u) = { _gm(w) gy # 0.

1—e2im(m,a)

Il est tres facile de montrer que ces coefficients définissent bien une fonction f de classe
C* : il suffit de vérifier que, pour tous r,s € N et tout ¢ = 1,---,p, on a HfH;S < 400 ;
ceci se fait sans aucune difficulté.

e Soit {p;} une partition de I'unité sur B subordonnée au recouvrement {U;}. Alors
{pi}, ol p; = p, om, est une partition de I'unité sur G subordonnée au recouvrement {V;}
avec p; constante sur les fibres de m. Pour chaque ¢ = 1,---,p, on note g; la restriction
de g a l'ouvert V; ; alors g; est une fonction de classe C'*° sur V; satisfaisant la condition

I(g;) = 0. D’apres le point qui précede, il existe une fonction de classe C* sur V; qu’on
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p
notera f; et qui vérifie f; — f; oy = g;. Il est alors immédiat de voir que f = Z pi fi est

1=
une fonction de classe C°° sur G et est solution du probleme ¢.e. vérifie f — foy =g. Ce

qui termine la démonstration.

ii) Soient u € B et £ € N*. On prend ¢g° = g la fonction de classe C*° sur le
tore T = F, construite dans le point ii) de la démonstration du théoreme 1.3. Soit
1 : B — R une fonction & support dans un voisinage W de u contenu dans un ouvert
trivialisant 7 et valant 1 sur un voisinage W’/ C W de u. Posons ) = 1) o w. Alors v est
une fonction C*° sur G et vaut 1 sur un voisinage de la fibre F,, = T" ; en plus, elle est
constante sur les fibres de . On pose g* = 9g, ; on obtient ainsi une fonction C* sur G
qui vérifie I(g*) = 0 mais qui n’est pas solution de I’équation cohomologique f — fovy = g*.

En faisant varier £ dans N* on obtient la suite (g°) cherchée. U

2.6. Remarque. Nous nous sommes restreints au cas d’un groupe compact pour simplifier
l’exposé. Mais tout fonctionne pour un groupe de Lie quelconque et tel quel s’il est en plus

exponentiel.
2.7. Qu’en est-il pour les fonctions continues ?

Nous venons de voir que la régularité des solutions de 1’équation cohomologique (V.1)
dépend de la nature arithmétique du vecteur a. Qu’en est-il si, au lieu de travailler sur
Uespace C*(QG) des fonctions de classe C*°, on se place sur celui des fonctions qui sont

seulement continues 7 Le résultat qui suit a été établi dans [MS] :

Soit C§¥(S) l’espace de Banach des fonctions continues & variation bornée et d’intégale
nulle sur le G = S'. Soit v une rotation irrationnelle de S*. Alors il existe un ensemble
résiduel de R de C§°(S') dont les éléments sont des fonctions d’intégrale nulle et tel que,
pour tout g € R, il n'existe aucune fonction continue f surS' qui soit solution de I’équation
cohomologique f — fo~y =g.

3. Automorphisme affine d’un tore T

Dans tout ce paragraphe, le groupe G sera le tore T" = R™ /Z"™ et v ’automorphisme affine
v(x) = A(xz 4 a) ou A est une matrice de GL(n,Z) i.e. A est a coefficients entiers et de

déterminant 1 ou —1 et a = (ay,- -, a,) un élément de T" (vu comme un vecteur de R™).
3.1. Notations

Nous allons en fixer quelques-unes. Cela nous permettra de travailler de facon plus

fluide et facilitera la compréhension des étapes du calcul.

Le difféomorphisme + est un automorphisme affine de T™ dont la direction est donnée

par la matrice A. Notons A’ la transposée de A et B I'inverse de A’. Pour tout k € Z, B*
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sera la puissance |k|-itme de B si k > 0 et celle de B~! si k < 0. On définit une suite de

matrices (S), par Z :

So=0
<V.8) { Sky1 =SB+ 1.

(Une telle suite est facile & construire par récurrence.) On pose at = {m € Z" : (m, a) =
0} et Fg = {m € Z" : B(m) = m}. Alors a® et Fp sont des sous-groupes de Z". Dans

toute la suite, on fera I'hypothese suivante :

La matrice B ne posséde pas de vecteurs m € 2" \ Fp périodiques, c’est-a-dire pour
lesquels il existe ¢ € N\ {0,1} tel que BY(m) = m.

3.2. Un calcul immédiat montre que ’action de y sur les fonctions f : T — C est donnée

comme suit :

f oy = Z e2i7T<A’(m),a) fm@A’(m) _ Z e2i7r(m,a)fB(m)@m.

L’équation cohomologique (V.1) donne donc au niveau des coefficients de Fourier la famille

d’équations :
(V.9) fm — 62”<m’“>f3(m) =gm pour m€Z".

Il est alors facile de voir que le noyau L de 'opérateur d est engendré par les ©,, avec m

variant dans le sous-groupe a* N Fg i.e. :
(V.10) L={feC®T"): fm=0pourm¢a-NFEg}.
On a clairement L C Ker(d). Démontrons I'inclusion Ker(d) C L. Rappelons que :

5(f)m = fm — 621W<m7a>fB(m)-

Si f € Ker(d) et si m € Fg \ at, il est facile de déduire f,, = 0. Considérons le cas ol
m ¢ Fg. Sid(f) =0, o0na|fm|=|fpm)|- Donc, par la Proposition 1.1, la non nullité de

fm contredit la décroissance rapide des coefficients fp,. Finalement Ker(d) = L.

Une condition nécessaire pour que I’équation (9) ait une solution est donc gy, = 0

pour m € a* N Fp. Soit V le sous-espace de C>(T™) défini par :
V= {fEC’OO(']T"):fm:OpourmeaLﬂFB}.

L’opérateur 6§ : C°(T") — C°°(T™) préserve chacun des facteurs de la décomposition

orthogonale :
(V.11) C*(T")=VaL.

62



Le sous-espace L est clairement invariant par §. D’autre part, si f € V, fmm = 0 pour
m € al N Fp. Comme B(m) = m, on a §(f)m = fm — 2™ ™) fpin) = fm — fm = 0,
donc §(f) € V. Nous pouvons alors nous restreindre a ’étude de 'opérateur § sur le

sous-espace V. Pour g € V' donnée, le systeme (V.9) a, a priori, deux solutions formelles :

(0 pour m € a*- N Fp
(V.12) o) TATEw pour m € (a*)" N Fp
. + =
fm = Z e2i”<sk(m)’“>g3k(m) sinon.
\ k=0
ou :
(0 pour m € at N Fp
9m 1\¢
, _ T aimay pour m € (at) N Fp
(V.127) fo=g 1
— o0
Jm = — Z 62”<S’“(m)’“>g3k(m) sinon.
L k=—1

L’injectivité de § force ces deux solutions a coincider ; ce qui impose alors la condition :

D e Sktmia) gy = 0.
keZ

On verra qu’elle ne signifie rien d’autre que demander a g d’annuler les distributions

invariantes par v qu’on va tout de suite exhiber.

3.3. Nous avons déja fait remarquer que ’annulation des distributions 7-invariantes par
une fonction g € C°°(T"™) est une condition nécessaire pour que I’équation cohomologique
(V.1) admette une solution pour la donnée g. Il semble donc naturel de déterminer de

telles distributions. C’est ’objet de cette sous-section.

Soit X une partie de Z™ contenant un, et un seul élément, de chacune des orbites de
Paction de B sur Z" \ Fg. On pose ¥ = (a™ N Fp)U(Zo \ Fp). Pour tout m € X, on note
Tm la forme linéaire C*°(T") — C définie par :

Jn Om(2)g(z)dr = gy pour m € a= N Fp

V.13 Tm,9g) = .
( ) ( g) 262”<S’“(m)’“>93k(m) pour m € 5o \ Fx
kez
otl Oy, (7) —2im(m,z) - Un calcul immédiat montre que Ty, est bien continue et vérifie

=e
(T, fory) = (Tm, f) ; c’est donc une distribution v-invariante.
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Avant de continuer donnons un exemple concret sur lequel on peut voir ’ensemble X

et la nature des distributions invariantes. On prend n = 2. Soient a = (a1,0) avec a; un

réel non rationnel dans |0, 1] et A = (} (1)) Alors :

A’:((l) 1), B:((l) _11> et Bk:(é _1k) pour k € Z.

Il est facile de voir que :
at ={(0,ma) €Z? :my€Z} and Fg={(my,0) € Z*:my € Z}.

La matrice B agit sur le réseau Z?. L’équivalence de deux éléments (mq,ma) et (mf, mb)
est donnée comme suit : (my,0) ~ (m},0) <= my = m} ; et pour my et mj, tous deux
différents de 0 : (mq,m2) ~ (M}, mb) <= mg =ms et my —mj € moZ.
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Points de I'ensemble Y indexant les distributions invariantes : a= NFp est
réduit 3 (0,0) et représente I'unique mesure invariante qui est la mesure
de Lebesgue dx1 ® dxo ; les points qui sont encerclés représentent les

autres distributions invariantes (qui sont seulement d’ordre 1).

Désignons par Ny, le noyau de Ty, et par N lintersection de tous les Ny, ; N est
un sous-espace fermé de C°°(T™). On montre alors que, lorsque g est un polynéme
trigonométrique dans l’espace N, les nombres fy, donnés par les expressions (V.12) ou
(V.12’) sont les coefficients de Fourier d’une fonction f de classe C*° solution de I’équation

of =g.

Nous avons donc démontré le :
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3.4. Théoréme. Pour tout polynome trigonométrique g appartenant au sous-espace N
I’équation cohomologique f — f oy = g admet une solution f € V. L’adhérence de l’image
de lopérateur 6 : C>°(T™) — C°°(T™) est donc égale au sous-espace N'. Ceci montre que
I’espace vectoriel topologique Fl(Z, C>*(@Q)) est isomorphe a C™(T™)/N et que l’espace

D, des distributions invariantes par 7y est engendré par les Ti,.
4. Application aux déformations de certains feuilletages

L’espace vectoriel de cohomologie H'(Z,C°(M)) d’une action du groupe discret Z sur
une variété compacte M via un difféomorphisme « joue un role fondamental en théorie des
déformations : il est relié aux déformations infinitésimales de v dans le groupe Diff(M)
(des difféomorphismes de M) et a celles du feuilletage obtenu en suspendant . Nous allons
voir comment appliquer nos calculs pour décrire de telles déformations infinitésimales dans

un cas, a notre connaissance, encore inconnu : une translation de G compact non abélien.
4.1. Quelques définitions

e On rappelle qu’un feuilletage F de dimension m sur une variété N est la donnée
d’un sous-fibré 7 de rang m du fibré tangent T'N complétement intégrable, c’est-a-dire que
pour toutes sections X,Y € C°°(7) de 7 (i.e. des champs de vecteurs sur M tangents a
7), le crochet [X, Y] est encore une section de 7. Les sous-variétés connexes tangentes a 7

sont appelées feuilles de F.

e Soit N une variété compacte de dimension m 4+ n. Pour tout x € N, on note
G.(N,n) la grassmanienne des plans de codimension n de 7, N. On obtient ainsi un fibré
localement trivial G(N,n) — N de fibre type la grassmanienne G(m + n,n). Un champ

C*° de m-plans sur N n’est alors rien d’autre qu'une section de G(N,n) — M. Soient 7
m

un champ de m-plans et (71, -, 7,,) une base de sections locales de 7. Si X = Z a;T; et
i=1

m
Y = g bjT; sont deux sections locales de 7, on a :

j=1
(V14) [X, Y] = Z aibj[Ti,Tj] + Z {ai(Ti . bj)Tj — bj(Tj . ai)n}.
2,j=1 i,j=1

Dans le quotient V = TN/7, la valeur de [X,Y] en un point z € N ne dépend que de
celles de X et Y et non de celles de leurs dérivées respectives. Ce qui permet de définir
une 2-forme @, : 7 x 7 — V dont la valeur en X, et Y, est la classe dans le quotient
V., = T, N/1, du vecteur [X,Y],. Par le théoreme de Frobenius, le champ de m-plans 7
est intégrable si, et seulement si, la 2-forme @), est identiquement nulle. Dans ce cas, T

définit un feuilletage F de codimension n sur .

65



On munit l'espace C*°(G(N,n)) des sections C*° de G(N,n) de la topologie C*° qui
en fait une variété de Fréchet [Ham2]. L’ensemble §(M,n) des feuilletages de codimension

n (“zeros de Q) en est un fermé ; on le munit de la topologie induite.

e Une déformation de F paramétrée par un voisinage T de 0 dans ’espace euclidien
R? est une application continue t € T — F; € F(N,n) telle que Fy = F. L’étude des
déformations des feuilletages est un sujet tres difficile en général. Nous nous restreindrons
a celle des déformations infinitésimales ; celles-ci sont décrites exactement par les éléments
de l'espace vectoriel de cohomologie feuilletée Hx(N,V) & valeurs dans le fibré normal V
que nous allons définir tout de suite (le lecteur désireux d’en savoir plus peut consulter
[Ham1] ou [EN]).

e Le fibré normal V est feuilleté i.e. il existe un recouvrement par des ouverts U;
trivialisant le feuilletage et tel que les fonctions de transition g;; : U; N U; — GL(n,R)
qui le définissent soient constantes sur les feuilles. L’opérateur dx s’étend donc en un
opérateur dr : Q%(N,V) — Q' (N, V) sur les formes différentielles le long des feuilles
mais cette fois-ci a valeurs dans le fibré V. Ceci permet de définir la cohomologie feuilletée
de (N, F) & valeurs dans V et qu'on note Hx(N,V). L’espace Hx(N,V) contient exacte-
ment les déformations infinitésimales de F ; sa connaissance est capitale dans 1’étude des

déformations.
4.3. Cas d’une suspension

On se donne une variété compacte M et v un difféomorphisme de M. On note (z,t)
les coordonnées d'un point z de N=MxRet X le champ % ; X est invariant par le
difféomorphisme :

(x,t) € M X R— (y(z),t+1) e M xR

et induit donc un champ de vecteurs X partout non nul sur la variété quotient :
N =M xR/(z,t) ~ (y(z),t+1).

La deuxieéme projection 7 : N=MxR— R est équivariante par rapport aux actions
dugroupe Z : 7, :t e R — t+k € Ret (v%,73,) : (2,t) € N — (v*(x),t + k) € N ; cela
signifie que, pour tout k € Z, le diagramme suivant est commutatif :

~ ko ~
N N
71 | 7
R X R

Donc 7 induit une submersion 7 : N — S! ; ¢’est une fibration plate de monodromie +.
Notons F le flot (ou feuilletage de dimension 1) défini par X ; on dit que (NN, F) est la
suspension de (M,~). Le résultat suivant a été établi dans [DE] :
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4.4. Théoreme. L’équation différentielle X - f = g a une solution dans C*°(N) si, et
seulement si, I’équation cohomologique discréte K — Koy = ® a une solution dans C*° (M)
pour la fonction ® = fol g(-,t)dt. Par conséquent les espaces vectoriels topologiques H(N)
et HY(Z,C>(M)) sont canoniquement isomorphes.

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients nécessaires qui nous permettent
d’appliquer les résultats des sections précédentes aux déformations de certains feuilletages.
Soient G un groupe de Lie connexe compact de dimension n d’algebre de Lie G et v le

difféomorphisme de G associé a une translation.

4.5. Théoreme. Soit F le feuilletage obtenu sur N = G x R/(x,t) ~ (yx,t + 1) par
suspension de . Alors si v est diophantien, [’espace vectoriel topologique H}_—(N, V) est
isomorphe a l’espace de Fréchet C*°(B) ® G ou B est l’espace homogéne B = G/ K.

Démonstration. Elle consiste simplement a se mettre dans les hypotheses de certains

énoncés des sections 1, 2 et 3.

Soient (X1,---,X,) une base de G ou les X1, -+, X,, sont des champs invariants par
translations & gauche sur G. Les éléments w et a respectivement de Q% (N, V) et Q%=(N, V)
sont de la forme w = 377" | fi® Xjet =377 | g;@x®X ol les f; et g; sont des fonctions

n

C> sur N. L'opérateur dz : Q5-(N,V) — QL(N,V) séarit dpw =Y (X - f;) ® x ® X;.
i=1
Résoudre ’équation drw = « revient donc a résoudre le systeme :

X -fi=u9 pour 1=1,---,n.

De cela on déduit aisément que Hx(N,V) = HE(N) @ G. Le reste de la démonstration
découle des théoremes 3.4 et 4.4. &

Le théoreme 5.5 montre que si G est non abélien, la dimension de la variété B est
strictement positive ; donc ’espace vectoriel H }E(N , V) est de dimension infinie. Cela laisse

supposer que les déformations du feuilletage F sont abondantes !
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ABSTRACT

In this thesis, we study two subjects, which are priori different but are within the scope
of dynamical systems: interval exchange, the resolution of cohomological equations
and the explicit description of invariant distributions by a diffeomorphism on a compact
Lie group.

1. We prove a criterion for the existence of continuous non constant eigenfunc-
tions for interval exchange transformations which are non topologically weakly mixing.
We first construct, for any m > 3, uniquely ergodic interval exchange transforma-
tions of Q-rank 2 with irrational eigenvalues associated to continuous eigenfunctions
which are not topologically weakly mixing; this answers a question of Ferenczi and
Zamboni [5]. Moreover we construct, for any even integer m > 4, interval exchange
transformations of Q-rank 2 with both irrational eigenvalues (associated to continuous
eigenfunctions) and non trivial rational eigenvalues (associated to piecewise continu-
ous eigenfunctions); these examples can be chosen to be either uniquely ergodic or
non minimal.

2. We prove that an affine interval exchange, whose slopes are integer powers of
the same integer n, and whose cuts and their images are rational, has a very simple
dynamic: all its orbits are proper and it has a periodic orbit or a periodic cycle.

3. A third section deals with two analytic questions on a connected compact Lie
group G. i) Let a € G and denote by « the diffeomorphism of G given by v(z) = ax
(left translation by a). We give necessary and sufficient conditions for the existence
of solutions of the cohomological equation f — f oy = g on the Fréchet space C*(G)
of complex C* functions on G. ii) When G is the torus T™, we compute explicitly the
distributions on T" invariant by an affine automorphism ~, that is, v(z) = Az + a with
A e GL(n,Z) and a € T™.

4. We apply the results of the preceding section to describe the infinitesimal
deformations of a foliation obtained by suspension of a translation associated to an
element on a compact Lie group.

71



Résumé

Dans cette these, on étudie deux themes, a priori différents mais qui rentrent dans le cadre des systemes
dynamiques : les échanges d’intervalles, |a résolution d'équations cohomologiques et la description
explicite des distributions invariantes par certains difféomorphismes d'un groupe de Lie compact.

1 - On établit un critére dexistence de fonctions propres continues non constantes pour les échanges
dintervalles, cest-a-dire de non mélange faible topologique. On construit pour tout entier m > 3
des échanges de m intervalles de rang 2 uniquement ergodiques et non topologiquement faiblement
mélangeants. Nous répondons aussi a une question de Ferenczi et Zamboni. On construit aussi pour
tout entier pair m > 4 des échanges de m intervalles possédant des valeurs propres irrationnelles et des
valeurs propres rationnelles (avec fonctions propres associées continues par morceaux) et qui sont soit
uniquement ergodiques, soit non minimaux.

2 - On montre qu'un échange d'intervalles affine, dont les pentes sont des puissances d'un méme
entier n, et dont les coupures et leurs images sont des rationnels , a une dynamique trés simple : toutes
ses orbites sont propres et il posséde une orbite périodique ou un cycle périodique.

3 - On traite deux questions d’analyse sur un groupe de Lie connexe compact G. i) Soient @ € G
et v le difféomorphisme de G donné par 7(33) = ax (translation a gauche par a). On donne les
conditions nécessaires et suffisantes pour que I'équation cohomologique f — f oy = g admette des
solutions dans I'espace de Fréchet C'°°(() des fonctions complexes C'*° sur G. ii) Lorsque G est le tore
T", on détermine explicitement les distributions sur T™ invariantes par un automorphisme affine 7y i.e.
v(z) = Az + a avec A € GL(n,Z) et a € T™.

4 - On donne des résultats obtenus dans 3) une application aux déformations infinitésimales d'un
feuilletage obtenu par suspension d’une translation d'un groupe de Lie compact.
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